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(Groupe d'étude de théorie des nombres)
14e annde, 1972/73, n° G1, 5 P 16 octobre 1972

UNE METHODE "ELEMENTAIREM
DANS LA THEORIE DES NOMBRES TRANSCENDANTS, I.

par Michel WALDSCHIMIDT

De nombreuses méthodes classiques de transcendance de nombres complexes utilisent
des outils de la théorie des fonctions holomorphes. Quand on se restreint a 1'étude
de nombres réels, on peut effectuer ces démonstrations en n'employant, dans la par-
tie analytique, que le théordme de ROLLE. Ceci a déja été fait par MENDES FRANCE
dans [ 3], et par GEL'FOND et LINNICK dans [1] (Chapitre 12 : Transcendance de quel-
ques classes de nombres, p. 221-228), pour la méthode de GEL'FOND dans la démonstra-

tion de la transcendance de ab , et pour la transcendance de < .

Nous exposerons ici une telle démonstration "élémentaire" de la transcendance de
ab par la méthode de SCHNEIDER (c'est-3-dire essentiellement sans employer d'équa-
tion différentielle). Dans un exposé suivant (n° G5), nous démontrerons, dans le cas
réel, un théoréme de Baker sur l'indépendance linéaire de logarithmes de nombres

algébriques.

1. Préliminaires.
L g o o N Y o oV oW

Nous noterons Z 1'anneaudes entiers rationnels, Q le corps des nombres ration-
~ o d
nels, R 1le corps des nombres réels, et Q 1le corps des nombres algébriques,
~ ~o

ctest-d-dire la cl8ture algébrique de Q dans le corps C des nombres complexes.

Si a est un nombre algébrique, on note d(a) 1le plus petit entier rationnel
positif tel que d(a).a soit entier algébrique (sur Z ), et on note llal] 1e

nombre

llal| = max{c}lc(a)! ,

ou ﬁ:} décrit l'ensemble des plongements de Q(a) dans C . Enfin, on définit la

taille t(a) de a par
t(a) = maz(log a(a) , 1og |la|]) ,
pour a#0, a€qQ.

La propriété fondamentale de la taille [2], [4] :

(0) - 2.[q(a) : gl.t(e) < 1og |a| ,

pour tout ae€e Q, a# 0, est due au fait que la norme (ge Q(a) sur Q ) du

t

nombre d(a).a est un entier rationnel non nul.

2

Le premier lemme que nous aurons & utiliser, 4l & SIEGEL, est une application du
"principe des tiroirs" de Dirichlet. Comme on en trouve des démonstrations un peu

partout ([1], [2], [3], [4]), il semble inutile d'en écrire une de plus.
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LEMME 1, - Soit K un corps de nombres. Il existe une constante CK ayant la

propriété suivante,

Soient n et r deux entiers rationnels, n > 2.r > 1, gt soient o3
AL 1 e LR L A

(1gigr, 153 n) des éléments de K entiers sur Z ., Alors, il existe n

éléments X, , eeo X K , entiers sur 2 et non tous nuls, tels que

1

u’\’L"‘

i,g J.=O pour 117,

max, t(xj) < max, t(ai’j) +logn + C o

B

Le deuxiéme lemme permet de majorer le nombre de zéros réels de polyn8mes expo-

nentiels,

LEMME 2 [1]. = Soient P,

strictement inférieur & Py s eee s pq respectivement, Soient W, 4, eee , W des

1 ————

ses Pq des polyndmes non nuls de EIZX], de degré

nombres réels, deux-a-deux distincts. Alors la fonction

L q
X b= £(z) = %{___1 Pk(x) exp(wk x)

n'est pas identiquement nulle, et le nombre de zéros de f dans R est inférieur

a p1+...+p0.

La démonstration se fait par récurrence sur q . Le cas q =1 est trivial. Si

q>1, il existe des polyndmes Q oo s - de R[X], tels que
dpq q-1
Texp(= W x).f(z)] =2, . Q.(x) exp(W. = W )x 3
ELe p( a ).£(x)] j=1 QJ( ) exp( 3 q) 3
X

de plus, le degré de Q‘j est égal au degré de Pj y 1£j<q~-1, donc les po-
lyndmes C,),1 y ese o Qq__1 sont non nuls, de degré strictement inférieur a pl,...pq_1

respectivenment,

On termine alors la démonstration en utilisant la conséquence suivante du théo-
reme de Rolle : Si une fonction réelle m fois continfiment dérivable sur un inter-
valle I de R possdde au moins m zéros (comptés, comme toujours, avec leur
ordre de multiplici’cé) sur I , alors, pour tout entier h, 0Cghguwm=-1, la

fonction (dh/dxh)f posséde au moins m - h zéros sur I

Le lemme suivant permet de majorer une fonction réelle ayant de nombreux zéros.

LEMME 3 [1). - Soit f wune fonction réelle définie et q fois continfment déri-

vable sur un intervalle (a , b) de R, avec a<b . On suppose que f a au

moins q 2zéros sur (a ’ b:l s q entier , g 21 . Soit v un entier, Ogv<qg-1 .

Alors on a

max '-E: £(t)] < (b - a)d™ max | f(")l
agtgb! IRy STq =)t a.<v<b
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Pour démontrer ce résultat, on utilise de nouveau le théoréme de Rolle : La fonc-
tion (aY/ax¥)f a au moins g - v zéros dans (a , b) ; soit Qe R[X] le poly-
ndme unitaire, de degré q - v , admettant pour racines ces q = v zéros de f
dans (a , b) . Soit Xy € (a, b) tel que Q(xo) # 0 o La fonction

qV lx) o @
= — - —_— fix
F(x) S £(x) =T X ( O)

dx Nxy) g
a au moins q - v + 1 2éros sur (a, b) . Le théoréme de Rolle montre qu'il existe

ge (a, b) tel que

Y]
I_pg)=0.
axdTv
or @¥™V/ax¥™V) a(x) = (q = V)t , d'od ()
av x40 i
— ) =g 1 18

ainsi, pour tout x, € (a, b) non racine de Q , on a

(b - a)37V

d\)

dq
D'ou le lemme 3.

La notation log désignera toujours le logarithme népérien. Pour a et b réels,

a >0, on note

ab = exp(b log a) &

2. Démonstration du théoréme de Gel'fond-Schneider.

THﬁORﬁME. - Soient a et b deux nombres réels algébriques, tels que a >0,

a1 et b é'g . Alors le nombre a? est transcendant.

La démonstration se fait par l'absurde : Supposons que les trois nombres a , b
et ab soient algébriques ; soit A 1le plus petit commun multiple des trois nom-

bres

aa) , a(v) , a(ad) .

Notons X 1le corps obtenu en adjoignant & § 1les trois nombres a , b et ab N

On peut évidemment supposer b > 0 , On notera 01 y see 04 des constantes ne
dépendant que de a , b et ab .
Soit N un entier suffisamment grand, clest-a=-dire vérifiant un nombre fini de

minorations en fonction de Cyoo see s 04 .

Montrons d'abord qu'il existe des €léments

a, . (1sis2113. 1<jigN)
1,J
de K , entiers sur Z. et non tous nuls, tels que la fonction
~ 3N . .
(1) F(x) = Z?N 2 a. . xl 1 aJX

i=1 "j=1 "1i,J
vérifie

(2) F(A+ub) =0 pour A =1, sue , N2
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Considérons pour cela le systéme d'équations
)
A4N0F()\+p‘b)=o, A,u=1,to-,N?—,

clegt=a=dire
3 . . N
AN o (o + )L (0a) M, (aaP)HI A=A
i=1 Tj=1 "i,j

Le nombre d'inconnues a; 3 est 2N4 , €t le nombre d'équations est N4 s De

?
plus, on peut majorer la taille des coefficients par c .N3.10g N .

1
Le lemme 1 montre qu'il existe une solution non triviale (ai j) , vérifiant de
14

plus :

(3) t(a, .) < c2.N3.1og NNt

pour N gsuffisamment grand.

La fonction F , définie par (1), n'est pas identiquement nulle ; le lemme 2
montre méme que le nombre de zéros de F dans R est majoré par

N
Zj=1(2N3 - 1) <ant

donc il existe deux entiers KO s Mo tels que

2 2
L&Ay g2, 1<puy €8, et F(xo + g b) #0 .

Or la fonction F posséde au moins N4 zéros dans 1l'intervalle
2
o, (2+ [v)r),

grice a (2). D'autre part, pour 0 <y (2 + Ib!)N2 s On a
4

N 3 4 4 . . 4 .
d 2N” §N N N (i=i)d  de=l (. N iy
L F(y)| = (2 a3 o)t Al (5 10g &)Y T &3
4 i=1 Tj=1 “i,j Tp=0 4 (1=u=1):
de J 1 W p!(N -u)i B
4 443 -3 4 4
< ot max, j!ai jI(N4+1) M ()N [+ o)1 % (7 10g a)¥ (1) (2+]0]) ,
] 14
ce qui, pour N assez grand, est inférieur a

NN4 X cg4 < N(3/2>N4 .

Le lerme 3 permet alors de majorer F(AO + g b) :

4
[(2 + o] N(3/2)N4 - N-(1/4)N4

!F(KO + B b)| <

(vhe
Le calcul de la taille de F(AO + Mo b) est facile ; il donne
4
t(F(xO +Hg b)) € c N .

Ltinégalité (0) n'étant pas vérifide pour « = F(RO + Wy b) , on en déduit ¢ =

ce qui apporte la contradiction attendue et termine la démonstration.

O,
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