MOHAMED ZITOUNI
Quelques propriétés des corps cycliques de degré 4

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 14, n°1 (1972-1973),
exp. n°4, p. 1-8

<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1972-1973__14_1_A3_0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1972-1973, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1972-1973__14_1_A3_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DELANGE-PISOT-FOITOU 4-01
(Théorie des nombres)
14 e année, 1972/73, n° 4, 8 p. 30 octobre 1972

QUELQUES PROPRIETES DES CORPS CYCLIQUES DE DEGRE 4

par Mohamed ZITOUNI

0. Introduction.

Cette étude s'inspire largement de "l'Arithmétique des corps abéliens de degré 3"
de A. CHETELET (1). En particulier, nous avons suivi le m@me plan, employé de fagon

systématique les résolvantes de Lagrange, et adopté certaines définitions.

1. Groupe de Galois et résolvantes de Lagrange.
(a) Nous dirons corps cyclique de degré 4 pour désigner une extension cyclique

de Q de degré 4 .

Soient K un corps cyclique de degré 4 , G son groupe de Galois, et 61 un

générateur de K . Ce nombre Gl admet 4 conjugués eu par un Q-automorphisme

o , générateur de G :

o6 ) =6

" wh ? h,u et u+h entiers rationnels mod 4 .

(b) Les résolvantes de 6, , définies par les formules :

1

(91 , Z) = Zi=o zx.qx(el) , %z racine 4-iéme de 1 ,

sont
®, 1) =8, +6,+65+8,;
/ - . - -8 .
®, » i) = 6, + 16, - 85~ 18,
et
- i) = - i6. - i
(61 , = i) 61 16, 63 + 164 .
Posons (el y 1) =m , <91 y = 1) =a, <e1 , 1) = p et (91 , - i) =8" .

(¢) Les résolvantes (é et p' sont dans le corps K(i) qui est une extension
de Q de degré 4 ou 8 selon que i est dans K , ou non. Mais on démontre que
i n'est pas dans K . Alors K(i) est un corps abélien de degré 8 . On prolonge
g a K(i) , et on introduit le K-automorphisme T de k(i) qui change i en

- i .

2. ProEriétés des résolvantes.

(a) Caractérisons les corps Q , Q(i) et X aumoyende o et T .

(1) CHATELET (Albert). - Arithmétique des corps abéliens du 3c degré, Annales
scient. Be. Norm. Sup., t. 63, 1946, p. 109-160.
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X € gf—-sc(x) =7(x) = x .
x € g(i) es0(x) =x et 1(x) # x .

e Keyolx) #x et (x) = x .

(b) Ces équivalences permettent de trouver les nombres de Q et ceux de Q(i)

parmi les résolvantes et leurs combinaisons.

o(m) = 7(n) = m ; donc m est rationnel ; c'est la trace de 91 .
ola) = -a et (o) = ; donc o £ q(i) .

o(p) = - is et (p) =p' ; donc B ¢ Q(i) .

o(g') = +ip' et 7(p') =B ; donc B' ¢ a(i) .

1)

(c) Wous cherchons les combinaisons donnant des nombres rationnels.
o(e?) = 1(c?) = o° ;
o(ge') = 7(p') = 28" ;
o(pt +aih) = (s + ph) =gt 4 gt
(e (g% + 812)) = 7o/ (82 + 8'2)) = o/ (° + 8'°)
Done 1es mombres o2 , 88' » 8 + "% et /(g% + p'?) sont ratiomnels.
(3) Yous cherchons les combinaisons donnant des nombres de Qi) ~ Q.
o(gh) = g% et x(gh) =p'*;
o(g%/p") = 33/3" ot w(a°/a') = '7/p .
Donc 34 et 3'4 sont conjugués dans Q(i) , ainsi que gB/g' et 3'3/3 .

(e) Les nombres 8 , 52 , 53 y By 8’2 ’ 8'3 ) 52 % 5'2 R B/ﬁ' , B'/p ne sont

pas dans ‘g(i) .

3. Puissance 4-isme (91 , 1)4 de la résolvante B .

(a) Le nombre 53/5' est dans 'g(i) , (82 (4)). Posons BB = Ap' , et appliquons

le K-automorphisme T . On obtient :
8 .
8 = 27.r(h) .

Mais 58 = (54)2 est le carré d'un nombre de gﬂi) , et ‘Q(i) est principal.

Tout facteur premier de \ , rationnel, ou dans Q(i) , figure & une puissance

paire dans kB.T(k) . On trouve XB.T(k) =& r'4(s' + it')6 (st - it’)2 et

34 =4 g r'2(s' + it')3 (s' - it') , rt ,s' et t' rationnels .

En remarquant que ¢ est une unité de g(i) et que i se met sous la forme
i= Q%)z (1 + i)3 (1 - i) , nous prenons 84 sous la forme
34 = r°(s + it)3 (s -it) , r, s , t rationnels.
Alors 5‘4 = r2(s - it)3 (s + it) , et

A =r(s + it)2 .

]
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Or RZ =+ r(s + it) Vsz + t2 n'est pas dans ‘g(i) ; ce qui entraine la proprié-

p 2 P
té "s2 + t° non carré dans Q ",

(b) valeurs de pp' , 6%+ g2 et 8 £ B!

De 1'identité (BB')4 = 54 3'4 , on déduit :
BR' = % r(s® + t2)
Des identités (32 £ 3'2)2 = 54 + 5'4 + 2 525'2 , on déduit :

52 + 3‘2 =+ 2rs«/52 + 42 et 52 - 3'2 =+ 2irtws2 + 2

Des identités (p + B')Z = 32 + 5'2 + 26p' , on déduit :

/ T
B +B'= i'JZr(SZ + t2 E Jsz + t2 )

et

B-p'==2i \/Zr(s2 +t7 1 s W8+ t9)

4. Les 2 formes de 1'élément Erimitif 61 .

(a) 61 et ses conjugués permettent de calculer les résultantes de 6, .

1
Réciproquement les résolvantes de 61 permettent de calculer les Bu ; on a :
40, =m+ o+ B+ B' 3 46, =m - o - ip +ig' ;
4eg=m+a-p-p' et 48, =m-o+ig-ip' .

(b) Gréce au §2 (c), nous calculons la rés~lvante o :
o=z 2a'rs'Js2 + t2 , a' rationnel .
(¢) La somme B +p' , dans 481 , se calcule soit avec §3(a) ou §3(b).
Avec B = ngh, nous obtenons la premiére forme de 81 et de ses conjugués :
:"’é’ D)

46, =mx 2a'rs Vs + £2 4 ¢ QJ} (s + 1t)3(s - it) + 1(¢) %Jr (s - 1t)3(s + it) .

Les 4 conjugués de 61 s'obtiennent en prenant le signe de o et la valeur de

1'unité ¢ conformes aux formules (§4(a)) ; soit & =21 pour +ao et e =+ i

pour - o

/ ;D
Avec B + g' = i-VZr(sz + t2 + s Vsz + t2) , nous obtenons la deuxidme forme de

6, et de ses conjugués :

1

491 =m+ 2a'rs Vs J;r(s + t° + S’JS + t )

Leé quatre conjugués de 91 s'obtiennent en prenant les signes de s J%Z + t2
et du grand radical. L'équivalcence des 2 forres de el sc virifie par le calcul.
(d) I1 faut s'assurer que K est effectivement un corps cyclique de degré 4 .
La propriété "s2 + t2 non carré dans Q" entrafne que QQ/— + t2) est un sous-~
corps quadratique de X .

Or les nombres B + B' ne sont pas dans le sous-corps & la seule condition

“32 + t2 non carré dans Q ".Donc K est un corps cyclique de degré 4 .
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(e) Soient a et b deux entiers rationnels premiers entre eux, ¢ un entier
sans facteur carré, et a" et r' deux rationnels tels que :

s=a%ma, t=a"m, a2 + b2 =p et 2r = r'gc .

Alors B + g' =+ r'a" Je(p + a./p) .
Posons @, =we(p + avp) et 9, = Je(p - ap) .

- . - +
Nous obtenons la forme e1 m1 + map + m3 wl y o, rationnels, B 2m3(cp1 1¢2)

et g'= 2m3(cp1 - iwz) .

5. Propriétés de ?y et Py
(a) Les relations b¢2 = @1(J5“— a) s @f = c(p + aAJB) et ¢§ = c(p - ai/g)
montrent 1'égalité 'Q(wl) =4%(¢2) .

1 [
- N ) = - - bte-
Avec 91 = ml + m2 P + m3 ) et @1 3(91 m1 m2 p) , m3 4 0 , nous obte

nons 1'égalité .%(¢1) =K .
Donc ?y et @, sont éléments primitifs de K .

(b) Les transformés de J;ﬂ, ®y et %, par o proviennent des transformés des
résolvantes de 61 et des relations liant VE', wl et m2 4 ces résolvantes.
Ainsi "o = méJE— et ola) =~-a " donne " G(VED = -'JE.".

1 i . .
" = 1 — = -t = - at) = 1t n
: m3 % o, wl = mv(B + B ) ) wz n (B 8 ) ’ U(B) 15 et O(b ) lB

n - = - ",
donne c(wl) =9, et O(mz) ?
D'ou les résolvantes de o) ¢
<¢1 y 1) = <¢1 , = 1) =0C 3
(g » 1) = 2@, +ie,) 3
@y » = 1) =200 , -iv,) .

Réciproquement, ces résolvantes déterminent de fagon unique o et P, - De plus,

nous avons
(o 1)2 = ge(a + ibWp , et (@ » i>4 = 64c°(a + ib)B(a - ib) .

(¢) Ainsi, tout nombre x de K peut se mettre sous forme de polyndme en wl ’
4 coefficients rationnels, de facon unique :
xeK: x=d. +d @ +d. 9 + ..o +d o0, d €q.
0 171 2 "1 n u -~
En remplacant les puissances de ¥, par leurs valeurs, nous obtenons la forme
équivalente :

X =nm +m2'\/;+m3cp + m, &

1 m e‘% .

1 4 727 u
(d) Réciproquement, soient trois entiers rationnels a , b et c¢ , et trois ra-
tionnels m1 , m2 et m3 # 0, c¢ sans facteur carré, a et b premiers entre

eux, p = 2 + b°> non carré. Les nombres ~D , W, 1 0,

ne sont pas rationnels. 91 vérifie une équation & une inconnue du 4e degré, a

et 61 = m1 + méJ54+ m3 ¢1
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coefficients rationnels :

4 3 2 2 2.2 3 2 2 2
X7 = 4m X7+ 2(3m1 pmy - cme)X 4X(m1 pm, m, - cpm; m3 + acpm, m3)

2 2 212 2¢2
+ (m1 + pog - 0pm3) - o(2n, m, - acm3) =0 .

Les autres racines sont 62 = m1 - mé/g + m3 mz ’ 03 = m1 + m2 P - m3 @1 et

64 =m - méJE =03 @, . I1 existe un automorphisme de ’g(el) qui permute ces qua-

tre racines, et par suite, engendre un groupe cyclique d'ordre 4 . Il en résulte

1'égalité des corps conjugués 'Q(eu) .

Les nombres VE;, %y et @, sont des combinaisons linéaires des Gu ; d'ou

1'égalité :

Qo) = ale)) .

1

Nous avons obtenu un premier résultat :

PROPOSITION 1. - Toute extension cyclique K de Q de degré 4 est caractéri-

sée par les propriétés suivantes :

(a) X ne contient pas 1

(b) K possdde un élément primitif @, =Ne(p + anp) , ¢ entier sans facteur

. 2 2 ‘ .
carré, p=a + Db non carré, a et b entiers premiers entre eux ;

(c) un générateur du groupe de Galois de K transforme JE' en - JS', [

1= %2
et w, en - @ ;

(d) 1la résolvante (¢1 , i) , son carré et son cube ne sont pas dans (i) ;

(wl , 1}4 = 6402(a + ib)j(a - ib) est un nombre de ‘%(i) , non puissanc> 4-iéme

exacte.

6. Corps cycliques égaux.

Pour reconnaltre deux corps cycliques K et XK' égaux, nous comparons un élé-
10 de K & un autre, 8! , de X' ; si ei est fonction ration-
nelle de el et de ses conjugués, alors K = K' . Sinon nous disposons de la pro-

position suivante :

ment primitif , 6

PROPOSITION 2. - Soient X et K' deux corps cycliques de degré 4 , d'éléments
primitifs respectifs ® =+c(p + a~D) et @i =+e'(p' + a' /p') . Les propriétés

suivantes sont équivalentes :

(1) les corps K et K' sont égaux ;

(ii) 1'un des nombres (gi , i)/(cp1 , + i) , rapports des résolvantes de ol et

de ml , est dans ‘g(i) .

La preuve de (i) entratne (ii). - Soit X = K! ; alors K et XK' ont méme sous-

corps quadratique Q(Vp') = QWp) , soit p' = pm2 , m rationnel. Notons o 1le

générateur du groupe de Galois de K tel que o(wl) = ¢, et o(wz) = - ¢1 s alors
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oo, », 1)) == i, , i) et ol , - 1) =ile, , - 1) .

Or wi , générateur de K' , est un nombre de K ; donc o agit sur wi 3

o(wi) =+ Wé , ce qui entraine :

. = i(mi , i) si o(mi)
0(<Wi ’ 1)) = !
b iey 5 1) si ole)) = - o) .

mé ’

L'un des rapports (wi , i)/(cp1 y £ 1) est invariant par o , tandis que 1l'autre
est transformé en son opposé. Mais, d'aprés §2(a), le nombre invariant par o est
dans Q(i) .

La preuve de (ii) entratne (i). - Soient K et K' tels que

@) s 1) = (x+iy)e, , 1), x+iyeQ(i).

Cette relation s'éerit :

]

' o | , - 3 .
@1 + 1@2 (Xc;1 yme) + 1(X¢2 + y@l)
Sa conjuguée par T est :
! - i 1 = < - ] - ] \ .
o] = io} = (xo, - yo,) - i(xo, + yo, )
t A | - N - : 13 : - '
D'ou 9 = x¢1 ye, et Wy = X9, + yml , soit 1'inclusion K K

Avec x + iy # 0 , nous calculons @y et 9,

= _}” — t ! = ___l___ - !
X +vy X" +y

soit 1lt'inclusion K < K' . Por suite, nous obtenons 1'égalité X = K' .

Remarquons que les nombres ¢1 = Vc(p + a,ppi et ¢1 =/Jc(p + D ;p5 , dont les

rapports (¢i , i)/(gp1 , £ i) ne sont pas dans ‘g(i) , engendrent deux corps cy-

cliques de degré 4 différents.

Exemple : @y ='J3(61 + 5 VET) ’ @i =6(61 + 6 VB1) et ¢¥ =+15(1525 + W1525)
engendrent le méme corps cyclique de degré 4 .

7. Forme réduite de )

Le critdre d'égalité de deux corps cycliques de degré 4 montre qu'il existe des
éléments prinitifs de formes distinctes ; on définit parmi elles une privilégide,
dite de forme réduite, dont les éléments a , b , ¢ et p vérifient la proposi-

tion suivante :

PROPOSITION 3. - Dans tout corps cyclique de degré 4 , il existe un couple uni-
que d'éléments primitifs v, = Ne(p + avp) ot w, ='/E(5m:—;77§§

. . . 2
sont des entiers rationnels, a e¢t b premiers entre eux, a + b = p sans fac-

ou a, b .etec

-

teur carré, c¢ impair sans facteur carré et premier & p .

Les résolvantes (@1 , £ 1) sont nulles.

Les résolvantes (@1 , £ i) , leurs carrés et leurs cubes ne sont pas dans Q(i) .
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Leurs puissances 4-iémes sont des nombres de Q(i) , non puissances 4-iémes

exactes.

Preuve de a , b et c entiers rationnels. - Soit mi ='/é'(p' +a'vp') un

générateur de K .

Soit d 1le plus petit dénominateur commun & c' , b' et a' ; alors a' = a/d ,

b' = b/d et c! =c"a , avec a , b, c" et d entiers rationnels.

Ona o =-JE,Jc"d(p + a ~vp) . Les nombres ®) et @ = Ne(p + a~p) , c=c",

ayant un quotient rationnel, engendrent le m&me corps K .

Preuve de p = a2 + b2 sans facteur carré. - Soit wi =‘Jc'(p' + a' Vp') avec
2

p' = (a2 + b2)(m2 + n2)2 = (a' + ib')(a' - ib') (Le cas p' = m2(a2 + b°) entrat-

ne wi =n+e'(p+an~p), p= a° + b2 ).

La puissance 4-iéme de la résolvante (¢i , 1) est :

(@] » 1Y = 64c1%(a’ + ib‘)B(a' - ib') = 64c'%(n® + n°)%(a + ib)3(a - ib)(m + in)%
D'aprés la proposition 2, nous pouvons remplacer wi par @, tel que
<¢Pi ’ i)/(‘Pl , 1) € ’%(1) ’

ce qui permet d'éliminer les facteurs & la puissance 4 dans (¢i y 1)4 . On en
déduit (yp, , i)4 = 6402(a + ib)3 (a = ib) , en posant c'(m2 +1n°) =c et

¢, =ve(p + avp) .

Preuve de ¢ entier impair et sans facteur carré. - Soit ¢i avec a' , b' , c!

entiers et p' sans facteur carré.

(a) Quand c¢' a un facteur carré, c' = cd2 , alors

o) = d Ne(p' + a' ¥p') = do, ;
nous pouvons remplacer ¢i par o, , puisque leur quotient est rationnel.

(b) Quand c' est pair, c' = 2¢ , la puissance 4-iéme de la résolvante (¢i , i)
est :
@) » D = 64(4c?)(ar + 1v1)7 (ar - 1b1)
Mais - 4 = (1 + i)4 est puissance 4-idme dans ‘g(i) . Par suite :
“(

@] » % = 64e2 1%(ar + ip")2 (a' = ib')(1 £ )4,

Pour faire apparaltre la forme convenable de la puissance 4-iéme de (wl y 1),

. .2 . . Lo
nous écrivons i“(a' + 1b')3 (a' - ib') sous la forme équivalente.

(bt - ia?)? (b + iat) ,

et nous obtenons Py =AJc(p' + b' ~p') , o c¢ est impair et sans facteur carré.

Preuve de ¢ et p premiers entre eux. - Soit wi =AJC'(p' + a! Vp') , avec c!

impair et sans facteur carré, p!'! sans facteur carré mais ayant un facteur commun
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avec c¢' . Alors
p' = a? 452 = (2" + ) (@® + 0% et o = c(m® +n°) .
Exprimons la puissance 4-iéme de la résolvante (¢i , 1) @
@), DF = 64c%(ar + 1517 (a1 - 3N+ i0)° (n - 1) .
Iliminons le facteur (m + in)4 qui est & la puissance 4 :
(¢1 , 1)4 = 64c2[(a" + ib")(m - in)]3 [(a" = ib")(m + in)] .
Posons aMm + b'/n=a , b'm-am=>b et a2 + b2 = p ; nous obtenons :
o, =Vec(p +aw~p) , p=0p",

qui est sous forme réduite.

Preuve de 1l'unicité du couple Py 0 By e - Nous l'obtenons a l'aide de la propo-
sition 2 .

Valeur des résolvantes (wl s £ 1) et (@1 , £ i) . - Le calcul donne :

<‘p1,fh1>=0-
Avec 1'automorphisme o de KX(i) , nous obtenons : o((¢1 , 1)) = = i(cp1 , 1),
ce qui indique que les résolvantes (ml , # 1) , leurs carrés et leurs cubes ne

sont pas dans ‘g(i) et que (@1 , * i>4 sont dans gﬁi) .

Nous avons, plus précisément :

CI i)4 = 64c°(a + ib)3 (a - ib) .
(Texte regu le 30 octobre 1972)
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