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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 15=01
(Théorie des nombres )
14e année, 1972/73, n° 15, 3 p. 26 février 1973

ALGORITHMES D'EUCLIDE DANS CERTAINS CORPS BIQUADRATIQUES

par Jacqueline SAUVAGEOT

Soient X wun corps de nombres, algébrique sur Q , et OK 1'anneau des entiers
de K ; on dit que K admet un algorithme d'Euclide si 1'énoncé suivant est vrai

E€K; ecOp 3 N est la norme de 1l'extension

K/
Ve, de, |NK/g(g -e)|l <1,
On sait quels corps quadratiques sont euclidiens. La question reste ouverte pour
les corps biquadratiques. Elle devrait 8tre bientdt (?) résolue pour ceux d'entre
eux qui sont bicycliques imaginaires, c'est-a-dire pour les extensions K de Q

~

de la forme

QQJal ag , i «/a1 b, i Vaz b)
avec a, , &, et b entiers naturels non nuls, sans facteur carré et deux & deux

premiers entre eux.

En effet, R. B. LAKEIN dans [1] a publié un catalogue de trente corps biquadra-
tiques euclidiens, extensions quadratiques des corps ’gﬂf:—f) ’ QOJ:~§) ou
E§V:-7) , sans se limiter au cas des extensions bicycliques puisé;'il établit une
condition suffisante sur la norme du discriminant relatif. Parmi eux, huit corps

sont bicycliques
Qi 3w3) 5 o ,wB) i QL 3T
g(i'f;r"/g); ’%(iﬁ’iﬁ); ’%(1V§,V§); g(iﬁ, i‘\/-é.); ’Q\.‘(i"/——.v im)ﬂ

II

On peut d'autre part établir qu'un grand nombre de corps K de ce type ne sont

pas euclidiens en mettant en évidence un élément E, de K tel que

Veed , Im,(g,-e)lz1.

La norme, toujours positive puisque le corps K est imaginaire, d'un élément Eg
de K tel que

E =X + y‘Val a, + iz'\/a1 b + it Vaz b, X ,5,2, t€Q

~

peut s'écrire sous une des trois formes équivalentes suivantes :

2 2 2 2\2 2
(1) m(g) = (x° = a, bz" - a a,y" +a, bt )<+ 4a, b(xz - 2, yt)
(I pis) N(g) = (x2 - a, e - a, &, y2 +a bz2)2

(11) wn(e) = bz(x1 zz-g2 t2)2+2a1 b(xz-a, yt)2+2a2 b(xt-a

2
+ da, b(xt - a, yz)
2)2

2.¢r.2
1 vz)“+(x —a; a, ¥ .
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La base du Zrmodule OK dépend, comme dans le cas quadratique, des classes
modulo 4 des entiers a1 8, et b, ce qui améne a distinguer trois catégories
de corps, dans le cas ou a0 8y et b sont tous impairs (le cas ol un des

nombres est pair ne sera pas examiné ici).

]

1°) a, a,=+1 (4) ;3 -a, b=-8a,b=-1 (4) .

172 1 2

Alors les entiers e de K sont de la forme

X + YJ“““al 5, + iZ «/E'l'"%' + iT »\/—3.?5 X

Y (2)
(1) 5 avec

m

z=T (2)

il

N. B. = Ici, comme dans toute la suite, les lettres X , Y , Z , T désigneront

des entiers relatifs.

Soit §, le nombre (1 + ifla;—37/2 ; les nombres (g - e) , avec e € QK , sont
de la forme (1) mais avec X £ Y (2) et Z £ T (2) , un des nombres, XZ - a, YT
ou XT - a, YZ , est impair, et la norme de go - e vaut au moins 4a1 b(%)2 ou
4a., b(%)z (formes I). Pour que K soit euclidien, il faut donc qu'un des deux
nombres, &y b ou a, b , soit inférieur & 4 ., Puisqu'on a a; p=1 (4), 11
faut donc

a1 b=1 ou a2 b=1.

Soit gl le nombre (g +w/a1 a;4+ i Jal b+ 1 '\/a,2 b)/4 , avec g =+ 1 3 les

’

nombres (gl - e) sont de la forme (X + YWJal a, + iZ'~/a1 b + iT Va, b)/4 , avec

X,Y, 2, T tous impairs, et

X2 - a, T =€ - a, (4) .

On peut choisir ¢ £ a, (4) , daton |XZ - a, YT | > 2 . D&s lors, la norme de
(51 - e) ne peut 8tre inférieure & 1 que si la condition suivante est vérifide
(forme I)

24\2
4a, b(Tg) <1 ou a b< 16 .

Méme démonstration pour a, b . M&me condition

&, b < 16 .

Les seuls corps de cette catégorie qui vérifient ces conditions sont Q(i , i #5)

qui est euclidien, et Q(i , i #13) dont je ne sais rien.

20) 8 b=1 (4); a, &, == 1=-a, b (4) .

Les mémes procédés élémentaires permettent d'établir que les seuls corps éventuel-
lement euclidiens de cette famille sont Q(i , i ¥7) et Q(i , i ¥3) qui le sont

en effet, et Q(i , i ¥11) dont on peut montrer qu'il ne 1l'est pas.

S 30) - a1 b=1 - 2, b = al &, (4) .

C'est le cas le plus compliqué, les entiers en effet sont de la forme
+Zi'~/a1 B+Ti«/a26
Z

]

(2) X+7Y Val a2
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zZ =" (2) (et une autre condition sur leur somme).

1

avee X =Y

Soit 50 le nombre (1 + i Val b)/4 3 les nombres go - e sont de la forme (2),

mais avec X = Z'# Y=T (2), et le nombre X7 - a, YT est impair, d'ou la con-

dition (forme I)
4

1\2
4a1 b(Tg) <1 ou a b< 64

on établit également la condition nécessaire

a, b< 64 .
Si, de plus, a est supérieur & 16 , le nombre XT - ay YZ , qui est pair, ne
peut pas &tre nul car si X (ou T ) divise a1 ’ X2 - a1 a, Y2 (ou a1 Z2-a2 T2)
est un multiple impair de a, et vaut au moins 16 , la norme de go - e (formetiﬁ

ne peut &tre inférieure a 1 .

La condition |XT - a YZI > 2 , portée dans la forme (I bis) de la norme donne

1
alors

212
4a, bCTg) <1 ou a,b<16

et, portée dans la forme II, ~h les trois autres carrés sont impairs, elle donne
également la condition
2

" + 2a1 b + 8a2 P +1< 25 ,

I1 reste un assez grand nombre de corps qui vérifient ces conditions, mais pour
8tre euclidiens ils doivent &tre de classe 1 . La question est dés lors presque -

résolue, les seuls survivants de ces éliminatoires sont
Qiv3, 147) 5 Q(iwv3, iv11) 5 Q(i W3, ~E)
dont LAKEIN a montré qu'ils sont euclidiens.
i3, iv19) 5 Q(iv3, V17)
dont j'espére montrer qu'ils le sont.
i V3, 1v13) ,
que je crois non-euclidien et
QUi NT , ¥5)
dont je ne sais rien.

Les mots "j'espere" et "je crois" sont conséquence d'explorations du probléme sur

ordinateurs que j'exposerai... si elles aboutissent.
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