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(Théorie des nombres)
14e année, 1972/73, n° 14, 15 p. 29 janvier 1973

APPLICATION DE LA LOGIQUE
A UN PROBLEME DE DIMENSION DIOPHANTIENNE SUR LES CORPS g,

par Daniel BERTRAND
I. La conjecture d'Artin

Nous rappelons ici quelques résultats de la théorie des dimensions diophantiennes

des corps.

Soient K un corps, i un entier positif ou nul, d un entier supérieur ou
égal & 1 . On dit que K satisfait la propriété Ci(d) (notation : X Ci(d) )
lorsque tout polyn8me homogeéne & coefficients dans K , de degré d , & n > at

variables, a un zéro non trivial dans K .
On dit que X est Ci si K vérifie Ci(d) pour tout 4 > 1 .
Si i<y, Ci(d) entratne Cj(d) , done  C, entratne Cj .
La d-dimension diophantienne de K est 1l'entier
ddd(K) =inf {i | K Ci(d)} ,
et la dimension diophantienne de K est

dd(x) =inf {i | X ci} = sup, ddd(K) .

Exemples.

Si K est ordonnable, dd(K) =+ o ,

si K est algébriquement clos, K est CO ’
si K est C1 , le groupe de Brauer de toute extension finie de K est nul (ecf.

SERRE [11], X, § 7).

THEOREME de Chevalley-Warning. - Si X est un corps fini, toute forme de degré

d ,&8 n>d yvariables, a un zéro non trivial, autrement dit, tout corps fini est

01 .
Si L est une extension transcendante finie de K , le théordme de Tsen et Lang
énonce
da(L) = dd(x) + deg Tr (L/K) .
En particulier, dd(x(T)) = dd(x) + 1 (ef. LaNG [7]).
Le corps des séries formelles sur K vérifie encore

da(x((7))) = ada(x) +1 .
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Démonstration. = K[[T]] étant un anneau de valuation discrdte de corps résiduel
K (pour la valuation définie par v(T) = 1 ), on a (cf. RIBENBOIM [G], XI, h) :

aa(x((r))) = dd(x) + 1 .

Par ailleurs, K , complet, est hensélien. Cr, si Z est un préschéma de type
fini sur un anneau R de valuation discréte hensélien, d'uniformisante T ,

GREENBERG, dans [4], a montré le lemme de Hensel suivant :

Z a un point dans R&>Z a un point dans R/Tv ’ VvelN,

Soit donc f wune forme de K[ [T]] [X1 y eee s xn] , n>dd(k) +1, f définit

une hypersurface projective Z de EP‘I . D'aprés 1'égalité
ad(x(?)) = da(x) + 1,
7 a un point dans X[[T]YT” , ce quotient étant isomorphe & K[T] . Donc 2Z a un

point projectif dans K[[T]], c'est-a-dire, f a un zéro non trivial dans K [T]].
D'ou :
dd(x((1))) < ad(x) + 1 .
Considérons en particulier les corps §? ='Ep((T)) des séries formelles sur les

corps finis _Ep . On obtient, par application des théorémes de Greenberg et de

Or, les corps ‘Ep et les corps p—-adiques gp présentent, excepté leurs carac-
téristiques, des propriétés similaires (nous précisons le sens de cette phrase dans
le § III). Ceci a conduit ARTIN & poser la conjecture : Pour tout entier premier,
Ep € Cz(d) , 7 4d21 (ctest-a-dire : dd(g?) =2 ).

La conjecture a été vérifiée pour d = 2 (HASSE), et pour 4 = 3 (IEWIS). Mais
TERJANIAN a montré, pour d =4 , Q, ¢ 02(4) , d'ol dd(gz) >2,

Le théoréme d'Ax et Kochen énonce que, pour 4 donné, l'ensemble des nombres

premiers p tels que ¢ ¢ (d) est fini.
¢

II. La théorie des ultra=-produits

o~

1. Définitions. - Soit {Fi} une famille d'objets indexée par un ensemble infini
I . Une famille non vide ® de parties de I est appelée un filtre si elle ne

contient pas {ﬁ} , si elle est stable par intersection et extension.
Un filtre ® est dit principal s'il existe une partie R de I telle que

O=(s| Resec1}.

On définit sur les filtres une relation d'ordre par ® < ®!' gi, et seulement si,
Sel=zSe @ .
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DéFINITION 1. = Les ultrafiltres sont les filtres maximaux par cette relation

d'ordre. Ils sont caractérisés par la propriété ensembliste suivante :
¥ se (1), Se&=I-S¢ED .,

Un ultrafiltre définit donc une mesure additive p sur I, si l'on p se, pour
toute partie S de I, u(S) =1¢&s€® .

Si ® est un ultrafiltre principal, il existe un élément j de I tel que :
©={3| jesc1}.

D'aprés le lemme de Zorn, toute partie infinie S de I appartient & un ultra-
filtre. Si S est cofinie (c'est-a-dire si I - S est finie), S appartient a

tous les ultrafiltres non principaux sur I .
DEFINITION 2. - Dans le produit cartésien niGI Fi , considérons la relation
d'équivalence :
_ déf . . . 0
gsre=={i | qi) =r(i)} e

(c'est-a~dire q(i) = r(i) P. P. au sens de la mesure u ), ol q(j) désigne la
projection de q € M F. sur F. . Les classes d'équivalence (notées q* ) forment

1'ultraproduit M Fi/Q de la famille {Fi}iEI par l'ultrafiltre ® sur I .

Si ® est l'ultrafiltre principal engendré par 1'élément j de I , rIFi/Q
est isomorphe & Fj . Nous écarterons dorénavent ce type d'ultraproduit trivial.
2. La catégorie (e) ,

Pour fixer les idées, nous nous plagons dans le cas ou les Fi sont ces objets

de la catégorie (C) suivante :

Les objets de (C) sont les corps valuds possédant une section, c'est-a-dire les
triplets (x , vV, T ou K estun corps, v : K° —9v(K") une valuation, et

m: v(X') =3X° un homomorphisme de groupe, tel que ¥V tev(k"), vin(t)) =t .
Les morphismes de (C) sont les couples
$ = (CP ’ f) H (Kl ’ vl ’ nl) ——§ (K2 ? V2 ? TTZ) ’

ol ¢ est un isomorphisme de corps K -—sz y e8¢ f est un isomorphisme de

1
groupe : VI(K{) —-)v2(Ké) tels que :
Vxek , v,(e(x)) = (v, (x))
i te vl(KI) , e(m (£)) = my(£(t)) .

Un sous-objet (K' , v! ’ ) de (K y V m) est un sous—-corps K! de K,

valué par v' = le » possédant une section mn' = nlv(K") y et tel que

n!(vl(Ki')) c K

PROPOSITION 1. - Soit {F; , v, , ] une famille d'objets de (€) , ® unm

i€t
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ultrafiltre sur I . Alors, M Fi/Q est un objet de (C) .

Démonstration.

(@) N FiﬁD est un corps ¢ c'est un anneau en tant que quotient de 1'anneau
n Fi . Soient alors q* un é1ément non nul de [] FiﬁL y ¢ g un représentant de
¢¥ dans I F, b, S=1{i] q(i) #0}€® . L'é1ément de

oo 1
N Fi Prs= {tm}ie-s ’ {1}i¢s}
définit un élément r* de 1l'ultraproduit tel que r* q* =1, puisque r(i) q(i)=1

Pe. P. En méme temps, on voit que

(T Fi/tD)' =Tl Fi/@ .

(B) M Fi/® est valud : soit Gi = vi(Fi) le groupe des valeurs de (Fi ’ vi) .
Munissons le groupe I GiﬂD , ultraproduit des Gi par 1l'ultrafiltre ® , de la
relation d'ordre :

t* > %255 £(1) > n(i) p. pe

L'application de [l F; dans M Gi» Vi g -%-{vi(q(i))}iEI , définit par pas-
sage au quotient une application v de groupe multiplicatif (ﬂ Fi/Q)' dans
Me,/® . v* est en effet bien définie, puisque si désigne un représentant de

i q

1'unité de I FiﬂD y 1l'ensemble {i I q(i) = 1} , donc aussi 1'ensemble
(@] v,(a(0) = 0)

¥*
appartiennent & ® , et v¥(1¥) =0 dans T GiﬂD o On vérifie que v  est un ho-

momorphisme de groupe tel que :
v(q" + 0*) 2 inf (v*(¢*) , v*a*)) .
N FiﬂD est donc un corps valué, et son groupe de valeurs est |l vi(Fi)/b .

Soit Oi (resp. ?E) 1l'anneau des entiers (resp. le corps résiduel) de F, , et
soient q* un entier de (ﬂ FiﬁD s v*) y q un de ses représentants dans Fi .
De v¥(q¥) 20, on tire vi(q(i)) >0 p. p. Il existe donc r € Il 0, tel que
rt = q* » et cette démarche ne dépend pas du choix de représentant de q . L'anneau
des entiers de [l FiﬂD est ainsi isomorphe & M GiﬂD « On montrerait de m&me que

son corps résiduel est isomorphe a ﬂ'ﬁiﬂD .

(y) TI FiﬂD admet une section : par un raisonnement similaire au précédent, on

voit que l'application P | Gi/ﬁ --b(rIFiﬂD)' , définie par
m(6%) = ({my (£(2)D*,

est bien définie, et est une section du groupe des valeurs de M FiﬁD .

3. Les propositions élémentaires dans la catégorie ()
W\WW\MMMM‘\MW“~

Nous en donnons une définition inductive & partir des termes et des formnles dans
le langage de la catégorie (C) .
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: : Corps : Valuations :
: termes atomiques : 0,1 ,x,y5y: 0 et le terme "o = v(O) "

: termes généraux : X +y, Xy v(x) :
: formules atomiques : X =Yy : s=t, s<t :

Si {Ra(qi)} est une famille de formules, la négation ( ~ R) , la conjonction

finie (R1 A R2) , et par conséquent la disjonction
(R1 Vv R2 , qui est ~'(~1R1 N ~ R2)) ’

le quantificateur existensiel (3 q R(q ’ qi)) et par conséquent le quantificateur
universel (¥ q R(q , qi) , qui est ~3q, ~R(q, qi) » conduisent & de nouvel-

les formules.

DéFINITION 3. = Une proposition élémentaire est une formule dont toutes les va-
riables sont liées (par des quantificateurs). Comme interpréter une formule dans un
objet (K, v , m) signifie simplement substituer & ses variables libres des &1é-
ments de X , on conclut en vertu de la régle du tiers exclu qu'une propriété é1é-

mentaire est, dans K , soit vraie, soit fausse.

Exemple : la propriété K e Ci(d) est une propriété élémentaire.

Démonstration. - Fixons d , et considdérons les formules :

Rn(x1 yeoos xn) {v By reees Bu00) 2 a, x 1 yeees X 0 =0}

. . 1,y0e0,d 1 n
11+. . .+1n—d 1 n

{xl = .. =x = o} ,

Pn(x1 seeey xn)
ol la premiére formule est la donnée d'une forme de degré d & n variables, m(n)

étant le nombre de coefficients ne dépendants que de n (et de d fixé) néces—

saire.

La formule Q = {3§ , ..., gn(Rn(gl y eee gn) /\~Pn(§1 y eee s gn))}
ayant toutes ses variables liées, est une propriété élémentaire.
Qn entraine Qm par m =n .
Kec.(d) , stécrivant qQ . , est donc une propriété élémentaire.
1 rdl]+1
L
La propriété ddd(K) = i est encore élémentaire : elle s'derit
Q. /\(NQ)A..C/\(NQ.).
[a* 1 ! [a*]
Soit (Fi) une famille d'objets de la catégorie (C) .1 Fiﬁﬁ est encore un
objet de (G) d'aprds la proposition 1. Si q* désigne une famille finie d'é1é-
ments de [l FiﬂD , soit q wune famille de leurs représentants dans M Fi . Alors,

on a le résultat suivant.
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THEOREME 1. — Pour toute formule R sur la catégorie (¢) , Tl Fiﬂﬁ vérifie R

interprété en Q*.¢=§ER(q) = {i | Fi vérifie R interprété en q(i)} e ® .

Démontrons l'implication =) par induction sur la compléxité des formules :

(@) Formules atomiques : le théoreéme ne fait que traduire la définition de

1'ultraproduit.

(B) Négation : supposons le théordme vrai pour R, et soit R' =~ R . Si
M FiﬁD vérifie R' en q* , désignons par Eé,(q) le complémentaire de ER,(q)
dans I . Supposons ER,(q) #£0 . ® étant un ultrafiltre, Eﬁ,(q) € ® , Mais
Eﬁa(Q) = ER(q) d'apres la rdgle du tiers exclu, et 1'hypothdse d'induction en-

tratne alors : [l FiﬂD vérifie R en q* » en contradiction avec 1l'hypothdse.

(y) Conjonction finie : supposons le théoréme vrai pour R, et R2 , et soit

1

R=R AR, .Si M7 /0 vérifie B en q P,/0 vérifie R et R, en q

donc, d'aprés l'hypothése d'induction : ER (q) et ER (q) sont des éléments de
2

*

1
® . ® étant un filtre, ER (g) N ER (q) = ER(q) appartient encore & ® .
1 2

(8) Quantificateur existensiel : supposons le théoréme vrai pour R(x , y) , et
soit S 1la formule : 3 x R(x , y) . Soit E° un élément de [ F./0 , o S est

Cos g . #* . #
vérifide lorsqu'on interprdte y en gq° , et soit € un représentant de €  dans

N F; « D'aprés 1'hypothése d'induction :
{i | F, vérifie R(g(i) , y) interprétée en (i)} e ® ,
Or,
i | F, vérifie R(g(i) , y) en q(i)}

c {i | F; vérifie 3 € R(g;, ,y) en q(i)}.

® étant un filtre, ce dernier ensemble, qui s'éerit encore :
{i] F, vérifie S(x , y) interprété en (y = q(i))} ,
est donc encore un élément de ® .
-On démontre 1'implication ¢ par des procédds similaires (cf. KOCHEN [5]).
Une formule élémentaire, étant soit vraie, soit fausse, dans un objet de (C) ,

on en déduit le corollaire suivant :

THEOREME de %0S. - Pour toute formule élémentaire R dans e,

TIFi/Q vérifie Re= {1 | F, vérifis R} €0 .,

PROPOSITION 2. - Soit & un morphisme (Kl ) Vi nl) -4>(K2 » Vs n2) de la
catégorie (C) . Alors, pour toute formule R ,

K1 vérifie R interprétée en <1¢=$K2 vérifie R interprétée en &(q) .
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Démonstration. - Si 6(x cee s xn) est un terme de corps, la définition du

1 14

morphisme & entraine :
Q(e(ql 9 ece qn)) = e(‘?(ql) y cee o <P(qn)) s

ou l'on interpréte e(ql y seos qn) dans K1 et 9(¢(q1) y see g W(qn)) dans

K2 . De méme, si o(t cen tn) est un terme de valuation, alors :

1 ’
£(ela, » voe s q)) = 00k(ay) 5 vee s ¥lay))
ou 1l'interprétation est effectuée dans les groupes de valeurs.

La proposition se démontre alors trivialement par induction sur la complexité des

formules.

COROLLAIRE. - 5i R est une formule élémentaire, et si K1 gﬁ K2 sont isomor-

phes dans (e)y , K, vérifie R "& " K, vérifie R ",

4, Schéma de la démonstration du théoréme d'Ax et Kochen.

Pour tout ultrafiltre non principal ® , sur 1l'ensemble P des nombres premiers,

posons

K1 = ﬂP‘§pﬂD valué par v_ , ayant T pour section,

1 1

K2 = 'P-gpﬂg valuée par Vs ayant ﬂ2 pour section.

§p et -Qp sont des objets de la catégorie (C) , leur groupe de valeurs est 2 ,
leur corps résiduel E% . D'apres la proposition 1, (Kl » Yy ﬂl) et (K2,V2,ﬂ2)
sont des objets de la catégorie (C) , leurs groupes de valeurs sont tous deux iso-
morphes & G = ﬂP‘gﬂD , leurs corps résiduels tous deux isomorphes a k = né'EPﬁD .
Nous démontrerons, dans le § III. 2, qu'il existe un isomorphisme de la catégorie

€), o: K1 =K

La propriété Cz(d) étant élémentaire, et vérifiée par tous les '§P (ef. § 1),

5 ¢

elle 1'est par leur ultraproduit K., en vertu du théoréme de 10s, donc par K

1 2
d'aprés le corollaire de la proposition 2. Par nouvelle application du théoréme de

tos, on déduit :
(%) p | gec,()}=1(a)e0

et ceci pour tout ultrafiltre non principal ® . Soit A(a) 1e complémentaire de
Y(d) dans P . Si a(d) était infini, il existerait un filtre non principal ayant
pour base A(d) et toutes les parties cofinies de P . Désignons par @O un ultra—-

filtre au-dessus de ce filtre. ® étant non principal, devrait contenir Y(d)

0
d'apres (*), en contradiction avec le fait qu'il contient A(d) par construction.
Autrement dit, 1'ensemble A(d) des corps Qp qui ne vérifient pas la propriété

Cz(d) est fini,

Remarque. - On démontre (cf. AX et KOCHEN [ 3], 2, théordme 9) que la fonction

d -2 A(d) est récursive, mais on n'en connait pas d'expression explicite.
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III. Le théoréme d'isomorphisme

1. Quelques propriétés des ultraproduits.

LEMME 1. - Si la famille {Fi} est composée de corps henséliens, || Fi/m est

iel

hensélien,

D'apres le théoréme de 205, il suffit de montrer que la propriété "le corps
(K , v) est hensélien" est élémentaire. Elle s'écrit en effet : si O désigne

1'anncau des entiers de K , et X son corps résiduel,
yP,G¢, He O[X] tels que P=CGH dans K X], #G', H' € OX]

tels que H' et G' sont premiers entre eux, G'=G, H' =H, degG' =deg G,

et P=G'H

(Se donner des polyndmes P , G , H , revient & se donner des éléments de O en
nombre fini, et trouver les polynbmes G' et H' , revient & trouver des éléments
de O, en nombre fini majoré par le degré de P ; la condition de primalité de G!
et H' revient & énoncer l'existence des coefficients, en nombre fini majoré par

les degrés de G' et de H' , des deux polynmes U et V tels que UP'+VG'=l .)

Nous supposerons désormais que I est dénombrable : I =N .

~

LEMME 2 (Ogoadmet 1'hypothése du continu). - Si ot < # Fi L2 0 , alors
$Nrp=2".
i ,
N Nb RO
De # R~ =¢ R=2 ", on tire : #nFi/®$2 .

Posons : I, = {i T"premiers" éléments de I} >~ {1, ..., i} . Par hypothdse, il
existe une application injective de @(Ii) dans Fi , soit . . Considérons 1l'ap-
plication ¢ : @(I) -—;ﬂ'FiﬂD , définie par o(8) = g; , ou gg est la classe de
g8y = (gs(i) = ¢i(S n Ii))ieI » % est injective, car si S et I sont deux par-
ties distinctes de I, S n Ii #Tn Ii sauf pour un nombre fini de i , d'ou

gs(i) # gT(i) p. p. (au sens de 1'ultrafiltre ® ),
* *
et &g # &p + Donc

R,
# 11 Fi/fD >2 7.

LEMME 3. - Si la caractéristique de F. croit vers 1'infini avec i , la carac-~

téristique de 1'ultraproduit Il FiﬂD est nulle.

Soit e 1'unité de Fi . Pour d donné, la proposition élémentaire d.ei # 0

est vraie preque partout, donc dans l'ultraproduit. Ainsi ¢ V 4 , caractéristique

(M Fi/m) >4 .

Remarquons que nous détruisons ainsi 1l'asymétrie existant entre les g@ et les

Ep au sujet de leurs caractéristiques.
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Nous donnons maintenant une propriété générale des ultraproduits dans (¢) (avec
toujours 1l'hypothése : I =N ). Soit A un ordinal limite, c'est-a-dire un ordi-
nal qui n'admet pas de prédécesseur immédiat (i1 s'éerit ¢ A = SUP o O stil
n'est pas ordinal limite, il s'éerit : A =y + 1 ). Notons w 1le premier ordinal

limite de cardinal &O .

DEFINITION 4. - Une famille d'éléments d'un corps valué {ap} , indexée par des
ordinaux, est dite A-pseudo-complate si :
- < - <o <T<NA\,
Bpy | via, -a)<vla -a), Veyspo<o

Alors, v(aT - a ) = inf {v(a )} (puisqu'ils sont tous différents),

p+i+l ap+i

soit v(aT - ap) = v(ap+1 - a )

Posons : v(ap+1 - a ) = yp . yp crott avec p , et llon dit que a est A=
pseudo-limite de {a } si via-a) = Y, . Si a est A-pseudo-limite de {ap} ,
1'ensemble {a + % | v(x) > yp} est 1l'ensemble de toutes les A-pseudo-limites de

a .
(e}

K est dit A-pseudo-complet si toute famille A~pseudo-complete admet au moins
une A-pseudo-limite. K est dit pseudo-complet si cette propriété est réalisée

pour tout ordinal limite A .

PROPOSITION 3. - Si le groupe des valeurs est dénombrable, la w~pseudo-complé-

tude entratne la pseudo-complétude. Les seules familles A-pseudo-complétes sont en

effet alors les familles w-pseudo-complétes.

Remarque. - Si K est pseudo-complet, K est complet (une suite de Cauchy con-
tient une famille w—pseudo-compléte), mais la réciproque n'est vraie que pour les
valuations de rang 1 . D'aprés la proposition 3, il suffit en effet d'étudier les
familles w-pscudo-complétes. Ce sont des suites de Cauchy car la condition de

croissance de yp dans 2 entraine : yp e 2

LEMME 4. - (# I = RO) Tout ultraproduit (M Fi/® ’ v*) est w-pseudo-complet.

Démonstration. - Soit (q;)k<w une famille w-pseudo-compléte : nous pouvons

gupposer que {qk(i)] est w-pseudo-compléte dans Fi pour tout i € I , Posons en
effet

v (1) = vila () = q (1)) 5 8,(1) = vo(1) 5 & (1) = max(, (1) + 1, v, (1)) .

. ' . . 3% % . . _ .
Donc 5k(1) < 5k+1(1) « De Yy < Yierg * OO0 tire ék(l) = Yk(l) Pe Do
Définissons maintenant la suite to(i) = qo(i)

b (1) = (g (1) s v, (a,, (1) = (1)) = 6, (1)

k+1 . . .
tk(l) + wk(l) , sinon

ou wk(l) est un élément de F, tel que vi(wk(i)) = sk(l) .
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Par récurrence, on obtient tk(i) = qk(i) Pes Do, et
vi(tk+1(i) - tk(i) = 6k(i) .
t, est donc un représentant convenable de qi . Considérons alors
f= {ti(i) dens F.},
et soit f¥ sa classe dans [l FiﬂD . On a
Y )Y - Y ) = s Y . .
v (£(1) = £ (1)) = v (5,(1) = £, (1)) = v, (5, (1) - £, (1)) pour 1>k,
{tk(i)]k étant w-pseudo-complet.
Ainsi, vi(f(i) - tk(i)) = vi(tk+1(l)) p. p. pour k fixé, soit
o 3 *) _ % ¥ cY o a¥(s
(- ) = vt (1) - g¥(a)
* 1A . 3%
et f% est w-pseudo-limite de la famille {qk}k<w .

DEFINITION 5. - Une extension immédiate d'un corps valué (E , v) est un corps
valué (7, w) tel que ES—3 7, v(B*) = w(F*) , et E=TF (corps résiduels).
Un corps est dit maximal s'il n'a pas d'extension immédiate. Un sous-corps F d'un
corps K est dit relativement maximal (dans X ) s'il n'a pas d'extension immé-

diate dans X .

Dans le cas d'une valuation de rang 1 , on sait que le complété d'un corps hen-
sélien en est l'extension immédiate maximale. XKAPLANSKY (cf. [5]) a généralisé cet

énoncé sous la forme suivante.

THEORIME 2. - Un corps (B, v) est maximal si, et seulement s'il est pseudo-

complet (dans sa terminologie, E est dit "maximalement complet").

THEOREME 2 bis. - Si la caractéristique de E est nulle, toutes les extensions

immédiates maximales de (E , v) sont E-isomorphes.

2. Le théoréme d'Ax et Kochen.

THEOREME 3. - Soient (K, , v, , n,) et (¥, , v, , m,) deux objets de la caté-

1 2!
gorie (€) , de mlme cardinal Y » €& A un ensemble non vide de morphismes de

sous-objets de (K1 , V. nl) dans des sous-objets de (K2 » Vp » tel que @

5)

1
(1) ¥oeh, Vaek , 3yeh| ¢ dtend ¢ et =edomy,

(ii) V¥ o€ A, ibex,,

(iii) toute chatne I de A , de cardinal inférieur & Y , a une extension com-

1y€Ah | ¢ €tend ¢ et be domy ,

mune dans A .

Alors, (Kl » Vi ﬂl) et (K2 » Vs s n2) sont isomorphes.

Démonstration. - Interprétant +vy comme un ordinal initial, nous pouvons arranger

les éléments de K1 et de K2 en suite (e:«».,n),n<Y et (bﬂ)ﬂ<v . Par induction sur
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¢n € A tels que :

et °ﬂ étend ¢n si ﬂl < ﬂz .
2 1

7 , nous construisons une suite (¢h)ﬂ<Y d'isomorphismes

an € dom wn ’ b,n € im wn

Soient en effet ¢ € A un morphisme arbitraire, et 9, € A une extension de ¢
telle que &g € dom 9 bO € im @ Si Nm=6+1, soit @n une extension de
g telle que za.,n € dom @n ’ b,n € im ¢n « Si M est un ordinal limite, la chafine

{¢6}6<n admet une extension commune dans A en vertu de la condition (iii) puis=

que # 7 <4#vy . L'application § : K -3K, ou § est définic par q;(an)mn(an) ,

est alors un isomorphisme, encore compatible avec les valuations et les sections.
Nous asllons chercher 3 nous ramener aux conditions de ce théoréme. Nous aurons

besoin de trois lemmes.

LEMME 5. - Si (kK , v, m estun objet de (C) , hensélien de caractéristique

0, et si son corps résiduel X est de caractéristique 0, (€, 0, 1) est iso-

morphe & un sous-objet de (K , v, m) .

I1 s'agit 1& d'un théordme classique "d'égale caractéristique™ (cf. SERRE [11],
II, § 4) : X est isomorphe au sous-corps maximal de X , ou la valuation est tri-

viale. Nous identifierons K & ce sous-objet.
DEFINITION 6. ~ Soit G un groupe abélien noté additivement. Un sous-groupe H
de G est dit pur dans G , si G/H est sans torsion. Autrement dit :
VseG, in | nse H=s € H .,

Soit H wun sous-groupe de G . Le plus petit sous-groupe pur dans G , contenant

H , est appelé son enveloppe pure (HlG) dans G . On a :

(#]e) = U H ou H = (s | 3neH, h=ns}.

LEMME 6, - Soient (K , v , m) un objet hensélien de (C) , F un sous-objet de

K contenant son corps résiduel X (alors F=XK). 8i F' est une extension al-

gébrique maximale de F dans XK , v(F') est 1'enveloppe pure de v(F) dans

v(K) . Réciproquement,_gi v(F) est pur dans v(K) et si P est relativement ma-

ximale dans K , F est relativement algébriquement fermé dans K .

Démonstration. = La premidre partie du lemme découle immédiatement de la méthode

du polygone de Newton, qui montre que les éléments de F' ont une valuation du
type "%” ou mev(F), n €N et %-e v(X) . Réciproquement, si x € K est
algébrique sur F , il existe un entier n tel que nv(x) € v(F) , v(F) étant
pur dans v(K) , v(x) e v(F) . Mais alors, le corps F(x) a méme corps résiduel
X que F, et vérifie v(F(x)) = v(F) . C'est une extension immédiate de F .

Celui-ci étant relativement maximal dans K, ona F(x) =F et x €F .,
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LEMME 7. = Dans les hypothéses du lemme 6, supposons de plus F relativement al-

algébriquement fermé dans X . Alors :

- F est hensélien (et sa valuation s'étend donc de facon unique & sa cl8ture

algébrique F* , soit encore v ),

- on a le lemme d'approximation suivant : V o € ., ¥cek ’

iaeP| vic=-a)zvic-0a).

Esquisse de démonstration.

(o) Soit h e F[X] tel que, dans FlX]=HKX], h= h) h, . K étant hensélien,
h s'éerit 84 €5 dans K[X] . Mais les coefficients de g, et g5 sont des po-
lyndmes en les racines de h , donc des éléments de K n F , qui est égal & F ,

car F est relativement algébriquement fermé dans K .

(B) Les corps Fa)/F et K(a)/K admettent une base commune du type

{8y Yj}i=1,...f;j=1,...,e
ou les Bi sont tels que {§;} est base de F(a)/F et les Yj tels que v(yj)
est un systéme de représentants de V(K(a))/v(K) dans v(K) . On obtient alors le
résultat en écrivant c - o dans cette base (cf. RIBENBOIM [87]).

Considérons les objets
(K1 = ﬂ,gpﬂg » Yy nl) et (K2 = ﬂ_gpﬂ@ » Vo s ﬂz)
de la catégorie (C) . Soit ? 1'isomorphisme identité de leur corps résiduel
commun k = I Fp/@ . D'aprés le lemme 1, K1 et K2 sont henséliens. Leurs corps
résiduels en sont donc des sous-objets, en vertu des lemmes 3 et 5. Dorénavant,
nous ne considérerons que des sous-objets de K1 et K, contenant k . Nous som-

2
mes alors dans les hypothdses des lemmes 6 et 7.

K1 et K2 ayant m&me groupe de valeurs G = TIQ/Q , un morphisme de la catégo-
rie (C) se raméne & un isomorphisme de corps compatible avec les valuations et
les sections. Soit alors A 1'ensemble des extensions isomorphes F1 -e>F2 de @
telles que F, (resp. F, ) est un sous-objet (contenant par construction k ) de
K, (resp. X, ) et que v(Fi) = v(Fé) est un sous-groupe pur dénombrable de G .
Comme % € A, N est non vide. Nous allons montrer qu'il satisfait les trois
conditions du théoréme 3.

R

(iii) D'aprés le lemme 2, # K, =#K,=2 O ., Soit T une chatne de A de car—

dinal inférieur & 2 (autrement dit, finie ou dénombrable, en vertu de 1'hypo-
thése du continu). Une union dénombrable de sous—-objets, ayant un groupe de valeurs
dénombrable et pur dans G , est encore un sous-objet de ce type. La condition

(iii) en résulte.

Du fait de la symétrie des donndes K1 et K2 , i1 suffira de vérifier la con~

dition (i) et le théordme d'isomorphisme en résultera.
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PROPOSITION 4. - Soit ¢ un isomorphisme d'un sous-objet E, de (K1 » Vg nl)

dans un sous-objet E2 de (K2 » Vs n2) . Soit J un sous-groupe de G con-

tenant H = Vl(Ei) = V2(Eé) . Alors, il existe une extension isomocrphe

de ¢ telle que vl(Fl) = VZ(FO) =J.

Démonstration. - Posons
Py =B Um () v R= B L (8)}, ;]

{m (6)}6€J étant une partie multiplicative de K, R est un El-espace vectoriel,

engendré par {ﬂl(é)}éeJ .

Soit x € R . x= Z£es fini o £(8) nl(é) , et soient 6, , ..., §_ des repré-

sentants dans des classes de J/H .

x=%_ (s, e ORACEERIE DN ACHES

ou les fi sont des éléments de Ei.
vl(x) 2 inf (vl(ﬂ(éi)) + vl(fi))
Si deux expressions de ce type étaient égales, soit
Xk + vl(fk) ’

on obtiendrait Gj - 6k € H, en contradiction avec le choix des {61} « Donc

33, k| 65+ vl(fj) =6

v(x) = inf (éi + v(fi)) ed .
Ainsi V(Fl) c J . La réciproque est triviale.
Considérons alors l'application VK Fl -_§F2 définie par
s
. ¢ et pour x = ZS £(s) nl(é) ==Zi=1 ﬂl(éi) fi ’

Si elle est bien définie, c'est un isomorphisme de corps compatible avec A et

Il

¥lg

T . Or, si 0 s'écrit, dans X
les {n (s, )}

¥ e F1 —-)F2

Soient alors o : E1 -)Eig un élément de l'ensemble A , et a wun élément de

1 1 1 (6 ) f s les fi sont tous nuls, car
i=1 s sont linédairement 1ndependants dans R . Donc w(O) =
— ,...’

répond donc aux conditions imposées.

K1 - La proposition précédente permet de construire une extension isomorphe de

93 o4y Py —F, telle que v (F7) =v J(F) = v (F (a)®) =7 soit pur dems ¢
et denombrable. Pour cela, on constrult par recurrence une chatne (o )neN de A
telle que Po=Ps Pt Fln ——}FZ étend ?, v (F (a) ) cv (Fl ;1) , et
M (F1n+1') oot pur dans G , en appliquant la prop031tlon 4 & ¢ et J, enve-
loppe pure de v (F (a) ) dans G . Montrons que J, est aussi dénombrable,

Jn 1 est pur et denombrable par hypothdse de récurrence. Si v (F1 (a)° )#v (F ) ’

soit x un élément de v (F (a)) tel que = vl(x) ¢ Vl(lln ) . T etant
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pur, kb d vl(Fln) pour tout entier non nul, d'ou :

(o Y _ -
v (7 (=))=v(F )oZ56 .

Ce groupe est dénombrable en vertu de 1'hypothése de récurrence. La définition de
1'enveloppe pure, comme union dénombrable de sous-groupe, entraine alors que son
enveloppe pure est dénombrable. HMais Fln(a) étant algébrique sur Fln(x) , son
groupe de valeurs est, d'apris le lemme 6, contenu dans cette enveloppe, donc dé-
nombrable. Jn , enveloppe pure de vl(Fln(a)') dans G , est ainsi dénombrable.
Ainsi :

La condition (iii) du théoréme 3 étant réalisée par A , la chalne (@n) admet

une extension commune ¥, :

Fo=U Py = Ui Ton

définie par Wolm =@ - Leur groupe de valeurs (pur et dénombrable) commun est
J=U J_.
n n
Vérifions que vl(Fl(a)') =J . S} x€ Fl(a) y, XE Fln(a) pour un certain n ,

et vl(x) € VI(F1n+1) = Jn cJd .

Soit enfin L1 une extension immédiate de Fl(a) (donc aussi de F1 ) relati-

vement maximale dans K1 9 L2 une extension immédiate de F2 relativement maxi-
male dans K2 .

L1 étant relativement maximale dans K1 hensélien (lemme 1), ayant pour corps
résiduel k et pour groupe de valeurs V(Ll) = v(Fl) =J , pur dans G , est,
d'aprés le lemme 6, relativement a’gébriquement fermé dans K1 . I1 vérifie donc

les conditions du lemme 7. Montrons qu'il est w-pseudo-complet.,

Soit (qk)k< une famille w-pseudo-Cauchy dans L1 . K1 étant w-pseudo-

complet (lemme 4), (qk) sdmet une w-pseudo-limite (q) dans K, . Si un élément

f de L, vérifie v(f - q) > v(f - qk) , ¥k, f est w-pseudo-limite de (qk)

1
dans L1 . Sinon, il existe kc tel qu'on a
() Veel , vie-q)<vlc-q ).
c
Montrons alors que Ll(q) est une extension immédiate de L1 dans K , ce qui
entratne, d'aprd®s la relative maximalité de L1 sy Qq€ L1 .
(oz) k=—L-1; Llquc-K—l'=k=)L1(q5=k.

(B) V(Ll(q)') = v(Li) . I1 suffit de monter V h € Ll[X] , vin(q)) = v(h(qk))
pour k assez grand, ce que l'on raméne au cas de facteurs linéaires X - o dans
la cl8ture algébrique ¥ de L1 . D'aprés le lemme 7, il existe c¢ € L1 tel que,

pour tout b e K v(e = b) 2 v(b - @) . En comparant & (%) v(q - @) < v(e - qk)

1 ?
pour b=g€K , k= kc . Donc :

v(qk - @) = inf (v(qk -c) , viec =~ q) 9 v(q -a)) = v(q -a) .
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L1 étant w-pseudo-complet, et son groupe de valeurs J dénombrable, L1 est
pseudo-complet (proposition 3), donc absolument maximal, en vertu du théoreme 2 de

Kaplansky.

On montrerait de méme que L, est absolument maximal. L, et L, sont deux ex-

2 1 2
tensions maximales de deux corps isomorphes Fl et F2 de caractéristique O .
Elles sont donc Fi-isomorphes (théordme 2 bis). L'isomorphisme ¢ : L1 --bL2

ainsi construit étend ¢ : E1 -+E. a ae K1 y €t appartient & 1l'ensemble A

2
qui vérifie donc la condition (i) du théordme 3.
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