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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 23-01
(Théorie des nombres)
13e amée, 1971/72, n® 23, 3 p. 15 mai 1972

INDEPENDANCE STATISTIQUE D'ENSEMBLES LIES A LA FONCTION
"SCIIME DES CHIFFRES"

par Jean BESINEAU

Dans ce qui suit, nombre entier signifiera toujours élément de N (entiers 3 0) .

Soit g > 2 un entier ; n = Zi—O ek(n) gK 1'écriture de n en base g , les
fonctions e~ prenant leurs valeurs dans 1l'ensemble des chiffres {0,1y000,8=-1} &

Les valeurs ek(n) = e sont les chiffres de n en base g ; ils sont nuls dés

que k > [log n/log g] . Nous écrirons classiquement n = e eR_1 cee By €y -

La "somme des chiffres en base g " est la fonction sg qui & l'entier n asso=-

cie

sg<n> = 2;=o e (n) = Zi:o ®r *

d désignant la densité des ensembles d'entiers, si deux parties A , B de N

vérifient d(A n B) = d(a).a(B) , nous dirons qu'elles sont "indépendantes".

Résultats connus sur la somme dey chiffres. Un probléme de Gel'fond. - Michel

MENDES FRANCE, dans sa thése [ 8], démontre (ue la suite (o sg(n)) est équirépar-

tie modulo 1 si, et seulement si, o« est irrationnel.

Dans [6], A. O. GEL'FOND démontre trois théordmes dont le suivant : si m et ¢
sont deux entiers, m premier & g -1, et Qr (r > 2) 1'ensemble des entiers

" r-free'",

card {n<x; ne 2 sg(n)

W

¢ (mod m)} = Efé%?T +o(=") (A< 1) .

c (mod m)} , ce résultat s'exprime sous la forme :

]

Si 4 =1{n; sg(n)
4 et Q. sont indépendants ; ala r)gr) = d(A).d(gT) .

A la fin de [6 ], GEL'FOND pose le probléme suivant, que nous exprimons ici en

termes d'indépendance : Soient g » & deux entiers 2 2 premiers entre eux,

il

A1 ={n ; sgl(n) c, (mod ml)} , A2 = {n ; sgg(n) = c, (mod mz)} ,

ou c1 ’ 02 ’ ml y I, sont des enticrs avec (ml ’ gl -1) = (m2 » 85 = 1) =1,

Montrer que :

1

ml m2

Certains résultats obtenus. Plan de 1l'exposé. — Le probléme précédent sera, en

d(A1 A AZ) = = d(Al).d(Az) .

particulier, résolu ici. Il apparaltra comme cas particulier d'un théordme d'indé-
pendance (théordme 3) qui contient aussi les trois théordmes établis par GEL'FOND
dans [6].
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Nous emploierons des techniques de fonctions pseudo-aléatoires (p. a.) . Déja
dans sa thése, M. MENDES FRANCH avait utilisé des fonctions p. a. lides & la somme
des chiffres, qui lui avaient permis plus tard [9] de retrouver certains résultats

de GEL'FOND.

Dans le § 1, nous définirons les suites d'entiers & caractére presque périodique
dont nous donnerons quelques exemples. Dans le § 2, on démontre (théortmes 1 et 2)
que certaines fonctions liées & la somme des chiffres sont pseudo-aléatoires ou pé-
riodiques. Dans le § 3 sera démontré un théordme d'indépendance (théordme 3) qui
contient les résultats qui sont ensuite analysés. On termine par un résultat d'équi-

répartition.

Signalons, avant d'entamer cet exposé, le résultat suivant, récemment établi par
H. G. SENGE et E. G. STRAUS : L'ensemble des entiers n vérifiant Sy (n) < et
(n) <B (A , B donnes) est fini, si, et seulement si, 1log gl/log g5 est ir-

ra%10nne1

1. Ensembles d'entiers & carrcteére presque-périodique.

Soit M 1'espace (de Marcinkiewicz-Besicovitch) des fonctions f @ E‘—é‘g de

valeurs absolues bornées en moyenne, ou la B-norme est définie par

€] = 1im supblI ey 1£06)]

(De fait il s'agit seulement d'une semi-norme qui devient une norme dans m/Q ,

ou (I est l'ensemble des f telles que Hf“ =0 ).
On peut démontrer que F est B-complet

La partie C de ¥ , constituée des fonctions caractéristiques des ensembles
d'entiers, x : N =3 {0, 1} ,est un sous-espace B-complet de .

Nous dirons que 1l'ensemble A C,g (ou la suite (strictement croissante) A ) est
4 caractére presque périodique (c. p. p.) si sa fonction caractéristique x est
B-presque périodique (B. p. p.) (c'est-a-dire appartient & la B-adhérence de 1'en-

€ C,

semble des polyn8mes trigonométriques (sommes finies Zax elxn N

A€ R)).

Puisqu'une fonction B. p. p. a une moyenne, une suite c. p. p. a une densité

(moyenne de sa fonction caractéristique).

Exemples d'ensembles c. p. p.

(a) Citons d'abord les progressions arithmétiques et leurs réunions finies, car
leur fonction caractéristique est périodique.

Le fait que sup(x , X' ) inf(x s X! ), 1=x sont B. p. p. si x et ¥
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le sont, montre que la réunion et 1'intersection de deux ensembles c. p. p. , le

complémentaire d'un ensemble c. p. p. sont eux-mémes c. p. p.

(b) Soit a, < a, < ... < a, < ... une suite d'entiers telle que 2 1/an < +»,

Soient A 1'ensemble des multiples des a; An l'ensemble des multiples de
a1 0 By eee 2y X et X les fonctions caractéristiques de A et An

respectivement. On démontre, sans difficultés, que ||x - XnH < ZZ:n+1 1/ak ; donc

lIx - Xn“ ->0 si n ~) o . Par suite, ¥ est B. p. p. puisque X, est périodi-
que. Donc A est c. p. p. , de densité 4(a) = lim d(An) .

. T

Si a, =P,

de A est Qr » l'ensemble des entiers "r-free", qui par suite est c¢. p. p.

(r=>2), ob p_ est le n-idme nombre premier, le complémentaire
n

On peut démontrer qu'un "ensemble de multiples" est c. p. p. si, et seulement si,

il a une densité (ce qui n'est pas toujours le cas (BESICOVITCH)).

(e) Signalons enfin que 1l'ensemble G suivant, utilisé par GEL'FOND, dans son
théoréme III de [6], est c. p. p. : Soient r > 2 y k 21 deux entiers, G est

1l'ensemble des entiers n telsque n, n+1, ..., n +k soient r-free.

Suites d'entiers c. p. p. et suites réelles pseudo-aléatoires. - On peut démon-

trer, que si f : N -> C est pseudo-aléatoire bornée et si @ est B. p. p. , le
produit fp est de moyenne nulle.

Soit (un) une suite p. a. [3], c'est-a-dire telle que chaque fonction

n »=y exp (ZiﬂquI) (q entier > 1) ,
soit p. a. (C'est le cas en particulier des suites qui obéissent au critdre de
VAN DER CORPUT). Si (mk) est unc suite c. p. p. de fonction caractéristique x ,
les fonctions n iy x(n) ex;(2iﬁpﬁgscnt de moyenne nulle. On en déduit, par applica-

tion du critére de Weil, le résultat suivant :

PROPOSITION 1. = Si (un) est une suite p. a. , (mk) une suite d'entiers

C. p. p. de densité > 0 , la sous-suite k +=3 u de (un) est équirépartie mo-
dulo 1 .

2. Des fonctions Eseudo-aléatoires ou Rériodigues lides & la "somme des chiffres™",

Soient « , al y eee av des nombres réels, g , gl y eee gv des nombres

entiers 2 2, f, £, 4 «.. , £ les fonctions définies par f(n) = exp(2imes(n))
fj(n) = exp(?inajsj@DL ou s , s1 9 see g Sv sont les sommes des chiffres en

base g , €1 v vee s 8 respectivement.

THEOREME 1. - La fonction f(n) = e21“as(n) est pseudo-aléatoire si ofg - 1)
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est non entier, périodique dans le cas contraire (et alors de moyenne 1 ou O

suivant que « est entier ou non).

THﬁORﬁME 2. = 51 gl » 850 ere sy B sont deux & deux premiers entre eux, la

Vv
fonction (f1 £, en f\))(n) =ﬂj=1 exp(Ziﬂozjsj(n))-est p. a. si 1'un au moins des

aj(gj - 1) est non entier, périodique dans le cas contraire (et alors de moyenne

1 ou O suivant que oy + 00 + o est entier ou non).

Rappelons qu'une fonction est p. a. si elle a une fonction de corrélation Y
(yf(p) = lim 1/N Zﬁ=1 (k) f(k +p) ) et si Yy est de moyenne quadratique nulle:

M(lyp|?) = Lim, 1/m ZL]_ v ()% =0 .

La démonstration du théoréme 1 est lcnguc ; elle peut se faire & partir d'une re-
lation de récurrence vérifiée par Yp i nous renvoyons alsl.

Montrons comment le théoréme 2 peut &tre établi & partir du théordme 1.

LEMME 1. - Soient g 2> 2 et s la somme des chiffres en base g ; p étant un

entier donné, il existe une partition de N en progressions arithmétiques Pm ’

m 21, dont les raisons sont des puissances de g , et telles que s(k+p)-s(k)=km

reste constant si k décrit Pm .

Le principe de la démonstration de ce lemme se voit bien en prenant le cas simple

p =1 . Ecrivons en effet k = €p oe € €g o Si 0 < ey S 8 - 2

k+1= e oe cl(eO +1) ,

et par suite s(k +1) - s(k) =1 . Donc si k est dans l'une des progressions

€y +g8 , 0<% 5 Lg-2, s(k +1) - s(k) vaut 1 .

On examine le cas ou k s'decrit Cp cev el(g -1) , avec 0 < e

1 €£g-2 etde

facon générale k = G oo eh(g -1) ... (g=-1), 0K ¢, S €- 2 . A ce moment,

k+1=¢e «ole, +1)0 ...0 et s(k+1)-s(k)=1-n(g=~1).Donc si k
est dans 1l'une des progressions eh(g -1) «oo (g = 1)+ gh+1‘§ , (0« ey € 8- 2),

s(k + 1) - s(k) =1 - h(g - 1) est constant.

I1 est facile de voir que 1l'ensemble des progressions mises en évidence constitue

une partition de N , ce qui établit le lemme 1 pour p =1 ,

Si f(n) = exp Cinws(n)) , partant ds la formule
|

N :
ve(p) = limg 1/W 2, FTR) £(k + p) = Lim  1/N 2, exp @ina(s(k+p) - s(k))) .

On peut & partir du lemme 1 établir le lemme 2.
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LEMME 2, - {Pm ;s m> 1} étant la partition définie par le lemme 1, la corré=-

lation de f au point p est donuée par
yf(p) = Zm21 d(Pm) exp @1ﬂahm).

De fagon analogue, si fl(n) = exyp @iﬂalsl(n)), f?(n) = exp(2iﬂa2sz(n)), ou s1

et s, sont les sommes des chiffres en bases g4 et g5 respectivement, a partir

2
de
N
Ye ¢ (p) = limN 1/N Zk:l exp(2iﬂa1(s1(k + p) - sl(k)))exp(Zina2(s2(k + p) - sz(k)))

172
on établit le lemme 3 :

LEMME 3. - Soient {Pm s m2 1}, {Qn : n =1} les partitions correspondant &

p , comme dans le lemme 1, pour 8y et S, respectivement, hm (resp. un) la

valeur constante de sl(k + p) - Sl(k) (resp. sz(k + p) - sz(kﬂ) si k décrit Pm

(resp. Qn) , la corrélation de fl f2 au point p est donnée par

0 d(Pm n Qn) exp (2inoz1>\m) exp (2iﬂoz2u.n) .

Yf f2(p) = Zm,

1

Supposons de plus, que gl;rt g5 sont premiers entre eux. Les raisons de Pm et

Qn » qui sont des puissances de gl et &5 respectivement, sont des nombres pre-
miers entre eux ; donc a(Pm a Qn) = d(Pm)'d(Qn) . Par suite

172
D'ou le lemme suivant.

a,p 4(By).a(Q)) exp(2ina ) )exp Qirerp )= Yfl(p)evfz(p) ‘

LEMME 4. - Si g, 0 & sont premiers entre eux,

'Y = Yo 'Y .
f1f2 11 f2

Démonstration du théoréme 2 pour v = 2 . -~ Tenant compte du fait que

lyflfz(p)l <1,

on peut écrire, en utilisant le lemme 4, si M est la moyenne supérieure

— 2 — 2 - 2 = 2 = 2
(F Ivp o 19 @ ivp o D=0 Ivp Lolve DT <T vy 198 Iyg [©.
12 172 1 2 1 2
(1a dernidre inégalité étant due & 1'inégalité de Cauchy-Schwarr).
Donc, si l'une des fonctions fl , f2 est p. a. , c'est-a~-dire si 1l'un des

nombres al(gl - 1) ’ uz(gz - 1) est non entier, f1 f2 est aussi p. a.

Si al(gl -1) = mo et ozz(g2 —-1) = m, sont entiers, comme on sait que
sl(n) =n (mod (g1 - 1)) et sz(n) =n (mod (g2 - 1)) , on établit aisément

que

(fl fz)(n) = exp (Ziﬂ(ml/g1 ~1)n)exp (2iﬂ(m2/g2 - 1)n)= exp (2i1'r(oz1 + ozz)n)
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qui est périodique de moyenne 1 ou O suivant que al + oy est entier ou non.

Ceci termine la démonstration du théoréme 2 pour v = 2 .

La démonstration du théoréme 2, pour v > 2 , se fait aisément & partir de 1'énon-
cé suivant qui généralise le lemme 4 (et dont la démonstration est immédiate), si
81 1 89 cee s 8 sont deux & deux premiers entre eux

Y a =Y Y o eee oY .
flfz...lv fl f2 fv

3. Résultats d'indégendance et d'éguirégartition.

Soient g1 v Bp 9 cee s gv sy Vv entiers premiers entre eux deux & deux,
c1 poeee 9 C My oy eee , B des entiers tels que (mj y 8. = 1) =1 ’
J=1, 2, eeey VvV, Aj les ensembles {n ; sj(n) = cj (mod mj)}, E un en-
semble C. DP. P.
d \
THEOREME 3. - Les ensembles E , A1 y eee Av sont indépendants :

d(E).d(Al). .d(AV) = d(E)/ml.m

A(En A

1]

ﬂ...ﬂA) eee I
A% Y

1 2

Démonstration. — Le théoréme 2 permet d'affirmer que les fonctions

n —=3 exp @in(kl/ml)sl(n))... exp(2in(kv/mv)sv(n))

sont P. ae. si Os<,k1 Sml -1 9 ese OSk\)SmV -1 ’ (kl gooey k\))# (O,c‘-'r'o)o
Leur produit par la fonction caractéristique x de E (x est B. P. p.) est donc

de moyenne nulle ; d'ou les My Oy eee m = 1 relatiens

N
1/N Zn=1 x(n) exp (21ﬂ(k1/m1)s1(n)) ees EXD (21ﬂ(k\)/mv)sv(n)) -> 0 .
Multipliant ces relations respectivement par :
exp -(21ﬂ(k1/m1)c1)... exp -(21n(kv/mv)cv) ’
cn obtient

1/N Z§=1 x(n) exp(2iﬂ(k1/m1)(sl(n) - cl))... exp(Zin(kv/mv)(sv(n) - cv))-> 0.

by

Comme d'autre part 1/N Zﬁ=1 x(n) - d(E) , on a, en sommant membre & membre les
my My oo M relations obtenues, si X4 est la fonction caractéristique de Aj
et M 1'opérateur moyenne, J

m]_ m2 Ly mv M:(X XA oo XA,) =d(E) y

J
clest-d-dire 4(E n Ay neen Av) = d(E)/m1 m, ee.m .
Faisant dans cette relation E =Y , m =1 pour k # 3 , il vient d(Aj) =‘%—.

Cette derniére affirmation combinée avec le résultat précédent démontre entidrement

le théoréme 3.
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Analyse des résultats.

(2) Une seule base intervient. = Si 1'on fait

i

v=1, g =g, A={n; s(n)=c (mdn)},

ona,si (m, g-1)=1., 1'indépendance :
a(En a) = a(8).a(a) = a(8)/n .

Ce théordme traduit, pour E=aN+b (a>0, b 20 entiers), Q. © (ef.1
(2) (b) (¢)), les théordmes I, II, III de GEL'FOND dans [6].

Si m et g -1 ne sont pas premiers entre eux, certaines des fonctions inter-
venant dans la démonstration du théoréme 3 ne sont pas p. a. ; cependant on peut
aisément évaluer leur moyenne m8me si on les multiplie par la fonction caractéris-
tique de aN + b . On peut obtenir les résultats suivants :

si (a, m, g=1)=1: d((al + b) n &) = d(al + b).d(a) = 1/am ,

si (a, m, g=1)=86>1,

i

si b=c#0 (mods): (aN+Dd)na=¢g,
si b=-c=0 (mods): da((al +1b) n A) = 6.d(al + b).d(a) = 8/an .

(b) Deux ou plusieurs bases interviennent. - BExprimons par excmple le théoréme

dQQZ n A1 n A2) = l/m1 m, C(2) : 1'ensemble des entiers n '"square free", tels

que sgl(n) =c, (mod ml) , sgz(n) =c, (mod m2) avec
(gl' g2)=(m1, 81'1)=(m29 g2-1)=1,

a une densité qui vaut 6/m1 m, e .

Si E=N, v=2, le théordme 3 se traduit par 1l'énoncé suivant : On a
a(a; n ay) =da(a).a(s) si (g, &) =(n , g =1)=(n,, g, -1)=1
C'est la solution du probléme de Gel'fond dont nous avons parlé au début de cet

exposé.

De facon plus générale, si Bl 1 8y 9 ere s 8 sont deux & deux premiers cnire
eux, on peut (en suivant une remarque analogue a celle de la premidre partie du pa-
ragraphe (a) précédent) &tablir que, si (mj , gj -1) = 6j , 1'indépendance

d LN = * LN .
(4,0 veena) =ala) a(a,)
a lieu si, et seulement si, les 63 sont premiers entre eux deux a deux.

En particulier (v = 2) : si (gl ’ g2) = 1 , 1'indépendance

d(A1 n A2) = d(Al).d(A2)

a lieu si, et seulement si, les quatre nombres m1 » 0, gl -1, g5 = 1 sont

premiers entre eux dans leur ensemble.
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(c) Toujours sous la m8me condition, gl v 8o 9 eee gv sont premiers entre
eux deux & deux, on peut, & l'aide de la proposition 1, établir le résultat sui-

vant @

Soit (qn) une suite d'entiers c. p. p. de densité > 0 ; la suite

Z\)
n =3 j=1 Q/jsj(qn)

est dquirépartie modulo 1 si, et seulement si, 1'un au moins des «. est irra-
q ’ ’ ’ j

tionnel.
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