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4
ETUDE DU A{~GROUPE DES CLASSES DES EXTENSIONS CYCLIQUES DE DEGRE’ £

par Georges GRAS

Introduction. - Soit XK/k wune extension cyclique de corps de nombres de degré

premier 4L . On sait, depuis TAKAGI (1920), calculer le nombre a des g-classes
de K (au sens ordinaire) invariantes par Gal(K/k) par la formule (pour £ im-

pair)
h(k) ;L

) (B, P B n NEY)

ou h(k) est le nombre de J-classes (au sens ordinaire) de k, t est le nombre

a

d'idéaux premiers ramifiés dans K/k , et Ek est le groupe des unités de k .

CHEVALLEY ([2], 1933) a géndralisé l'expression de a =u cas cyclique de degré
quelconque, gréce & un théoréme de Herbrand sur les unités. La formule ci-dessus
est valable pour £ = 2 & condition de remplacer la notion de classe au sens or-
dinaire par la notion de classe au sens restreint, et de remplacer Ek par le

+ sy
groupe Ek des unités de k totalement positives.

Un résultat de LEOPOLDT ([7], 1953) montre que lorsque k = Q , le f-rang Rl

du groupe des classes de K vérifie les indgalités
t-15R €(@=-1(t=-1)3

sachant que le A-rang du groupe des classes invariantcs est ici t - 1 , on peut se
demander s'il existe des classcs dfordre £ non invariantes et, plus généralement,
si la structure du Ji-groupe des classes peut se déterminer effectivement. Ce sont

les problémes que nous allons traiter ici.

I. Résultats généraux.

—~ ~~

Soit K/k une extension cyclique de degré premier £ j soient H 1le groupe de
Galois de K/k , et o un générateur de H . On désigne par AK 1'anneau des en-
tiers de K , par EK le groupe des unités de K , par g(K) (resp. SO(K)) le
groupe des idéaux fractionnaires (resp° principaux au sens restreint) de K , et
enfin par %®(K) 1le 4—grovpe des classes au sens restr-int de K . Les quantités

Ak ’ Ek ’ g(k) ’ go(k) et #(k) se définissent de fagon analogue.

Si J est un sous-groupe gquelconque de g(K) s On pose 30 =7 n gO(K) « On note
N 1'application norme de J(K) dans (k) , et on note encore N 1'application
de #(K) dans #(k) qui s’en déduit nar passage aux classes. On pose

\)=1+O‘+on-+0"e_10

On note j 1'homomorphisme extension des idéaux de g(k) dans g(K) ainsi que

1'application de %(k) dans #(K) qui s'en déduit : on rappelle que l'action de



J oM est identique & celle de v «

1. Propriétés élémentaires de ®(K) .

(a) Groupe des classes invariantes. = Soit ®q le scuis—groupe de %(K) . formé

des classes invariantes par H . On ranpelle les résultats suivants.

s\ , A+
THEORBFE I.1. - Soit + le nombre d'iddaux ramifiés dsns K/k e soit ;k le Squs-
groupe de Ek formé des unités totalement positives de k . Alors
t-1

%) | 4
(E; : E; n NK*)

COROLLAIRE I.1. = Lorsque k = Q , Ige,ll =451,

| =

COROLLAIRE I.2e - Lorsque E; = N(E;) ’ E; désignant le groupe des unités tota—

lement positives de K , on peut engendrer Rl par des classes dfidéaux invariants,

donc d'idéaux premiers ramifids dans K/k , ot d’idéaux de k étendus & K o

Ce corollaire rdésulte de la suite exacte

. 0 + ¥ +
1>, —> % —> (Eknm )/N'E‘.K-->1 ,

R? désignant le sous-groupe de Rl formé des classes des idéaux de K invariants
par T e

(b) Filtration associée & %(X) . - Le groupe ®(K) est un L=groupe fini muni

d'une structure de H-module. On pose :

%i = {he ®(x) , h("‘l)i =17 ,
x(n) = {hE Zﬁ(K) 2 h'cn = l} o

PROPOSITION I.1. - On a

(1) ®, CR ot Ry =%,

141 Sis et seulement si, %i = %(K) H

i+1

(ii) les ordres des groupes xi+1ﬁmi décroissent vers 1 g

(n)

(iii) lorsque #(K)Y = {1} s on a, pour tout n >0 , la relation % =:xn(ﬂ~1) .

La démonstration est élégentaire.

On en déduit alors le résultat suivant ¢

PROPOSITION I.2. ~ Soit Rq lo .%rang de %(X) (i. e. la dimension sur r,
-] —_— —— ~

4% 4
de ® (K)/%" (K)) ; alors R, ost égal & la dimension sur B, de Z‘9((1)/3<1(q 1,

Si #V(K) = {1} , alors on a la relation

R q(4-1)-1
4 %= M

i=(gm1) (41

/zail .

) IZﬁi+l
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2+ Démonstration dtun théoréme.

e e et S TV Y

THEOREME I.2. - Soit X un sous-H-module de %(K) , ot soit # 1'ensemble for-
mé des h € ®(X) tels que nl e % 3

(i) % est un sous-H-module de %(K) qui contient x et %l $

(ii) pour tout sous-H-module 7 de gCK) dont 1l'image dans ®(K) est égale &

% et qui est tel que Jn g(K)Oﬁl = go~l sy o0 a la suite exacte de Ek[ﬁj—modules

L -3 1o/ 300 > g ang ()05 n 9o B R, - 1,

ot Jg =3 nJy[&) .

Remarque. - L'existence de tels H-modules J , v8rifiant g n j(K)c~l= jy'l ’

est assurée, ot ceci quecl que soit % .

Démonstrations. - L'assertion (i) est évidente. Etudions la partie (ii).

(a) Définition d'un homomorphisme ¢ de NJ n NgO(K) dans %/%Ml ¢ = Soit
- > 3 3 * .
¢ €NJn Njo(k) 3 i1 existe ﬂb €J et ae K+ tels que o = Nmo = N(QAK) H

1t31déal uo a-l AK , étant de norme Ak , il existe ¥ € J(K) tel que :
. — ‘*vo-—]-
On note w(q) l'image de la classe de ¥ dans %7%%1 . lontrons que ¢(0) ne dé-
. 7’ 3 - CY * .
pend pas des choiz effectués. 5i g = NG} = N(a'AK) y ¥€J, o' ek , alorsil
existe be J et ¢ € JK) tels que :

- . -1
(11) 98 = 9, 7,

e O=1
(iii) a‘AK = aAK ¢ $
au couple (ﬁ'o , @) est associé un idéal ! tel que

: N P T Lt B
(iv) G o= ata U

Les relations ci-dessus conduisent & la relation

qui montre que la classe de 1'idéal Wl b est dans Rl ; coome be g, d eb
#! ont la ntme image dans %7%%1 « On a bien un homomorphisme, et on vérifie qu'il

est surjectif.

(b) Définition de & o = On vérifie que le noyau de ¢ contient (Ng n gb(k))z 5

d'ol 1'homomorphisme ¢ par passage au quotient.
(c) Noyau de © o = Si q € NJ, » @ = N(aAK) avec oh. € J 3 on a alors
e = o (AT ot ola) =1 .

* Lol
Réciproquement, soient ﬁb €J et ace K, tels que MO = aby gt s la classe
*
de U étant dans KK ; il cxiste B e K., 4 €3 et U eg avec cl(ﬁi) € &,
tels que € = ﬁl ﬁi SAK 3 alors
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1 uo---l u,c~1 Bc--l AK .

soit ﬁc-l d°~1 o-1 AY en derivant ﬁ'c -1 sous la forme YAK (on a alors
5 N
Ye K et MGEK)Onamm

-1 o=-1
ady = ¥y BT 7T v,
d'ou
yL a'Bl—GAY=ﬂ Sl

comme ﬂo et El sont dens J , on a

gy Bty g™

b€ do s

dtol

iy st ) = ak,) =

et o est bien un élément de My e

3 Enonce des résultats,

Nous avons en vue une formule explicite donnant la valeur de ’Rﬁ%l généralisant
aingi’ 1l'expression de I%ll (théordnie I.1) (laquelle correspond & % = {1} ).
Pour cela, nous allons chercher & rcmplacer les groupes d'idéaux qui interviennent

dans la suite exacte du théorime précédent par des groupes de nombres convenables.

(a) Préliminaires.

DEFINITION I.l. - Posons IO = NJ n go(k), et considérons la suite exacte

1—eE;-ek:Y-;gO(k) > 1,

A k*
ou k
posse A

3
désigne le sous—groupe de k formé des éldments totalement positifs ; on
1

PROPOSITION I.3. - On_a

Im(k)l [(An /8]
/| = i (I]A/A’ZI )

La démonstration se raméne essentiellement & la ddmonstration de 1'exactitude des

suites ci-dessous
1 - NZ‘O/I’S = (Iyn NZ‘O(K))/IEG) - Rfwn, = 1
(qui n'est autre que celle du théordme I.2),
1 (8 n NK*)/E;Z' ~ (bn /A = (An NK*)/A?G(E; A MK) =1,
1= (A0 /8 = A,/Az > N(hn M) =31,
1> (B 0 /B = 2/8h o B/ ") -1,
1 -;rgo > =gkt s,

13% nk - Tt s,
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“1 —-)A/A —->IO/I -1,

et des isomorphismes suivants :
I LN ' i £
(A n)/N (Ek n NK) (IO n IE}O(K))/IO ,
Nj/Iy ~1% .

(b) Evaluation du terme |(A n K'Y/ A I/WA‘ZJ « = Introduisons maintenant le sym-

bole de Hilbert. Soit [ une racine primitive J{=itme de l'unité, et soient X!
v & K et k le nombre ([ o L'extension

et k' les corps obtenus en adjoignon®
'/k!' est une extension de Kummer, et il existe o€ k' tel que K' = k! (,\Xf)

& est une norme dans 1'extension K/k si, et seulement si, le

Soit ae€ek 3
= 1 pour toute place @ de k' en vertu du théoréme

symbole de Hilbert (o a)OD =
des normes de Hasse et des propriétés du symbole de Hilbert ; les lois de récipro=

alors la forrule du produit ¢

cité globales entratnent
(ef [10], pe 228=229),

Mola  Blp =1, a, pE K!

Dans le cas particulier oi a € k , on peut démontrer le résultat suivant.

PROPOSITION 1.4, = Soit X/k une extension cyclique de degré 4 3 soient

=K(g) et k'=1k(¢) 5 8i o€ k' est tel que K!=k'(%®)

(o ’ a)@= (0’ ? a)pt ’

pour tout iddal P! conjugus de @ dans k'/k .

Remarquee. - Le symbole (o 7 a)@ peut donc se noter par abus (o ’ a)y avec
14

- F oy .

’ . . * ’ N . -
La détermination de (A n NK )/A£ est ramenéea un calcul explicite de symboless

PROPOSITION I.5. = Soit g 1'homouorphisme canonique A -}A/Az s et soit

al) 9 eee q(an) une _I:£~oase de A/A 3 le nombre ]A/AJ&]/I(AO NK* /AZI est
par

est le rang du systdme lindaire homogenc défini sur Fﬂ,

(
gal 3 ,(?,r y OU T
les 5 équations :

n =
Hz(cz,ai)p =1,

pour tout idéal p ramifié dans K/k .

En outre, on a les relations
OLSr<t=-1 pour t>1,et r=0 si t=0.

On peut alors rassembler les résultats obtenus dans le théordme suivant.

et si aek, on a

Vi \
THEOREME I3, - Soit % wun sous-H-modulc de Jﬁ(K) ; s0it J un sous-H-module de

J(K) dont l'inage dans %(K) est dgale & X o -1,
-1 B
A=Y (1 n go(k)) le groupe de nombres associé & J , ot soit q(al),...,q(an)

[
8y € A, une base de NK $ alors

et tel que J n J(x)7~ gl $ soit

2
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?

) - L gmir

ot t >0 est lc nombre d'idéaux ramifiés dans K/k , et b r<t =1 est le

rang du systdme linéaire sur Ef, H

X,
ﬂ’il_l(a , ai)pl =1, pour tout n remifié dans K/k .

II. Conséquenccs des résultats obtonus,

le Cas du corps des rationnels.

Si k =Q, l'expression do [R/%| est alors [R/%| = Piatat

Considérons alors X = J\’,l ; comme E'(; = {1} , il résulte du corollaire I.2 que

Jﬁl est engendré par les classes des idéaux premiers ramifidés dans K/_g s si

P, s +ee 5 D, sont ces nombres premiers, on peut prendre (relativement 3 % = 3@1 )
le groupe, engendré par D, 5 ees 5 by 5 A= (P 9 soey pt)
classes d'ordre { , non invariantes par H , est équivalente

I?E'I/Jﬁll >1, soit t - 1>r . (cf. résultats numériques pour £ = 3 dans [3].)

$ ll'existence de
a la relation

2. Exemple de structure de %(K) .

Le résultat suivant se démontre sans difficultds.

PROPOSITION II.l. - Soit n le plus grand entier tel que ® o= R(K) 3 on pese
n=alZ=1)+0o sy 220, 0<b< 4 =1, 0n suppose que les quotients 3€i+1/}€i'
sont d'ordre 4 pour 0 <i <n ., Alors :

(1) s Ry = {1}, %(X) st isomorphe & (z/2™ 2)® (z/2° 7)1

(ii) si %?K) # {1} , ®(K) est isomorphe & 1'un des trois groupes suivants

(5/35)2 3 (E/ﬂz 2) x (_\Z_/;ZE)A avec A< 4 =13 (z/6%! E)b x (.Z./ﬂ'a z)ﬁ-l—b .

On peut donc appliquer cette proposition dans les trois cas suivents 3
(1) )] =1, /g0 x| =672 (1202 ;

(11) W =2, |8/@& 0 m)] =" (551

(1i1) R(k)] =£% ot t =0 .

Si k= _9_, s et si 4 est impair, il ne subsiste que le cas (1) avec t = 2 .

Remarque. - Le cas (iii) a été cité par KISILEVSKY ([6]) sous des hypothdses trés
particuliéres,

3. Comparaison des 4~rangs de ’g(,\ﬁi) et _de g(ﬂ/-— m) [3].

Soit m wun entier sans facteurs carrés. Posons K = Q(/) et K! = Q(/~m) y &b

réservons la notation ' pour toute quantité qui concerne le corps K'.

Soient P9 see ¢ D, les nombres premiers inpairs ramifids dans K/Q (ils se
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ranifient aussi dans K'/Q ). Si 2 ne divise pas m , il est nécessairement ra-
mifié dans K ou dans K' (et dans 1'un des deux sesulement), sinon il est ramifié

dans les deux corpss

t=-1 1

et |u1] = 2%

par les classes des idéaux premiers ramifiés. Les groupes A et A' associds se-

On aura l%ll = 2 » les groupes %l et x; étant engendrés

ront donc
A= P,y eee pt*> y A' = (pl y oeo o pt* y 2) ou vice-versa
lorsque m est impair,
A=A = (p1 g soo 9 D . 9 2) lorsque 2 divise m .
&

On forme alors les matrices A et A' des systémes lindaires associds au groupe
A et A' 3 la proposition I.2 remdne la comparaison des 4~rangs R2 et Ré de
K et K' 34 la comparaison des rangs r et r' de A et A' : en effet, on a la

. ] - R! — - ! ! -
relation R2 R2 =1t t'+r T .

Une étude directe des matrices A et A' conduit au résultat suivant (obtenu

dans [3] per d'autres méthodes).

PROPOSITION IT.2. - Soit m un entier sans facteurs carrés, ave¢ m = 1 mod 4

Si 2 ne divise pas m et m/2 = 1 mod 4 sinon. Les 4-rangs R, et R! de

2 2
Egvﬁ) et Q(/~m) différent d'une unité au plms. De fagon plds précise @
< !
R2 < R2 < R2 + 1 pour m >0 ,
?
R2 1< R2 S R2 pour m <0

III. Méthodes effectives. Résultats numériqucs.

o -

le Constructicn des extensions cycliques de degré £ de Qe

La théorie de Galois permet de caractériser les extensions cycliques de degré 4
d'un corps k dans le cadre de la théorie de Kummer appliquée au corps k! = k(g) .

S

Soit G = Gal(k'/k) 3 81 s est un générateur de G , on pose C ;X sy OU y est

. o * A - #*, %
un entier défini modulo . ; on note %  1'ensemble des éléments @ de k! k! %

. 2 . . -S -/ 3 * *
qui vérifient o =% 3 % est un sous-f,~espace de k! /x? % .

*
Associons & K/k (cyclique de degré 4 ) un nombre o € k' tel que
_ £
K' =k(¢) =x'(Jm) ;
p o, . . . )
K/k est déterminde par l'inmage de « dans 1l'espace projectif P(k’ /k' ) e On est

alors conduit au résultat suivante.

3,
PROPOSITION IIT.1. - L'application qui associe & K/k wun point de P(k* /k! E)
est une bijection de 1'ensemble des extensions cycliques de degré £ de k sur
= — =
P(X") .
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Supposons maintenant k = Q , posons Q= Q(go) et @ = (1= go) idéal pre=
mier au-dessus de 4 dans Q'.. Etant donne K/Q cyclique de degré 4 ot «a € Q'
choisi congru & 1 mcdulo @ et définissant K!' = Q'/ﬁ&) , on note Py s eev s Py
les nombres premiers ramlfl s dans K/g ety pour tout i, 1 <1<t , on fait

choix d'un idéal premier @i de Q' au-dessus de D; e On construit un t-uple
t ~

/)
ALY

(V1 g ees 3 V ) € de la maniére suivante @

v, = vFi(a) modulo £ si @ # @O y
_a -1 . -
v, =TT go modulo @0 si @i = @O .

Soit V 1le quotient de
{(vl,...,v)e z, v; # 0 pour tout i, 1<i<t},

par la relation d'équivalence définissant 1'espace projectif ‘BQEZ) s on est alors

hY

conduit & énoncer la proposition suivante.

PROPOSITION III.2. = Btant donné un choix des iddaux @ et de la racine primi-

t
tive A=iéme de 1'unité Co » L2 construction du t-uple (v1 , ces g V ) € Fz a

partir du nombre o définit une application bijective de P(% ) sur l'ensemble v.

Remarque III.1. - card(X) = (2 = 1)1:‘-1 .

Les notations introduitcs dans ce paragraphe sont valables dans toute la suites

2. Systéme lindaire associéd & A
D e g N Y o R

o~

Soient Py seces Dy les nombres premiers ramifiés dans K/Q 3 si 4 est ramifié,

on posera 4 = Py e

Pour simplifier, nous ferons 1'hypothése suivante 3
% contient xl ;

on peut alors supposer que le groupe J associé contient les idéaux premiers
Pyo eee s Dy ramifiés dans K/g o I1 en résulte alors que le groupe A/Ag associé

& J posséde une base de la forme :

q(al) 9 oce g q(an) avec ai = P.

; pour 114,

et 8 premier & P, e+ D pour tout i >t .

DEFINITION III.1. - Soit @ un idéal premier dans Q' ; on note ne le nombre

de conjugués distincts de ¢ dans Q'[g et on pose, pour a €Q,
[aj@=(pya)@9 (p)=6°n_§, @#@09

[a.]fpo = (¢g » a)go ginon.
Les calculs effectifs de [10] (Prop. 8, pe 217 et Prop. 5, pe 23) pernettent

alors de démontwer le résultat suivant.
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y ¢t soit a€ Q premier & p, ; alors
(C( ) a) = [a]@ ’
jo .

1 1

i

ol (vl y see Vt) est le t-uple défini & partir de o

Remarque IIT.2, = Si p; # 4 4 0na

"Vi (pi-l)/ﬁ’
(a ) modulo @i 9

1t

(o, a)@.

Si p.

=£,Ona
1

v, ((&*71-1)/2)
(o ’ a)z = QO .

Ces relations prenettent un calcul ceffectif des symboles (a ’ a)63 lorsque a

est premier & @

ur siuplifie éderiture :
Posons, pour simplifier 11!

i
On démontre alors, en utilisant notamment la formule du produit, le théoréme sui-

n, =ng [a]l = [a]@i et (o, ai)j = (o ’ ai)@j ¢

vant.

/7 \
THEOREME III.1l. = Soit A un groupc de nombres associé au quotient R % e On

suppose queé A/A@ posséde une base de 12 forme q(pl) 9 oo o q(pt) ’ q(at+l) ’

oo q(an) avec a, premier & P, e+ P, pOUr i >t . Le systéme linéaire
%
T, (0,8) =1, 15554,
s'écrit :

n iji + -kaj
: . ]
My [ay ] Moo Lay ) =1, 1<5<t.

COROLLAIRE. - Lorsque % =¥, , lc systéme associé & A= Py 9 ove s p,) est

rF vjxi ;vixj
i=1 ([pi]:] [PJ]]. ) =1 [ 1< J S t .

a, .
Remerques. = Il suffit de poser [ai]. = golJ

pour avoir les systémes ci-dessus,
J

écrits en notation additive,

Sn _5t _ .
=1 aij vj X, Zk:l ajk v, xj =0, 1<j<gt.

3. Cas particulier ¥ = %l

Dans ce cas, la dimension de %2ﬁK1 est dgale & t = 1-1r, oW r est le rang

du systéme

t
Zi=1 (aij vj X, = aji vy xj) =0, 1<3j<t.

PROPOSITION ITIIe4. = Le rang r est égal & O si, et_seulenent si, P; est con-

gru a une puissancc {=&me modulo pj pour tout i, j, i # j , en remplacant cette
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condition par Py = 1 nodulo zz lorsque Dy = 4 « En outre, lorsque r =0 pour

. =1
K, ona r=0 relativement aux (5 - 1)

extensions ayant méme discriminant

aue K .

Ce résultat provient, d'une part, de la forme du sysiéme et, d'autre part, des

formules explicites pour le calcul des [ai]j , 1#73 (ef. Remarque II1.2).

PROPOSITION III.5s = Lorsgue t =2, 1'ordre du groupe %2 est le néme pour les

4 - 1 extensions K/Q ranifides en Py s Ppoe

Démonstration. = Pour t = 2, le systéme correspondent & ¥ =¥, stécrit :

J: 312 v2 xl + a21 v1 x2 =0
L By Vp X = ay V) Xy =0

et son rang (4gal & O ou 1 ) ne dépend pas du couple (v1 ’ vz) .

Ce résultat devient faux, en géndral, pour t > 2 (cf. contre—exemple donné dans

[4D).

4, Etudec du cas L =3.

Lorsque £ est égal & 3, on a la relation (proposition I.1) R(l) =% d'ou

2 ’
par la proposition I.2, la proposition ci-dessous.

PROPOSITION IIT 6, - Le 3-rang d'unc extension cubique cyclique de Q est donné

par la formule :

ob r est le rang du systime linéaire attaché au groupe A = (P, s oo » Pt> (1.

5. Algorithme.

Etant donnée une extension cyclique de degré £ , K/g , la détermination de X®(X)
est algorithmique. Outre des opérations élémentaires (décomposition d'un idéal en
produit d'idéaux premiers, calcul des symboles de Hilbert, calcul du rang d'un sys-
téme linéaire, ...), l'algorithme se ramdne essentiellenent & la résolution d'équa-

tions du type

ceci n'est pas troodifficile en pratique car on n'impose pas & « d'&tre entier

(lescas £ =2 et % =3 se traitent en géndral sans difficultés).

En résumé : Supposons avoir déterminé “i s on connait donc un sous-H-module gi
de J(K) dont 1'image dans ®(K) est %1 (tel que gin gchlfK)=g§-l) ainsi que le

groupe de nombres ./\i associé. Le systéme linéaire du théoreme III.1 permet de

trouver des élénments a € A,i qui sont normes dans K/Q .

Ayant résolu les équations No = a , correspondant aux solutions indépendantes du



20=-11

systéme, on vtilise 1'homomorphisme ¢ (défini dans le théordme I.2) qui conduit
imaédiatement & la détermination de Ri+l = %; par l'intermédieire d'un groupe
Jie1

Remarque. - Cet algorithme généralise, pour £ = 2 , celui de [87 qui permet

d'atteindre %3 « I1 est & rapprocher de celui de [9], également pour £ = 2 «

Exemple : Corps cubiques de discriminants (7.673) ¢ Corps définis par le poly-

nBme ¢

X3 - 307.673 -X- - 113.7.673 .

Si 9 est une racine de ce polynbéme, les nombres

g o AT+ 6 a—673+56+59'
1~ 3 2~ 3
sont des entiers dont les polyndmes irréductibles sont respectivement

X2 = 13.7 X2 4+ 1707 X =7 et X2 = 673 ¥2 4 166,673 X — 3°.673 .

On a
-1

3 o
oy AK = by et AK = Pg73eP3 et @y AK =P, AK

On peut donc écrire

/ 240y 1=o
y o3 by = pgg3(r3T)

240 o(240) c;z(gq.c)) ot

dy = <P7 * Pe73 0 P39 D3 Ay = (T, 673, 33> .

le rang r2 est alors nul,et
2

. . 3
Ecrivons naintenant que 37 est norme : 3

21.—.3.

3 Z=1(3) = N(p%ﬂj) , soit

BAK = ‘)54-0' (U+l)(0""1)
d'ol 33 = <P7 ’ p673 ’ p%rz 3 ety .§+1 y see) = (P7 9 p673 ’ ?3 y eee) et

= (7, 673, 3) 3 3 n'étent pas reste cubique modulo 7 , il en résulte
ry=1 et |3€4/3c3l = 1.

On en déduit que IR(K)i = 27 et que x(K) est isomorphe a (g/?g) x (ZV}E).

On peut vérifier que le corps défini par le polyndme X3 = 3:Te673 X = T6,7.673

)| = 27 . Nous avons d'ailleurs réeemment démontré que,

a aussi la propriété
pour t = 2, lorsque un corps K est tel que bﬁBAmzl =4 4 alors il en est de

méme pour les 4 = 1 corps de m@me discriminant.

Conclusion [ajoutée 2 la correction des épreuves, le ler déceubre 1972, - La mé-
thode exposée est suffisamment générale pour permettre une &tude systématique des
des problémes de J~classes d!'idéaux dans le cas cyclique de degré £ , et suffisam~
ment explicite pour conduire 3 de nembreuses illustrations numériques (pour des exem-
ples de 1'un et l'autre de ces deux aspects, et aussi peur les démonstrations non
mentionnées ici, se reporter 3 :

GRAS (Georges). - Sur les Ji~classes d'idéaux dans les extensions cycliques rela-
tives de degré premier 4 . - Saint-Martin d'Héres, Université de Grenoble-I,
Institut de Mathématiques pures, 1972 (Thdse Sc. m ath., Grenoble 1972) [multl-
graphide ],



TABLE DS CCRPS CUBIQUAS AVEC UN  3~RANG MAXIMUL 20-12
t

pour = 3 (Rl = 4) et P, s Py s P3 < 1000
3 271 919 67 193 643 151 331 409 349 877 967
3 307 523 67 283 349 151 331 547 367 429 733
3 307 919 73 103 429 151 331 727 379¢ 463 1733
3 523 7157 79 97 327 151 331 877 379 691 937
3 5771 757 79 97 433 157 373 787 397 613 907
3 577 991 79 157 337 157 373 883 397 631 919
3 757 991 79 157 877 157 379 601 7 907 919
3 919 991 79 283 349 157 319 877 433 571 787
7 181 673 79 349 877 157 439 727 457 673 997
7 3371 811 79 433 631 163 313 349 457 877 997
7 673 769 79 631 859 199 733 859 523 673 757
13 421 499 79 673 757 241 3719 877 577 757 991
13 499 853 79 673 769 241 457 829 691 757 907
19 151 691 97 313 463 241 47 87T 727 823 919
19 373 577 103 823 919 877 967 997
31 163 349 103 919 991 271 571 661
31 373 g8l 127 619 643 271 823 919
37 103 991 127 673 757 277 541 757
37 433 729 139 199 661 283 313 349
43 193 409 139 373 769 307 421 499
43 613 643 139 631 661 307 499 523
61 163 313 151 211 367 207 523 739
61 241 877 151 283 691 349 661 877
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