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ÜBER DIE ABSOLUTE GALOISGRUPPE ALGEBRAISCHER ZAHLKÖRPER

von Jürgen NEUKIRCH [Regensburg]

Seminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Theorie des nombres)
13e annee, 1971/72, n° 18, 19 p. 20 mars 1972

Man kann in der Theorie der algebraischen Zahlkörper von zwei fundamentalen Frage-

stellungen sprechen, über die in diesem Aufsatz ein kurzer Bericht gegeben werden

soll. Das erste dieser probleme besteht darin, eine Übersicht über die Erweite-

rungen eines fest zu Grunde gelegten Zahlkörpers k zu gewinnen (wichtigster Fall
k = Q ) ; zu erforschen, wie sich diese Erweiterungen übereinander aufbauen, in

welchen Beziehungen sie zueinander stehen und wie sie sich klassifizieren lassen.

Mit diesem Problemkreis eng verknüpft ist die zweite der gemeinten fundamentalen

Fragestellungen, nämlich die nach den arithmetischen Gesetzmässigkeiten der Er- 
r

weiterungen K über k , und hierbei ist insbesondere die Frage nach dem Zerle-

gungsgesetz der Primideale p von k im Oberkörper K von grundlegender Bedeu-

tung. Beide Fragestellungen lassen sich wie folgt in einer einfachen gruppentheore-
tischen Weise formulieren.

Sei @ = Gk die absolute Galoisgruppe über dem Körper k, y h. die topolo-

gische Galoisgruppe (1) der algebraisch abgeschlossenen Hülle k über k, und

seien entsprechend p = Gk die absoluten Galoisgruppen tiber den p-adischen
’ 

P ,
Komplettierungen k von k, wobei p die einzelnen Primstellen des Körpers k

durchläuft. Bettet man den algebraischen Abschluss k von k in den algebraischen

Abschluss k von k ein, so erhält man durch die Einschränkung der k -Automor-
phismen von kauf k eine Einbettung von @ in @, die bis auf Konjugiert-
heit kanonisch tritt dann als die 

. 

Zerlegungsgruppe (= Standgruppe) einer
Fortsetzung p von p auf k auf. Die algebraischen Erweiterungen K von k

entsprechen nun umkehrbar eindeutig den abgeschlossenen Untergruppen § von @ .

normal in @ , so ist die Galoisgruppe der galoisschen Erweiterung

K)k , und das Bild der Gruppe @ in C~~~ wird eine zur Primstelle p gehörige
Zerlegungsgruppe von K) k . Da das Zerlegungsgesetz der Primstellen p in K

durch diese Zerlegungsgruppen bestimmt wird, ergeben sich somit die

Erste fundamentale Frage : Wie sieht die Struktur der pro-endlichen Gruppe @
aus ?

(1~ C~ ist als projektiver Limes der Galoisgruppen aller endlichen galoisschen
Erweiterungen Kik eine pro-endliche, d.h. kompakte, total diskontinuierliche to-
pologische Gruppe. Homomorphismen solcher Gruppen sind durchweg als stetig, Unter-
gruppen stets als abgeschlossen vorausgesetzt, und es sind Begriffe wie "frei",
"Erzeugende", "Relationen" immer im topologischen Sinne zu verstehen.



Zweite fundamentale Frage : e Wie lässt sich die Lage der Untergruppen @. 
P 

in der

Gruppe 0 beschreiben ?

Von einer erschöpfenden Antwort auf diese beiden Fragen ist man, wie es heute

scheint, noch durch Welten von zu erahnender Weite getrennt. Es ist jedoch klar,

dass das ganze Geheimnis in den inneren Gesetzmässigkeiten des Grundkörpers k

verborgen liegt, so dass es auch das letzte Ziel sein muss, die Struktur von @

und die Lage der @ in @ in einer kanonischen Weise durch Invarianten des Kör-

pers k aufzuklären. Die Struktur der lokalen Galoisgruppen ~~~, wurde erst in

jüngster Zeit von Jakovlev durch Erzeugende und (recht komplizierte) Relationen

aufgedeckt (vgl. JAKOVLEV [23]).

Eine vollständige Antwort auf beide Fragen liegt uns vor, wenn wir uns auf die

Betrachtung der abelschen Erweiterungen beschränken. Dies ist der Inhalt der Klas-

senkörpertheorie. Das Resultat ist einfach zu beschreiben. Sei

die Galoisgruppe der maximalen abelschen Erweiterung von k , bzw. k .

ab , bzw. abp_ , ist offenbar die Faktorkommutatorgruppe von  , bzw. p . Be-

zeichnet nun C. die Idealklassengruppe von k mod ihrer Zusammenhangskomponente

und k*p die multiplikative Gruppe des Körpers k y so lässt sich der Hauptsatz

der Klassenkorpertheorie durch ein kommutatives Diagramm

ausdrücken, wobei ( ,k) , bzw. ( ,k ) , das sogenannte Normrestsymbol bedeutet.
Die Struktur der Galoisgruppe wird also in einer kanonischen Weise durch die

dem Grundkörper k direkt zugeordnete Idealklassengruppe ’5. beschrieben, während

die Einbettung der Zerlegungsgruppen 0 P in (S der Einbettung von in Ck
entspricht. Es darf nicht darüber hinweggesehen werden, dass dies so einfach zu

.formulierende Ergebnis eine tiefliegende Gesetzmässigkeit der abelschen Zahl körper

widerspiegelt, die sich schon in den Gaussschen und Kummerschen Entdeckungen andeu-

tete und erst im Artinschen Reziprozitätsgesetz ihre vollendete, glanzvolle Darstel-

lung fand. In ihm haben sich viele klassische Sätze kristallisiert, von denen wir

hier nur den berühmten Kronecker-Weberschen Satz erwähnen wollen :

SATZ. - Die Erweiterung wird durch alle EinheitswurzeIn erzeugt, und es

ist



wobei Z* die Einheitengruppe des Ringes Z = lim Z/n ist.

Im allgemeinen kann man die Galoisgruppe ab keineswezs in solch expliziter
Weise niederschreiben. Jedoch ist dieses Problem auf eine Untersuchung der dem
Grundkörper k zugeordneten Gruppe Ck zurückgeführt. Und selbst, wenn sich die
Struktur von ab wegen ungenügender Kenntnis der Idealklassengruppe nicht vol-
lends ergibt, so kann man dennoch zu interessanten, allgemeingültigen Resultaten
gelangen. Um dies zu erläutern, sei einmal kurz auf die von K. entwickelte
Theorie der 0393-Erweiterungen eingegangen (vgl. [l9] , [20] , [2l]).
Unter einer r-Erweiterung versteht man eine unendliche galoissche Erweiterung

von k , die eine zur Gruppe Zp der ganzen p-adischen Zahlen isomorphe Galois-
gruppe besitzt, d. h. die sich aus einer Kette zyklischer Erweiterungen vom Grade

n = 1, 2, 3,..., aufbaut. Durch die Untersuchungen von Iwasawa er-
hielten die 0393-Erweiterungen eine bemerkenswerte, die Klassenzahl der Kreiskörper
betreffende Bedeutung. Ist nämlich p eine ungerade Primzahl und 03B6p n 

eine primi-
tive Einheitswurzel, so bilden die Körper k = Q(03B6) eine Kette

~ nD

und eS wird K’ki eine 0393-Erweiterung. Ordnet man nUn jedem Körper kn den

p-primären Teil A, seiner Idealklassengruppe zu unä bildet hinsichtlich der Norm
den projektiven Limes A = p so erhält man auf diese Weise einen kompakten
Modul A über der zu Z isomorphen Galoisgruppe F von K)k . Da F topolo--p 1
gisch durch ein Element x erzeugt wird, kann man A auch als einen Modul über
dem zweidimensionalen regulären lokalen Potenzreihenring Z [(x]] auffassen. Indem

-P
nun IWASAWA die kompakten p-primären Moduln "vom endlichen Typ" über diesem Ring
klassifiziert, ergibt sich insbesondere eine Strukturaussage über den Modul ä .

Weil aber A aus den Idealklassengruppen der Körper k = Q(§ ) aufgebaut ist,n - n
erhält man auf diese Weise eine Aussage über die Klassenzahlen  der Kreiskörper k :
Bedeutet nämlich pen die maximale in der Klassenzahl von k aufgehende p-Po- 

n

tenz, so schreiten äie Exponenten e bei hinreichend hohem n nach dem Gesetzn

fort, mit allein von der Primzahl p abhängigen Konstanten 03BB ,  , 03BD . Dieses
Resultat ist interessant für jeden, der um die Rolle weiss, die der p-Teil der
Klassenzahl des Körpers k1 = in der Zahlentheorie gespielt hat, und über-
raschend für jeden, der weiss, wie selten es gelingt, eine Beziehung zwischen den
Klassenzahlen verschiedener Körper aufzudecken.

Da die Methoden, die zu diesem Ergebnis führen, nicht auf den Grundkörper

k1 = beschränkt sind, stellt sich die Frage nach den möglichen 0393-Erweite-



rungen eines beliebigen Zahlkörpers k , oder, was offenbar das gleiche bedeutet,
nach den zu Zp isomorphen Faktorgruppen der Galoisgmppe ab . Dies ist eine
Strukturfrage über ab , deren Beantwortung sich unsch.wer aus der erwähnten klas-
sgenkörpertheoretischen Beschreibung von ab ergibt:

SATZ (IWASAWA). - Die Anzahl sk unabhängiger 0393-Erweiterungen eines Zahlkörpers
k ist

__

wobei r den "p-adischen Einheitenrang" bedeutet, d, h.
._.._... k ~ p --- ~...._....

mit einem Fundamentalsystem von Einheiten E , ... , ~r und den verschiedenen

Einbettungen T. : k --~ ~ in den algebraischen Abschluss des Körpers Q der,7 P 201420142014201420142014~20142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014201420142014~20142014 ^’p der

p-adischen Zahlen.

Es wird vermutet, dass mit dem üblichen Einheitenrang rk von k über-

einstimmt (die "Leopoldt-Vermutung"). Dies wurde für den Fall der abelschen Erweite-
rungen k von Q und der abelschen Erweiterungen eines beliebigen imaginär-quadra-
tischen Körpers von A. BRUMER bewiesen.

Verlässt man den Bereich der abelschen Erweiterungen, so sieht man sich einer

rauheren Landschaft ausgesetzt. In der Tat fehlt bis heute jeglicher Hinweis, wie

eine natürliche Fortsetzung der Klassenkörpertheorie auf den Fall nicht notwendig
abelscher Zahlkörper aussehen sollte. Dessenungeachtet liegen eine ganze Anzahl von

Resultaten vor, die für sich genommen interessant genug sind, und die gleichzeitig
die komplexe Natur unserer beiden fundamentalen Fragestellungen aufzeigen.

Ein wichtiges Problem ist in diesem Zusammenhang das sogenannte Umkehrproblem der

Galoistheorie. Es handelt sich um die Frage, ob es über dem festen Grundkörper k

eine galoissche Erweiterung K~k gibt, die eine vorgegebene endliche Gruppe G

als Galoisgruppe besitzt. Dies ist wiederum eine die Struktur der absoluten Galois-

gruppe @ = Gk betreffende Frage. Sie lautet i Gibt es zu gegebener endlicher

Gruppe G einen surjektiven Homomorphismus cp : @ ---~ G ?

Durch den Kern eines solchen 03C6 wird nämlich ein Körper K/k mit der Galois-

gruppe G festgelassen. Eine generelle Antwort auf diese Frage liegt
bis heute nicht vor, obwohl man fast der Annahme zuneigen möchte, dass sie bejahend
ausfallen sollte. Man kennt jedenfalls eine Reihe positiver Resultate, von denen

wir die wichtigsten aufzählen wollen.



1° G = n - symmetrische Permutationsgruppe von n Ziffern. Die klassische Me-

thode, um diese Gruppe als Galoisgruppe einer Erweiterung K~k auszuweisen, ist

die folgende. Es seien x1 , ... , xn Unbestimmte, auf denen die Gruppe n in

der natürlichen Weise als Permutationsgruppe wirken wird dann zu einer

Automorphismengruppe des rationalen Funktionenkörpers k(x , ... , xn) . Der Fix-
körper von  ist der Körper ... , 03C3n) der symmetrischen Funktionen,

n 1 n

der durch die elementar-symmetrischen Funktionen 03C31 , ... , Qn erzeugt wird. Man

erhält k(x , ... , xn) auf diese Weise als eine galoissche Erweiterung des rein

transzendenten Körpers k(a , ... , 03C3n) mit der Galoisgruppe n . Die "allge-

meine Gleichung"

mit den Nullstellen x~ , ... , xn ist eine definierende Gleichung für

Ersetzt man nunmehr die Koeffizienten o durch Zahlen a E k , so erhält man

eine Gleichung

deren Nullstellen x , ... , x eine galoissche Erweiterung Klk erzeugen. Indem

man jetzt die Tatsache ausnützt, dass die 03C31 , ... , t u n über k algebraisch

unabhängig sind und den Hilbertschen Irreduzibilitätssatz anwendet, kann man zeigen,

dass die Wahl der "Spezialisierungen" o ... , o in einer solchen Weise ge-

troffen werden kann, dass die Galoisgruppe von K~k die symmetrische Gruppe 6 
n

bleibt.

Mit dieser Methode hatte sich die Hoffnung verbunden, jede Gruppe G als Galois-

gruppe über k darstellen zu können, indem man G auf dem Körper k(x ,..., x )
als transitive Permutationsgruppe der x1 operieren lässt. In der Tat wäre ein

solches Vorgehen ohne weiteres möglich, wenn sich nur zeigen liesse, dass der Fix-

körper von k(x , ... , x ) unter dieser Operation wieder rein transzendent über

k ist. Dieses alte unter dem Namen "Noethersche Vermutung" bekannte Problem wurde

nun kürzlich für den Körper k = Q von SWAN in negativem Sinne beantwortet. Mit

Hilfe von Methoden der algebraischen K-Theorie erhielt SWAN das folgende Resultat

(vgl. SWAN [50]) : ä

SATZ. - Sei G zyklisch von der Ordnung n , und operiere G auf den Unbestimm-

ten x~ , ... , x durch zyklische Vertauschung.

Der Fixkörper von Q(x , ... , x ) unter dieser Aktion ist dann für

n = 47, y 113 , 233 , und einige weitere Primzahlen nicht rein transzendent.

Es mag darauf hingewiesen werden, dass die Noethersche Vermutung gleichwohl offen

bleibt für andere Körper k als dem der rationalen Zahlen und eine positive Antwort



insbesondere bei algebraisch abgeschlossenem Körper k nicht gar so unwahrschein-

lich ist. die dem aber auch sei, die Hoffnung, das Umkehrproblem über dem Körper Q

auf die beschriebene klassische Weise generell zu lösen, ist dem Swanschen Ergebnis

anhe imge fallen.

2° G = ~tn - alternierende Gruppe vom Grade n . Es ist nur für kleine n be-

kannt, dass der Fixkörper von k(xl ’ ..., x ) unter W wieder rein transzen-

dent ist, so dass man auf dem für die Gruppe 6 beschrittenen Weg nicht zum Ziele

kommt. Jedoch hat HILBERT eine Methode angegeben, die auch die Gruppe U n allge-
mein als Galoisgruppe über k ergibt, und die sich folgendermassen darstellt (vgl.
HILBERT [14]). Man betrachte für gerades n die Gleichung

wobei t eine Unbestimmte ist und f(x) ein Polynom vom Grade n mit rationalen

Koeffizienten. Dieses besitze den Faktor x2 und die Ableitung

mit untereinander verschiedenen positiven rationalen Zahlen a~ , ..., a . Man
betrachtet (1) als Gleichung über dem Körper k(t) und berechnet die Diskriminante

sofort zu

wobei die Werte wegen der positiven Ableitung i’ ~x~ , a. ~..-1  x  a , i von
0 und untereinander verschieden sind. Da n gerade ist, ist das Differenzenpro-
dukt

der Wurzeln x , ... , x von (1) ein Element des Körpers k(t) und bleibt somit

unter allen Permutationen der Galoisgruppe invariant. Daher sind diese Permuta-

tionen sämtlich gerade. Zum Nachweis, dass alle geraden Permutationen als Elemente

der Galoisgruppe auftreten, genügt es die Gleichung (1) über dem komplexen Funk-
tionenkörper C(t) zu untersuchen. Betrachtet man aber die durch (1) definierte
Riemannsche Fläche, so erhält man eine in den Punkten t = z - f(a.) verzweigte

Überlagerung der Riemannschen Zahlenkugel. Die Verzweigungsstellen sind so beschaf-
fen, dass jeweils drei der n Blätter der Fläche zusammenfallen. Man schliesst

hieraus, dass die Galoisgruppe der Gleichung (1) über dem Körper C(t) von Dreier-

zykeln erzeugt wird und wegen der Transitivität die volle alternierende Gruppe sein

muss.

Im Falle, dass n ungerade ist, verschafft man sich ein Polynom f(x) , das der

Gleichung



genügt, und ersetzt die Gleichung (1) durch

f(x~ + (t~ - f’(a 1 ~~.x - 0 .

3° G = GL( ~ , = Gruppe aller invertierbaren 2--2-Matrizen über dem Korper

von p Elementen. In einer erst vor kurzem erschienenen Arbeit hat SERRE ein aus

einer Anregung von (vgl. hervorgehendes Theorem bewiesen, das

über den blossen Existenznachweis eines Korpers mit dieser Galoisgruppe weit 

geht, indem es solche Korper in einer kanonischen und gewissermassen expliziten
Weise angibt. Man gehe aus von einer über dem Grundkorper k definierten ellipti-
schen Kurve E’ , die ( im Gegensatz zur sonst üblichen Voraussetzung) keine komplexe
Multiplikation besitzt. Das soll heissen, dass das Gitter C in einer Darstel-

lung E = ~I~ nur die Multiplikation mit ganzen rationalen Zahlen, nicht aber mit

weiteren komplexen Zahlen als Endomorphismen zulasst. Betrachtet man E als kom-

mutative algebraische Gruppe über k, so bildcn die rationlen Punkte über dem

algebraischen Abschluss k von k einen = E( k~ . Der Untermodul

p = (xe Î p.x= 0)

der p-Teilungspunkte ist als abelsche Gruppe vom Typ x ~p , so dass man

durch die .Aktion einen Homomorphismus

~p ~ û -~ Aut(E ) = GL(2, 7 p~P

erhalt. Dieser Homomorphismus legt eine galoissche Erweiterung K ~’~ mit der
P

Galoisgruppe G = c~(~~~ fest, den tôrper, der durch die Koordinaten der
p

p-Teilungspunkte erzeugt wird. Das Serresche Resultat besagt nun u. a., dass G P
für fast alle Primzahlen p die volle Gruppe Aut(E ) .- GL(2, ist (vgl.

p
SERRE ~48~~, und durch die Betrachtung verschiedener elliptischer Kurven ergibt
sich GL( 2 , ~p~ sogar für jede Primzahl pals Galoisgruppe über k .

~J 1/

4° G auflosbar. Ein überaus tiefliegendes Theorem von SAFAREVIC besagt, dass

jede auflosbare Gruppe G als Galoisgruppe über dem Zahlkorper k auftritt (vgl.
SAFAREVIC ~41 ~~ . Der grundlegende Beweisgedanke ist der, dass man den gesuchten
Korper durch eine Kette übereinander abelscher Korper aufbaut. Bei diesem Versuch

stosst man jedoch sehr rasch auf die heftigsten Schwierigkeiten. Hat man namlich

schon eine Erweiterung mit gegebener Galoisgruppe G. konstruiert, so ist
1 1

es i, a. unmoglich, auf K1 eine abelsche Erweiterung aufzubauen, die über

k eine gewünschte Galoisgruppe besitzt. Man wird daher gezwungen, nach

Bedingungen für die Erweiterung zu suchen, die die Existenz eines Korpers
1

Ki+l garantieren. Es zeigt sich, dass man zu solchen Bedingungen zunachst nur dann

gelangen kann, wenn Gi+1 eine zentralo Gruppenerweiterung von Gi ist. Bei

dieser Beschrankung konnen naturlich nur Korper mit nilpotenter Galoisgruppe ent-

stehen. Nimt man diesen Mangel vorübergehend in Kauf, so lasst sich ein System von

Bedingungen über das Zerlegungsverhalten der Primstellen von k in Ki bereitstel-

len, unter denen ein Korper mit der vorgeschriebenen Galoisgruppe Gi+1



gefunden werden kann. Es taucht aber jetzt eine neue Schwierigkeit auf, 
denn da man

nach der Konstruktion von li, einen nächsten Schritt auszuführen hat, muss der

Körper Ki+1 so konstruiert werden, dass auch er diesen Bedingungen genügt. Wie

sich herausstellt, ist dies 1, a, unmöglich. Flan kann aber eine Reihe von "Hinder-

nissen" aufstellen (bei 0160AFAREVI geschieht dies mit Hil,fe der Theorie der höheren

Potenzreste), deren Verschwinden mit der Existenz eines solchen Körpers K. 
11+

gleichbedeutend ist. 0160AFAREVI entwickelt nun einen feinsinnigen gruppentheoreti-

schen prozess, durch den sich das Verschwinden der Hindernisse erzwingen 
lässt. Bei

diesem prozess muss man jedoch die schon konstruierte Erweiterung K.(k wesentlich
i

abändern und zu einer Teilerweiterung Kt i )k übergehen. Durch diese Vorgehensweise

wird die Möglichkeit, den Induktionsbeweis über den Körpergrad zu 
führen zerstört.

Die entscheidende Idee besteht vielmehr darin, dass sich die 
Induktion anstatt des-

sen über die Nilpotenzklasse, d, h, die Länge der absteigenden Zentralreihe 
der be-

treffenden Galoisgruppen vollzieht.

Nachdem man gelernt hat, Körper mit vorgegebener nilpotenter Galoisgruppe 
zu

konstruieren, kann man sich dem allgemeinen auflösbaren Fall zuwenden. 
Man geht da-

bei wieder von einer schon konstruierten Erweiterung Ki|k mit der Galoisgruppe

G i aus und betrachtet den zu einer p-Sylowgruppe H von gehörigen Zwischen-

körper L , k G L  Ki . Um auf Ki einen abelschen Körper Ki+1 aufzubauen, der

die gewünschte Galoisgruppe G, 
1 

besitzt, konstruiert nan eine geeignete, über L
1+

galoissche Erweiterung N £ K. i 3 L in solcher Weise, dass sich der gesuchte Körper

K. 1+1 im Kompositum der zu N über k konjugierten Körper N , N’ , 1,J" , ...

findet. Beschränkt man sich erlaubterweise auf den Fall, dass K. 1+1 iK, 1 und damit

N)K, eine abelsche p-Erweiterung werden soll, so gelingt dieses Vorgehen in der
i

Tat, vorausgesetzt, dass die Erweiterung K.)k wieder ein Sy-stem das Zerlegungsver-

halten der Primstellen betreffender Bedingungen . genügt. Weil man aber auf K. i+1
einen weiteren Körper aufzubauen hat, muss auch der Körper N solche Bedingungen

erfüllen, und nicht nur dies: N muss so konstruiert werden, dass die über k zu

N konjugierten Körper N , iI’ , N" , .., über Ki unabhängig sind und ebenfalls

scharfen arithmetischen Forderungen genügen, wodurch sich die schon im nilpotenten

Fall auftretenden Sch.wierigkeiten multiplizieren. Eine sorgfältige Durchführung

dieses Gedankens führt indessen wieder auf ein System von Hindernissen, das 
erneut

einen gruppentheoretischen Vernichtungsprozess unterworfen werden kann, 
der nun in

ähnlicher Weise wie im nilpotenten Fall zum allgemeinen Ergebnis führt.

In der Aufgabenstellung des Umkehrproblems der Galoistheorie bleibt 
die zweite

unserer fundamentalen Fragen, nämlich die nach dem Zerlegungsgesetz der Primideale,

unberücksichtigt. Man kann sich aber fragen, inwieweit man neben 
der Galoisgruppe

auch das Zerlegungsverhalten der Primstellen vorschreiben darf. In dieser Ri-chtung

hat nan den klassischen Existenzsatz von Grunwald, der besagt, dass 
man bei Vorgabe

Primstellen p von k stets eine globale zyklische Erweiterung Klk vom Grade

[K.k] = existiert, die an den besagten Primstellen p die Erweite-



rungen als Komplettierungen besitzt, es sei denn, man befindet sich in

einem speziellen Fall, der z. B. dann nicht auftritt, wenn die Grade [K unge-

rade sind (vgl. etwa Durch ein systematisches Studium der von 0160AFAREVI
entwickelten Ideen ässt sich dieser Satz unter Verwendung des Dualitätssatzes von

TÄTE und POITOU auf nilpotente Erweiterung verallgemeinern. Sei z. B. k = Q der

Körper der rationalen Zahlen und sei eine beliebige endliche nilpotente Gruppe G

ungerader Ordnung vorgegeben. Sind dann an endlich vielen Stellen p von k nil-

potente Erweiterungen mit in G einbettbaren Galoisgruppen G(K ~k ~
vorgeschrieben, so gibt es stets eine globale Erweiterung die einerseits die

Gruppe G als Galoisgruppe besitzt, andererseits an den endlich vielen Stellen p
die Erweiterungen Kp|kp als Komplettierungen annimmt (vgl. NEUKIRCH [35]).

Das Umkehrproblem ist, wie wir gesehen haben, eine Frage, die die Struktur der

absoluten Galoisgruppe @ über k betrifft, nämlich die Frage nach d.en Typen end-

licher Faktorgruppen von @ . Aber selbst wenn wir einen vollständigen Überblick

über diese Typen gewinnen könnten, so wäre dadurch keinesfalls eine erschöpfende

Auskunft über die Struktur von  selbst gegeben. Um in diese einen echten Ein-

blick zu erhalten, hat man ein schärferes Problem zu studieren, das sogenannte Ein-

bettungsproblem. Dieses besteht in einem exakten Diagramm

mit endlichen Gruppen A, E , G und surjektivem Homomorphismus 03C6 , und in der

Frage nach der Existenz eines surjektiven Homomorphismus 03C8 : ~ E mit

j Korpertheoretisch lässt sich diese Aufgabenstellung folgendermassen

verstehen. Durch den surjektiven Homomorphismus genauer durch den Kern @L
von cp wird eine galoissche Erweiterung Y~k mit der Galoisgruppe

festgelegt. Die Existenz eines surjektiven Homomorphismus 03C8 :  ~ E mit

j = cp bedeutet dementsprechend die Existenz einer galoisschen Erweiterung

N 3 K ~ k mit zu E isomorpher Galoisgruppe derart dass der kanonische

Homomorphismus G(N)k) -~i G(K)k) nach Identifizierrmg der Gruppen mit E , bzw.

G , die vorgegebene Gruppenerweiterung E -~ G realisiert.

Das Einbettungsproblem stellt eine erhebliche Verschärfung des erwähnten Umkehr-

problems dar, das man offenbar durch die Spezialisierung G = 1 zurückerhält. Im

Gegensatz zu dem letzteren zeigen schon die einfachsten Beispiele, dass das Ein-

bettungsproblem über einem endlichen algebraischen Zahlkörper i. a. unlösbar ist.

Durch eine vollständige Übersicht über alle lösbaren Einbettungsprobleme würde man

jedoch einen genauen Einblick in die Straktur von @ gewinnen. Dies wird besonders

klar an einem von K. IWASAWA bewiesenen Satz. IWASAWA zeigte, dass über einem unend-

lichen Zahlkörper vom Typ des "Kroneckerschen Körpers", der über Q durch alle

Einheitswurzeln erzeugt wird, jedes Einbettungsproblem eine Lösung besitzt, voraus-



gesetzt, der Kern A ist eine auflösbare Gruppe. Aufgrund dieser Tatsache konnte

IWASAWA auf rein gruppentheoretische Weise den folgenden Satz beweisen (vgl. r1A-

SAWA [18]) :

SATZ. - Sei k der Kroneckersche Körper und @ die Galoisgruppe der maximalen

auflösbaren Erweiterung k)k . Dann ist @ die freie pro-auflösbare Gruppe vom

Rang ~0 .

Die freie pro-auflösbare Gruppe vom Rang ~0 erhält man dabei, indem man in der

gewöhnlichen, durch x~ , x~ , ...’ erzeugten freien Gruppe F alle Normal-

teiler N betrachtet, die fast alle xl enthalten und eine endliche auflösbare

Faktorgruppe F/N liefern, und sodann den Limes F/N bildet.

Durch die Auflösbarkeitsvoraussetzung über A kann sich natürlich nur die Struk-

tur der maximalen pro-auflösbaren Faktorgruppe  von @ aufklären. Das Iwasawa-

sche Resultat hat aber noch einen anderen Mangel, der darin besteht, dass sich

Struktur von @ nicht in kanonischer Weise, d. h. nicht durch kanonische freie Er-

zeugenden ergibt.

Über einem endlichen algebraischen Zahlkörper ist das Einbettungsproblem von ei-

nem ungleich grösseren Schwierigkeitsgrad. HASSE schlug vor, die Aufgabe zunächst

dahingehend abzuschwächen, dass man anstelle eines Körpers N~k lediglich eine ga-

loissche Algebra als Lösung sucht (vgl. HASSE ~13~~. In unserer Formulierung be-

deutet dies, dass man die Surjektivitätsforderung für den Lösungshomomorphismus

~ : ~ -~ E zunächst fallen lässt. Dieser Gedanke hat sich in vieler Hinsicht als

fundamental erwiesen. So konnte M. IKEDA zeigen, dass über Einbettungsprobleme mit

abelschem Kern A der folgende Satz gilt (vgl. 

SATZ. - Jedes Einbettungsproblem mit abelschem Kern A , das durch eine galois-

sche Algebra lösbar ist, besitzt auch einen Körper als Lösung.

Hieraus ergibt sich speziell das folgende schon früher von A. SCHOLZ bewiesene

Ergebnis (vgl. SCHOLZ [44]) :

SATZ. - Jedes Einbettungsproblem mit abelschem Kern A und zerfallender Gruppen-

erweiterung

besitzt einen Körper als Lösung.

Ist nämlich G -S.~ E ein Zerfällungshomomorphismus, so erhält man in dem Kompo-

situm @ G E einen (i. a. nicht surjektiven) Homomorphismus 03C81 : @ ~ E

mit j  03C81 = 03C6 , y so dass sich aufgrund des Ikedaschen Satzes sogar die Existenz

eines surjektiven Lösungshomomorphismus ergibt.

Das bisher wohl allgemeinste Resultat über das Einbettungsproblem stammt von

0160AFAREVI. Es erweitert den Scholzschen Satz auf den Fall, dass der Kern A nicht



mehr notwendig abelsch sondern eine p-Gruppe, mit einer Nilpotenzklasse  p ist

(vgl. 0160AFAREVI [40]). Es lässt sich vermuten, dass das Einbettungsproblem im zer-

fallenden Fall sogar bei beliebiger auflösbarer Gruppe A als Kern Lösung (durch
einen Körper) besitzt, jedoch scheitert zur Zeit der Beweis eines solchen Satzes

vor allem an gruppentheoretischen Schwierigkeiten. Man hätte aber hierin das denk-

bar allgemeinste Ergebnis über das Einbettungsproblem zu sehen, weil man im nicht-

zerfallenden Fall zu allgemeingültigen Sätzen nur unter Bedingungen kommen kann,

die die Grundkörpererweiterung K|k mit der Galoisgruppe G einschränken.

Das Einbettungsproblem über einem algebraischen Zahlkörper trägt alle Kennzeichen

eines algebraisch-arithmetischen Problems, und zwar insofern, als auch die zweite

unserer bsiden fundamentalen Fragen, d, h. die nach dem Zerlegungsverhalten der

Primstellen in den gesuchten Körpererweiterungen eine unabweisliche Rolle spielt,

obgleich dies in den Ergebnissen nicht unbedingt erkennbar werden muss. Jedem Ein-

bettungsproblem über einem Zahlkörper k sind nämlich kanonischer Weise "lokale"

Einbettungsprobleme über den Komplettierungen k 
p 

zugeordnet, und es ergeben sich

dadurch eine Reihe wichtiger Lokal-Global-Fragen, die etwa beim Aufbau von Körpern

mit vorgegebener auflösbarer Galoisgruppe von entscheidender Bedeutung sind. Wann

z. B. kann man von der Lösbarkeit der lokalen Einbettungsprobleme auf die Lösbar-

keit des globalen Einbettungsproblems schliessen, oder wann existieren globale

Lösungen, die im Lokalen vorgegebene Lösungen induzieren ? Ein systematisches Stu-

dium der Lösungsmannigfaltigkeiten solcher Probleme führt auf eine Hindernistheo-

rie, die sich harmonisch in den Gedankenkreis um den Dualitätssatz von TATE und

POITOU einlagert. Es zeigt sich dabei, dass die Theorie der auflösbaren Zahlkörper

von diesem, die Ergebnisse der Klassenkörpertheorie voll ausschöpfenden Lualitäts-

satz beherrscht wird, der auch die von 0160AFAREVI entwickelten Ideen allgemeinen

Prinzipien unterzuordnen vermag (vgl. 

Der den abelschen Zahlkörpern nächst gelegene Bereich ist der der nilpotenten Er-

weiterungen, oder, was auf das gleiche hinausläuft, der p-Erweiterungen (Erweite-
rungen mit einer p-Gruppe als Galoisgruppe). Hier liegt in der Tat eine von

Resultaten vor, von denen nur einige hervorgehoben seien. Sei k ein algebraischer

Zahlkörper und sei jetzt @ die Galoisgruppe der maximalen p-Erweiterung k(p~~k
(Kompositum aller endlichen p-Erweiterungen). @ ist dann eine pro-p-Gruppe,

d. h. der projektive Limes eines Systems endlicher p-Gruppen . In gleicher Weise

seien @ die Galoisgruppen der maximalen p-Erweiterungen k (p)jk über den

Komplettierungen k 
p 

von k . Die Struktur der lokalen Galoisgruppen @ 
~ 

wurde in

expliziter Weise von DEMUSKIN durch Erzeugende und Relationen angegeben (vgl.
DEMUSKIN l6 ~~ . Es handelt sich um endlich erzeugte pro-p-Gruppen mit entweder kei-

ner oder nur einer definierenden Relation. Bettet man den Körper k(p) in k (p)
ein, so erhält man durch die Einschränkung der k -Automorphismen von k (p) auf

k(p) eine Einbettung von p in  , derart dass  als Zerlegungsgruppe einer

Fortsetzung *p* von p auf erscheint. Auch hier besteht das fundamentale

Problem wieder in der Frage nach der Struktur von @ und der Lage der Zerlegungs-
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gruppen p in @ . Einen sehr interessanten Satz hierüber hat H. KOCH (neben vie-
len anderen) bewiesen. Man geht dabei von einer Darstellung der pro-p-Gruppe 

durch "Erzeugende und Relationen" aus. Dies soll genauer folgendes bedeuten. Man

wähle ein beliebiges minimales Erzeugendensystem E der topologischen Gruppe @

und bilde neben  die freie durch die Elemente aus E erzeugte pro-p-Gruppe J .

Diese entsteht aus der gewöhnlichen von E erzeugten freien Gruppe F durch Bil-

wobei N alle Normalteiler von F durchläuft, die fast alle der Erzeugenden aus

E enthalten, und für die F/N eine endliche p-Gruppe ist. Es ergibt sich dann

1 -~ ~ --~ ~ -~ ~ -~ 1 ,

wobei man die Elemente aus N als "Relationen" zwischen den Erzeugenden aus E

anzusehen hat. In gleicher Weise erhält man durch Auswahl eines minimalen, d. h.

1 ~ p ~ p ~ p ~ 1 ,

wobei Jp die freie durch E erzeugte pro-p--Gruppe ist. Es ist nun evident,

dass man die Injektionen C~~ -; (~ zu Injektionen  -.~ ~ hochheben kann, derart,

Bi/ W ~r

1 -~ ~ -~ 3 -~ ~ -~ 1

entstehen. Der Satz von Koch lautet jetzt (vgl. KOCH [27], 11.2) :

SATZ. - Die globale Relationengruppe R wird als Normalteiler von g (topolo-
gisch) durch die Bilder aller lokalen Relationengruppen K 

p 
erzeugt.

Man muss sich davor hüten, hieraus schliessen zu wollen, dass ~~’ in irgendeiner

Weise das freie Produkt der lokalen Galoisgruppen @ 
9 

ist.. Dies wäre der Fall,

wenn 3 die freie durch die Vereinigung U E erzeugte pro-p-Gruppe wäre. Diese

Vereinigung aber ist alles andere als ein minimales Erzeugendensystem von 0 . Zu

einer freien Zerlegung der globalen Galoisgruppe @ in die lokalen Untergruppen

@ kommt man jedoch, wenn man anstelle des endlichen algebraischen Zahlkörpers k

einen ganz bestimmten unendlichen Zahlkörper zugrunde legt, nämlich die zur Prim-

zahl p ~ 2 gehörige r-Erweiterung des Körpers Q . Diese entsteht folgendermas-

sen : Sei k’ der Körper, der über Q durch alle pn-ten Einheitswurzeln,

n = 1, 2, 3,..., erzeugt wird. Die Galoisgruppe von k’ )j~ ist dann vom Typ

Z x Z/(p - 1) , wobei Z = lim Z/pn die Gruppe der ganzen p-adischen Zahlen

bedeutet. Die r-Erweiterung kyQ ist dann der in k’ gelegene Teilkörper mit der

Galoisgruppe G(k|Q) = Z . Über der Primzahl D liegt Brenau eine (total ver-



NEUKIRCH [34], § ll) : 1

SAT Z . - Ist  , bzw .  , die Galoisgruppe der maximalen p-Erweiterung k ( p ) ) k
bzw , so gilt
20142014 p p 20142014201420142014

Das freie pro-p-Produkt ist dabei ganz analog, wie die freie pro-p-Gruppe de-

finiert : Han bilde zunächst übliche freie Produkt p~p0 @ und sodann den pro-

jektiven Limes ~p~p0 p == (*p~p0 p)/N , wobei N alle Normalteiler von

@ durchläuft, die eine endliche p-Gruppe als Faktorgruppe liefern, die

fast alle der Untergruppen @ enthalten, und für die überdies N n @ offen in

@ ist (vgl. NEUKIRCH [33]). Der obige Satz ist eine (fast) vollständige Antwort
auf beide unserer fundamentalen Fragestellungen, was die p-Erweiterungen des Kör-

pers k angeht : Sowohl die Struktur der globalen Galoisgruppe @ ~ als auch die

Lage der lokalen Gruppen @~ ~ p ~ p y in @ liegt in der denkbar einfachsten

Weise zutage. Man kann das Resultat als ein Analogon zum Riemannschen Existenzsatz

der Funktionentheorie auffasen. Als unmittelbares Korollar erhält man nämlich die

Tatsache, dass es bei Vorgabe endlicher p-Erweiterungen an allen Stellen

p ~ Po (Unverzweigtheit an fast allen Stellen vorausgesetzt) eine p-Erweiterung

K)k gibt, die einerseits eine vorgegebe.e p-..Gruppe G als Galoisgruppe besitzt

und andererseits an den Stellen p ’~ p.. die Erweiterungen als Komplettie-

rungen annimmt ;dabei hat man nur zu fordern, dass die Galoisgruppen G(K )k) in

G einbettbar sind.

Im Falle eines endlichen algebraischen Zahlkörpers k ist die Gruppe ? der

maximalen p-Erweiterung weit davon entfernt, freies Produkt der Untergruppen 9.
zu sein. Es lässt sich aber zeigen, dass je endlich viele @. P frei in der Gruppe

6) liegen, d. h. das (topologische) Erzeugnis endlich vieler Zerlegungsgruppen S.

ist das freie pro-p-Produkt dieser Gruppen.

Durch den oben zitierten Satz über die 0393-Erweiterung k von Q bietet sich ein

Weg an, die Struktur der maximalen p-Erweiterung von Q aufzudecken. Da nämlich
die Galoisgruppe r = selbst eine pro-p-Gruppe ist, ist k(p)
gleichzeitig die maximale p-Erweiterung von Q . Bezeichnet man mit G die Ga-

loisgruppe von so erhält man eine zerfallende Gruppenerweiterung

Die Gruppe F wird dabei (topologisch) von einem Element 03C6 erzeugt. Zur voll-

ständigen Bestimmung der Struktur von G kommt es nun darauf an, die Aktion von

03C6 auf dem Kern  = ~p~p0 @ explizit anzugeben. Wegen der freien Zerlegung ge-

nügt es dabei sogar, nur die Bilder 03C6p der freien Faktoren @ explizit zu be--

etimmen. Man sieht sofort, dass @: eine über der Primstelle gelegene Zerle-

gungsgruppe von ist. Die Frage, ob sich die Auswahl der @ unter ihren

Konjugierten so treffen lässt, dass für alle p ~ p0 die Gleichheit 03C6p = 03C6p



gilt, ist jedoch sofort zu verneinen. ~~ ist in @ nur konjugiert zu ? , , und
es ergibt sich daher die Aufgabe,, diese Konjugiertheit explizit anzugeben. Man

darf sich aber nicht darüber hinwegtäuschen, dass dieses Problem von höchstem

Schwierigkeitsgrad ist und nur einmal mehr zeigt, wie weit man von einer abschlies-

senden Theorie der p-Erweiterungen entfernt ist.

Im Zusammenhang mit den p-Erweiterungen wollen wir noch eine andere berühmte

Fragestellung der Zahlentheorie erwähnen. Es sei die ma-

ximale unverzweigte p-Erweiterung, bzw. die maximale unverzweigte auflösbare Er-

weiterung, von k . Man nennt k 
nr 

den Klassenkörperturm von k und den

p-Klassenkörperturm. Unter dem Klassenkörperturmproblem versteht man die Frage :

Ist die Erweiterung k nr|k von endlichen Grad ?

Eine positive Antwort hierauf hätte eine wichtige Konsequenz : Aus dem Hauptideal-

satz der Klassenkörpertheorie könnte man nämlich schliessen, dass knr die Klas-

senzahl 1 besitzt, so dass also k in einem endlichen algebraischen Zahlkörper

mit der Klassenzahl 1 eingebettet ist. Dieses Problem hat lange den durchaus in-

tensiven Bemühungen der Zahlentheoretiker widerstanden, bis es schliesslich von

0160AFAREVI und GOLOD in negativem Sinne entschieden wurde (vgl. GOLOD-0160AFAREVI

[9]). Diese beiden Mathematiker zeigten, dass sogar die meisten quadratischen Zahl-

körper schon einen unendlichen 2-Klassenkörperturm knr(2) besitzen, so dass

wegen k 
nr 

(2~ ~ k 
nr 

erst recht der Klassenkörperturm k 
nl ,^ 

von unendlichem Grade

ist.

Den bisher geschilderten Erörterungen kann man eine ganz andere Betrachtungsweise

der Körper entgegensetzen, indem man nämlich nicht mehr nach den Faktorgruppen etwa

der absoluten Galoisgruppe @ fragt, sondern nach ihren Untergruppen. Diese

Untergruppen sind vielgestaltig, aber durchaus nicht von beliebigem Typus. Zwar

zeigt ein Ergebnis von KUYK (vgl. KUYK [29]), dass jede pro-endliche Gruppe G ,

die eine abzählbare Umgebungsbasis des Einselementes besitzt, als Faktorgruppe einer

passenden Untergruppe von @ auftritt (also als Galoisgruppe einer geeigneten Er-

weiterung i. a. unendlicher algebraischer Zahlkörper), doch gibt es viele andere

Resultate, die die Struktur der Untergruppen selbst einschränken. Nach Untersuchun-

gen von M. JARDEN (vgl. JARDEN [24]) tendieren z.B. die endlich erzeugten Unter-

gruppen von @ =GQ dahin, freie proendliche Gruppen zu sein, Genauer zeigte

JARDEN, dass die Menge der n-Tupel (o. , , ... , 03C3n) ~ n J für die die durch

03C31 , ... , Q n erzeugte abgeschlossene Untergruppe von @ keine freie pro-endli-

che Gruppe ist, im n-fachen direkten Produkt ~~’ das Haarsche Mass Null besitzt,

Ein anderer, sehr interessanter Satz von W.-D. GEYER (vgl. n besagt, dass

@ ausser den pro-zyklischen, also den von einem Element erzeugten abgeschlossenen

Untergruppen keine abelschen Untergruppen hat. F. K. SCHMIDT bewies ferner, dass

keinen echten auflösbaren Normalteiler besitzt (vgl. SCHMIDT [43]). Insbesondere

ist also das Zentrum und die Frattinigruppe von @ trivial. Da die Frattinigruppe

der Durchschnitt aller maximalen Untergruppen ist, folgt hieraus, dass das Kompo-



situm aller minimalen Erweiterungen K)Q der algebraische Abschluss Q von Q ist

Die auflösbaren Untergruppen von  sind insofern interessant, als ihre Fixkör-

per dadurch charakterisiert sind, dass über ihnen jede algebraische Gleichung durch

Radikale auflösbar ist. Lässt man die Normalitätsvoraussetzung fallen, so findet

man eine ganze Reihe auflösbarer Untergruppen von @ , wiewohl eine vollständige

Klassifizierung noch aussteht. So sind z. B, die Zerlegungsgruppen O 9 und die

p-Sylowgruppen von O auflösbar, und man kann da rübe rn in aus viele weitere Bei-

spiele konstruieren (vgl. NEUKIRCH [30]). Bei solchen Konstruktionen stösst man auf

die merkwürdigsten Situationen. Es gibt z. B. Zahlkörper k # Q , über denen ausser

den linearen überhaupt keine irreduzible Gleichung durch Radikale auflösbar ist,

während jeder echte algebraische Oberkörper von k die Eigenschaft besitzt, dass

alle algebraischen Gleichungen durch Radikale auflösbar sind.

Ein von E. ARTIN gelöstes Problem ist das der endlichen Untergruppen von GQ ,
also die Frage nach den Zahlkörpern k mit [j§tk]  m (vgl. ARTIN [1]). Es gilt
hierüber der

SATZ. - Ist k S § ein Körper mit i  [j§:k]  W , so ist k zum Körper Ra
aller algebraischen reellen Zahlen isomorph. Insbesondere ist also 1°°°i°:’K] = 2 .

Dieser Satz ist nicht zuletzt deswegen bemerkenswert, als der 1, w, topologisch

definierte Körper Ra rein algebraisch dadurch charakterisiert ist, dass die abso-

lute Galoisgruppe G 
Ra 

über Ra endlich ist. Eine analoge Problemstellung kann

man für die p-adischen Zahlkörper Q anstelle des Körpers R der reellen Zahlen

~ 
. ’~°P ’~’

betrachten. Ist k = Q der Körper aller algebraischen p-adischen Zahlen, d, h.
’~°P

der grösste absolut algebraische Teilkörper von Q , so wird man fragen, Jb sich
~ 
~P

dieser Körper, aufgefasst als Teilkörper von Q , ebenfal.ls durch Bedingungen cha-

rakterisieren lässt, die allein die Galoisgruppe Gk = G(Q)k) als abstrakte pro-

endliche Gruppe betreffen (Für den Zahlentheoretiker sind die Körper Ra , Q§ ein

vollwertiges Äquivalent der Körper R , Qp ). Diese Frage lässt sich in der Tat
positiv beantworten. Für eine Primzahl p # 2 kann man das Resultat etwa folgen-

dermassen formulieren (vgl. NEUKIRCH [32]) :

SATZ. - Ist k ein Teilkörper des Körpers Q aller algebraischen Zahlen und G
seine absolute Galoisgruppe, so sind die folgenden Bedingungen äquivalent:

(i) k ist isomorph zum Körper Qap aller algebraischen p-adischen Zahlen.

(ii) Gk ist auflösbar, cdl(Gk) = 2 für alle Primzahlen l und ~p(Gk) ~ 0 .
Darin ist die kohomologische l-Dimension von und es bedeutet

x (G ) # 0 , dass die Euler-Poincaré-Charakteristikp k 
~ ’ 

.~

von Gk existiert und von Null verschieden ist.

Aus diesem Resultat lassen sich einige bemerkenswerte Folgerungen für die end-



lichen algebraischen Zahlkörper ziehen. Unter Ausnutzung gewisser klassischer Sätze

von M. BAUER und F. GASSMANN über die Primzerlegung in endlichen algebraischen Zahl-

körpern erhält man u. a. die Tatsache, dass ein endlicher Normaloberkörper K von

Q, eindeutig durch den Typus der Gru.ppe G~ als abstrakte pro-endliche Gruppe
bestimmt ist. Mit anderen horten (vgl. NEUKIRCH [32]) :

SATZ. - Sind K und K’ irgend zwei Normaloberkörper von Q, so folgt aus der

Isomorphie GK, die Gleichheit K = K’ .

Es überrascht hierbei, dass sich der Aufbau der algebraischen Erweiterungen
selbst über vom algebraischen Standpunkt so scheinbar gleichgearteten Körpern, wir

etwa K = Q(3) und K’ = Q(5) in wesentlich verschiedener Art und Weise vollzieht.
Aus dem obigen Satz gewinnt man auch die folgende Tatsache über die Struktur der

absoluten Galoisgruppe @ = G :
SATZ. - Die (abgeschlossenen) Normalteiler von @ = G sind sämtlich charakte-

ristische Untergruppen von @ . 
""

Dies ist sehr leicht, einzusehen. Da jeder abgeschlossene Normalteiler Durch-

schnitt von offenen Normalteilern ist, kann man sich auf die letzteren beschränken.

Ist aber % ein offener Normalteiler von (? und a ein topologischer Automor-

phismus von @ , so ist auch ein offener Normalteiler. Die Fixkörper K und

K’ von und sind daher endliche Normaloberkörper von Q, und es ist

GK =  , GK’ = 03B1() . Wegen der Isomorphie  ~ 03B1() liefert der obige Satz die

Gleichheit K = K’ , y so dass in der Tat ~ = ~(~) gilt.

Ein kurzer Bericht, der sich wie dieser eines so umfangreichen Gebietes annimmt,
wird immer mit dem Mangel grosser Unvollständigkeit behaftet sein. Weit davon ent-

fernt, alle relevanten Ergebnisse aufzählen zu können, muss er auch über die viel-

fältigen Aspekte schweigen, unter denen die angedeuteten Resultate und Problem-

stellungen gesehen werden können, und kann auf die mannigfachen wesentlichen Bezie-

hungen zu anderen mathematischen Theorien kaum eingehen, deren Kenntnis für ein vol-

les Verständnis der ganzen Thematik letzten Endes nötig wäre. Vielleicht aber ver-

mag eine solche Übersicht von dem blühenden Leben der doch so alten Zahlentheorie

zu zeugen und von der Fülle der unmittelbar fordernden Aufgaben, die sie immer noch

stellt. Wie in kaum einem anderen Gebiet liegen die Geheimnisse der Zahlentheorie

mit steinerner Festgelegtheit in ihrem Dunkel. Dass sie nicht alle umsonst der

Entkleidung ihrer uralten Verborgenheit harren, zeigen die vielen, sich ständig ver-

mehrenden schönen Ergebnisse, die jede Mühe reichlich belohnen.
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