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Séminaire DEL..TG.5-PI 307-POIHOU 4=01
(Théorie des nor:bres) . ‘
13e année, 1971/72, n° 9, 4 Dp. 10 janvier 1972

VLRILTIONS SUR TN THE{E DL CiRL RUNGZ
ar ‘illiem G, ZLLISON

'3

Soit f(x , y) € Z[x , v] . Je voudrais considérer 1'équation f(z , y) =0 avec

o

Al J.

X, y€ Z . La théorie quclitative de 1l'équation ost connue. Hous avons en eflet le
~

théoréme suivent de SI.IGEL

THEORMIR. - Soit f(x , y) € Z[x , y un polyndue irréductible. L'équation

f(x =0 a, eu »lus, un ncibre fini de solvtions avec x € 2 a moins
’ ot ) N ’ ’ 209 2 sl

qu'il y ait une solution pare riétrique de la forme

(1) X=.1_1__2_ , yzﬁ_@_}_

_ LM (t) L2(t)

&) BN (0
(%) (%)

ou L(t) , «.. , D(£) , L(t) , alt) e 2Z[t], et L(t) est un polyndne lindaire,

Q(t) est _un g oo]rn6me quadratique avec dlocrlmlnant positif. Dans ce_ cas, il peut y

av01r une LnIl “te dp Solhblono >nt ,rcs.

Il est possible, dons un ces numdrique, de ddeider si 1'équation a une solution

paramétrique de la forme (1) ou (2) .

COROLLLIRI. - 3i le genre, g , de la courbe f(x , v) =0 ost plus grand que

zéro, 1'équ tion f(x ,y) =0 A seulement un nombre fini de solutions avec

X,yEE-

Quend 1'éaquation f(x , 7) = 0 a un nombre fini de solutions entitéres, la théorie
de SIBGSL ne permet pas de trouver les solutions, ni nfme une borne pour la plus

grande solution.

C'est un nrobli e difficile de najorer les solutions entidres de 1'équation
f(x , y) = 0 . Lvec le traveil de BEKER, on peut donner une borne quend le genre de

la courbe est 1 ou O (dans le crs ol il y a un nombre fini des solutions).

Dans le livre "Diophantine equations" de ..0RDiLL, le thdéordme suivant est démon-

tré :

THAORMIZ 3 (RUNGE). - S0t f(x, y)e 2Zlx , y] irréductible sur

1o

. Si

f(x,y) =2, €(x,y) ,1<is7,

gg fi(x R v) est une forme %qugéne de degré i , et £ (x ’ y) est réductible

n
sur 3 ’ d._i.ff_éront de la for:c no{q(:c ’ V)‘}t y OU &, & E ’ q(x ’ y) € E[:: ’ vl

irréductible sur Q , alors 1'égquation f(x , y) =0 &, au plus, un nonbre fini de




9-02

lujourd 'aui, jo voudrcis domner une veriation de ce théoréme. I1 y a quelques

sutres variations dans ron cours a 3ordesv (il veraftra ultérieurenent unc éuiiion
polycopide ds ce cours).
. » . o n N 3 . . Ve
THSOREM& - Soit f(x , y)::[b(x)y + (“) o1 Li(x)e ELX], le degre

de L (x) w >0, f(: s y) est 1v“~duc+111e sur ‘3 .

lo

Pour chaqu: & >0 , il y =« eu plus un nombre fini de rationels y' et d'enticrs

x' avec 123 propridids suivantes :

(2) 2(x'y ¥")

(b) si y'=uw/v,on u,ve 2, lv

Dans un ces nuadrique, on pout effectivensnt trouver les nombres (x! y V') .

COROLLLIRE. - Si les hypotheses du théortie sont vraies pour fx, v, 1'équa=

tion f(x , y) =0 &, ~u_plus, un nonbre fini de solutions en entiers x', y',

et on pzut les trouver.

Le théortme est foux quand 6§ =0 .

L , . 2 .
Bxemple. — Considdérons 1'dquetion xy~ - 2Xx =1 =0 . 81 v = /v avec (u ,v)
J

2 2 . 2 2 2
nous avons wu - 2v. X - v = 0 . Par suite, :q@r et v/x , donc x=v et

Donc il existc une infinité de solutions x! ! u v avec Vo= |7
b ’ i

Pour dénontrer lc tidor'~ie, nous avons besoin d'un lemme fecile.
9

LEMME. - Jous susposons que x , y vérifient 1'équation

(1) I O A A C Iy
ou Li(K) EAE[X R éLO(K) =p >0, et les A.(X) n'ont pas de faecteurs couasun
dans 'Q[X] . Supposons le volyndne f(Z , ¥) 1rre§ppu1b;‘_5§££ Q.

(a) On neut dcrire chaque élézent de 1'annean O x 1 sous la fomme
I q y YU

n-1 . n . n+m
(2) po(x) + al(x)y +oees + @ r_l(x)y ol {O(x)y F oeee + tm(x)y ,

ol mi(x) , Tj(x) € Q[x] et 6Yj(x) <p pr 0Lj<m.

La représentation dens cette forme est unigue.

(b) Pour‘ghggpg_pnﬁigy w >0, nous avons
v
(3) n+4v B( )(X) n~1 ‘V)(x)
v N =""'"'“"'"" + see +'-‘
7 () .f)’*l (x)

ol B§v)(x) € E[x] pour 1 S ign, v=0, 1 ees
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n-r .
(e) si x| > Cy » on peut écrire les coefficients de ¥ Gans (3)v sous 1la
forme

—— - e o

))( )/Av+ (x) = -(V)(x) + af )/Y + aiv)/f + eee

o P£V)(x) e_@[x] et les fa s} €Q.
r
Démonstration du théortne. — On peut écrire chaque développement en série de Pui~

seux & 1'infini, de la courbe f(x , y) = 0 , sous la forme

8.(}{) = QIO Xp/q (P"' )/q.

+Ol X coe

Vo=

ou le ;,Cl et fwi} € K avec [K :‘g] <® .

fous démontrerons qu'il y a, au plus, un nombre fini d'entiers x' et rationels

y! avec ¢

(a) k'] 2

(b) y' = CP(X') )

(¢) y'=u/v avee
Ceci suffira, varce qu'il y a, au plus, un nombre fini d'entiers x!' et de ra-
x| < G, et f(x', y') =

L'idée de la démonstra tlon est facile. Lvec chaque développement en série de Pui-

o] ¢ Jxr|(Bm0)/m

tionels y' avec

seux, nous construirons un polyndme H(X , Y) € 2[X , Y] et une fonction R(X)
avec les nropriétév suivantes ¢

si f(x, y) = et ]x} > C1 s NOUS avons
(& ) H(x , ¥) = R(%)
(v) ]R(x)} —-> 0 comme fx, — o,
(e) ]H(x ’ y)l #0 et H(x ’ y) est presque un entiecr.

Donc, si ]x{ est grand nous aurons une contradiction.

Soit h(X , Y) = Zg:é w0 < Yy » ob m et les C_ = sont des entiers que
nous détermminerons ultérieurecnent.

31 x, y vérifient l'équation' f(x , ¥) =0, par (3)v , nous avons

- yh-lym 5n r . (v) w1 nei
Bx, y) =200 30 020, O % B (/A () v

Par les équations (4)v s nOus avons

) r _(v) ned o (v) n-i, je-r
h(x , y) = Zr,\),i c.,* By (x)y +Zr,\),izj=l Cry 815" ¥ /x

n+1 t
=P(x,y) +-Z Zs—O L, (e) v°/x°
ou P(x ’ y) , considéré comme polynbme ecn y , a scs coefficients dans

A=, {Crv}] et son ddgré égel & (n - 1) , et les Lth(c) sont des formes liné-

aires des Crv a coefficients rationels.

Ifous choisirons les {Crv}e'g , non tous nuls, de telle sorte que Lts(c) =0

pour tout (t , s) y avec 0t & (n - 1) et 0Ls & pt/q +(n+n)(p - 6)/n .

Clest possible, parce que nous avons p(m + 1) variables, crv et au plus

(b= 8)(m + n) + pn(n + 1)/2q &équations Lts(c) =0, si m est grand, nous avons
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plm+ 1) > (u=-8)(m+n)+ min + 1)/2q ,

et les équations Ltg(c) = Q0 ont une solution non triviale avec Cr e‘E .

Nous avons

n-1 t, s
n(x , y) - P(x, ) =20 5 gLy, v/x o

Berivons y = w(x) = Z:_O @, X(p—r)/q dans le second membre de 1'équation précé=-
dente, et multiplions par le dénominateur commun des coefficients de P(x ’ y)

dh(x , y) - aP(x , y) = R(x) = Yi:o Bi/x(y+i)/q ’
pour |x| 2 ¢, , ou les {B;}ex et y> (n+m)u - 6)a/n .

Observaticnse

10 R(x) #0 , paerce que, si R(x) =0, on a
0=an(x,y) -dp(x,y) =-P(x, v)+ Yo(x)yn + ese Ym(X)yn+m R

et, comme Dy P(X ’ y) < (n - l) , nous déduisons par le lemme (a),
‘“.L}O(x) = eee = Ym(x) = O .

Par suite, tous les Crv =0 , d'ou unc contradiction.
20 Si R(x) #0 , il existe c, avec la propriété IrR(x)| #0, ¥ x , avec
x| > ¢,y barce que R(x) = Bo/xy/q + BI/X(Y"'l)/q + ese ct, come |x| ==do ,

nous avons

/2% 3 I /200 ]

o < iR(x)_x(n+m)(u—6)/nl <1

30 I1 existe cq avec la propriéts si lxl > Cy e

Done, si |x| > ¢, = maxfco » 9 s 03} , nous avons

4

0 < |R(x)| = |an(x , y) = aP(x , y)| < IX|-(n+m)<“—6)/n '
si x* €Z,Vv' =u/v, |xt| >,c4 et f£(x*, y') =0 , nous avons

0 < 1/ ]v]™™ < |n(x' , u/v) = B(x' , w/v)| < lx,l-(m+n)(u-5)/n ),

donc, Iv] > lx'|(u~6)/n .

Par suite, il y a un nombre fini d'entiers x! et de rationels y' , avec

l(u-é)/n

f(x' ’ y') =0 et y'= U./\) avec l\)l < 'x’
x| e

o Ils remplissent la condition
4 L

I1 est possible d'écrire cy en fonction des coefficients du polyndme f(x , ¥) o

(Texte recu le 24 janvier 1972)
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