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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 8=01

(Théorie des nombres) )
13e année, 1971/72, n° 8, 11 pe 13 décembre 1971

7/
ALGORITHME DE ,JACOBI~PERRON DANS UN CORPS DE SERIES FORMELLES

par Eugéne DUBOIS

Introduction. = PERRON [8] a introcuit, en 1907, une généralisation du dévelop-

pement en fraction continue, permettant de développer un systéme de n nombres

réels.

BERNSTEIN ([2] et [3]) depuis 1963 s'est attaché 3 trouver des syst®mes de nom~
bresdont le développement par cet algorithme (Le Je Po) est périodique.
I1 a mis en évidence quelques classes de nombres, mais le probléme de la caracté-

risation de ces systeémes semble difficile.

Nous avons construit cet algorithme dans un corps de séries formelles. Les ré-
sultats obtenus sont plus forts que dans le cas réel, mais no 8 n'avons pu carac-
tériser les systimes de nombres dont le développement est périodique. Dans le cas
réel, nous avons obtenu une classe de nombres dont le développement est p#riodique

et qui englobe la plupart des classes obtenues par BERNSTEIN.

l. Constwuction de 1'algorithme.

S~ e

Soient K = F_ un corps fini & q 4léments, £ =K(t) 1'anneau des polyndmes,

% = K(t) 1le corps des fractions de £ .

& est muni de la valeur absolue O-adique normalisée par Ifl = q si
deg £ désigne le degré du volynéne f .

Le complété 50 de § pour cette valeur absolue est le corps des séries de

Laurent 3{t-1} .

Nous utiliserons 1'isomorphisme (décomposition d'Artin) 50 =L @®F , ou

P =t TK{GE ™)) est 1'idéal de valuation de 3, -

A partir d'un syst®me de n nombres (ago) ’ ago) 9 oee aﬁo)) de 56 s les

formules

a

o

\))Eﬁ, Iar(l\ﬁ-l)l >1,
(1) v?v+1)
aiv) . aév) 4 A=l , aév) e, |G£V+l)l > Ia§3§l)l (

(V1)
%

i=2,..0,n)’

déterminent par récurrence une suite de lignes de n nombres de 50

()

n ‘N ?

(ozg\’)

F ese g

et une suite de ligne de n polynbmes



8=02

y weo a(v)) a *

(

(a)

Ceci est possible de maniére unique si ¢ ﬁ pour tout v .

Dens le cas contraire, l'algorithme ss continue avec moins de n nombres par

des formules un peu modifides.

\ 0 .
On dit que l'algorithme appliqué au systime (ag ) y see aio)) admet des in-

terruptions.
Le tableau de polynémes (a§V))veN y 1<1ig<n, est dit 1le développenent par
14, J. P. du Systéme (QiO) 9 vev Q/I(IO)) .

On définit (n + 1) suites de polyn8nes par

A(J)=O (si i #3) et A(l)=1 (i,3=0,1, e ,n)

(2) | j(rm1) _ v) (v) v+1) g 2 ()
1 n i
(1=0,1,e.,n; vel)
Ces polyndmes vérifient
() L (W) () (v) ,(vn)
(3) a(o) B hiv + alv Ay + eee + ahv Aiv (11 : n)
i 7 A(v) + a(v) A(\)+1) e 4 agv) Aév+n) =1y eeey 3
(4) det(f(w'])) 1,320y 1peen,n = (= 1)™ ver,
(5) a(V) _ Aév) + aiv) A(V+1) + ees + a(v) Aév+n) N*
n TG @-1) AR COMNCED A
a.o esee Cln LO

Les formules (3) et (4) se démontrent facilement par récurrence en utilisant (1)
ot (2).

Pour obtenir (5), il suffit d'utiliser (1), ruis (2), au dénominateur.

En appliquent (5) pour 1 9 29 eee 4 v o On obtient

(6) aﬁl) aiz) coe aév) = Lév) + agV) AéV+l) (V) Aév+n) .

+ eee +
n

Identifions le développement 2 une suite de n-uples

v -3 (a&V) y cee o aév5 .

En 1'étudiant a partir d'un certain rmng A » On obtient une nouvelle suite

v —> (a<v+x) y see g (v+h)) y

& partir de laquelle on peut construire, var (2), des polyndmes 'U())" que nous

)
noterons A:)A (1=0,1,e,n; ve m .

On obtient alors par récurrence :

(7) A£K+v) (v) L v) gvi §k+1) e 4 Aéj% A§k+n) .
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En effet, (7) est évident pour v =0, 1 , cae 5, N
Supposons (7) vraie pour tout v!' , v'<yv+1n .

I1 suffit alors de calculer

A.(Mwnﬂ) = f;.(MV) + a.(')\w) I;Q"'wn F oene + a(MV) A‘()\+v+n) ’
1 1 1 1 n 1

mamnwmtﬁ)wrwgv,v+1,n.,v+n,wm(@.

D'aprds (1), nous avons pour i =1, 2, eeo yn=1, ¢t

3
VGN .
-~

3] > 2]

Ceci nous permet de calculer :

A(V”“l)] _ Ia(j)|
(8) 0] j=1 n
D o ol ) s (D 20y

/7 N\
THECREME 1. - Soit (agv)) y un tableau de polyn8mes vérifiant

(v)
Ian | >max1g$n__l (1 s

)

¥, Ocign

agv)l) (v e 253 .

Construisons les polynémes par (2). 4Llors

[3._(\))

1 . n
0 l. . d 3 1 = 2 oo
(1) lm P —:("\;y existe ans 0 pour 1 1 ) ’ ’ 2

(ii) Le tableau considéré est le develo pement par 1'A. J. P. du systeme
. (v)7,.C f
(al 9 coe o an) ol @ = :L:Lm\)_’Co A, /A

Posons

Ag\’ ) Aé"”'l)

%y T NS ;
(V) O(v+') 0
ANV LV
h(“) 0 A(vlz Y (5=1 n)
0 ~,1\;+n+15 3 (untl JE L eeey *
0

3 (v)

n
Alors Zj:O =1 (@'aprés (2)) ety pour j=0, 1, 60 yn=1,

Ith)] <1 (d’aprés (8)) et

) _ (v) o
’{\)+n+1 - 3—0 t_3+1 X\)+t d'apres (2).
A\V
. . . _ i s
Ceci montre que 1lim - xv =0, KIGT- est une suite de Cauchy, elle converge
0

donc dans 50 .

Pour démontrer la seconde partie, on construit, pour v € N ’
o~

(v) by

AV s i,v

o, = l:x.mt m °
LO, v
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En étudiant la suite & pertir du rang v et v+ 1, la formule (7) permet
d'obtenir :

() _ ,(t+1) (t) _ (1) _ (V) (1) o - 1) .
An’b*l = b et Ai’v+l = by )y a; 1 Ao,v (1 =0,y eesn=1);
(v)

on en déduit que les aiv) construits vérifient les formules (1) avec les a;

donnés.

A ' (v) . , ( )
THEORENE 2, ~ Soit (ai ) , le développement de Uy 9 Qg g see 5 Ol o

vell, Oisn n
Llors
lim A§V) - o AéV)) =0 (i =142, eoa yn).
En posant Hv = A§V) - o Aév) , 1a relation (3) permet d'obtenir

(v) o)

‘. o Y
(L 1 n—1
H\H-n = (WH\) + -O[—(TD— H\ﬂ-l + eee + -C;(':T Hwn-—]i) ’
n

n n
alors Iaiv)l >1 et ]aﬁ”)l > |w§”)| pour i = 1,2,.ee,0=1 permet de conclure.

Ce résultat, plus fort que dans le cas rdel, nous a permis de caractériser les
systémes de nombres dont le développement par 1'A. J. P. admet des interruptions.

by

Pour cela, il faut étudier les modifications des formules (1) & (4), et (7) et

(8)s Les théortmes 1 et 2 se généralisent ot on obtient le théordme suivant.

SN
THEOREME 3¢ = Le développement de (al 9 sce g ah) admet m (l.s mngn - 1)

interruptions si, et seulement si, il existe m relations linéaires, indépendantec

a coefficients dans £ entre 1, @y g oeee y e

Pour la démonstration se reportsr & [47.

2+ Développenents périodiques.

S~~~ L e o

(0) (o) (0)
1?2

Soient « y eee g O admettant, par 1'As Je Ps , un dévelopnement

périodique (nous le supposerons purement périodique de lecheueur k ).

On introduit un polyn8me caractéristique, f , du développement vérifiant les

propriétés suivantes.

_ (0) (1) (k~1) .
Le nombre Po = %y oy vee O est racine de ~
(x) Je+1) (x+n)
p L 1& . - ece - A
£(p) = det ...( o7 © ’ ’ 0
k) Ak+1 k+n
L hand An s - I‘I(l ) 9 osce p - Ar(l )
D'aprés la périodicité et (6), Py = Aék) + o Agk+l) +oees Aék+n) y et en
utilisant (3),
(x) k+1 ledn
(9) 0p & =47 @y A§ ) toeee + A§ ) (1< g<n),
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(1 y Xy g sesy an) est donc vecteur propre associé a Po de la matrice

(pl+d)y

0gi, J<n.

Dtautre part, en considérant la matrice adjointe :

go’o(p) 9 sre go,n(P)

mo(p) roeee s &y (p)
ona, pour A=0, 1, eese gn et 1 =0, 1, ses y 0,
(10) ge, 4 () = 800, () + 6V () + wue s 5y () 4 M 2(0)

Alors (gk O(pO) g eoe gk n(po)) est un vecteur-propre associé a Po (s'il

est non nul)

THEOREME 4o - Si le développement de (o, , Uy g ses g ah) est périodigue, on

a

(i) ai est algébrique sur & (i =143 2, eee n)

(ii) Le polyn8me caractéristique du développenent est irréductible sur § et

admet un P, V. élénent [1] unité, pp » pour racine,
(iii) 5((}'1 ’ Uz 9 coe O!n) = S(po) .
Nous supposons le développement purement périodique.

Nous utiliserons un théordme df 3 Marthe GRANDET [6 7.

THEOREIE 5. = Pour gu'un élément « € 50 soit algébrique sur & , il faut et il

suffit qu'il admette des approximations rationnelles régulidrement réparties,

c'est=a~dire 13 v,y u € £, 1we 30 ’ le > 1 tels que

lim (u - av ) 0 et 1lim (v

Mmoo m = - m41 wvm) *

De plus, w est un P. V. élément et o € §(y) .

Nous allons montrer que, pour A =0 4 1 , eee o k=1 3

(m) (vieed) |
‘G?lll‘ﬂ yoee oy "C"‘T') .

sont des approximetions rationnelles, simultanédes, régulidrement réparties de

(CYl ,0!2, ess ,Cln) .
D'aprés le théordme 2, il suffit de montrer 1imvd®(A

En utilisant les relations (9) et (7), on a

Ag(v+1)k+)\) - o & c()vk+)\) 2 4 , (vk+)) A1<+s) (" (k+s) o) Ac()v1<+>\)

zz;l_o §k+s)(f~_£vk+?\) - as AéVk‘l‘l)) ,
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et le théordme 2 montre que cette oxpression tend vers O quand Vv = o .
Alors Uy g Qp g eee g O sont algébriques sur & , et
ﬁ(al y Uy g eee g an) < 3(90) ’
et p, estunP. V. élément.

Mais Py est de degré inférieur ou égal & n+ 1, et (1, Uy 9 see s an)

sont linéairement indépendentes (thdordue 3).
Alors 3(@1 y eeo an) = $(po) , et £ est irréductible sur & .,

Enfin Po est une unité, car le coefficient constant de f vaut + 1 d'apres

(4).

/ \
THEOREME 6. - Soient ¥ 9 Gy g eee 5 & 9 n nombres de % admettant un dé-

velappement par 1'hA. J. Ps purement périodique de longueur k .

Soit p; s une racine du polyndme caractéristique de plus grande valeur absolue

apres PO *

Alors la loi d'approximation s'écrit

N

y ses 5 1)

(vk+2) (vic+)) v (i=1,
2 - Ly | < Clp1I Oy oee 9 k= 1)

i (x:

1

ou C est une constante dépendant de Gy 9 Op g eee g O o

Par contre, pour A =0, 1, «es 4 k=1, il existe au moins un i€{lyess,n}

et une constente C' tels que, pour une infinité de v , on ait :

. +A kA
14.§;k ) - o Aé\) )l > C'Ip;' .
LEMME,.
(vk+h)
B p B ol > Dyl -
(o)~ Twm0 T P o
&1&Tﬂ,d%m&s(w%
(») (k) (k+n)
&y i(p) Ai 1 A, g%’O(p) + ees + Ai gk,n(p)

- = - + = .
o) = P £(p)
En recommengant 1'opération pour &5 O(p)/(f(p)) g see o gh n(p)/(f(p)) s ON
* ’

obtient
(A)
gx,i(p) “4 1 ,.(x) () (k+n) L (0) 1 (XK+s)
f(p) = : + —;-Q-(Ai AO 4+ eee + la.i An ) + —F—;(—p-)—zns__zo Ai g)\,S(o) ’

Lgk) Aéx) +oeee + Aék+h) AL A§k+h) .

d'aprés la périodicité et (7) ; N

Lprés v étapes, on obtient
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A Vikc+\)
gk,i(p) ~ Ag-) . A§k+h) . Ai + . 1 sn A'((v+l)k+s) g (o)
flp) — ¢ P p\)+1 p(V+l)f(p) =0 “i y8

I1 suffit alors de montrer que le reste de la série tend vers O pour p assez

. o 1 < e
grand et que le rayon de convergence de la série est ]——l , ceci résulte de

0
£ ((r1)k40)
13 i _
o vE+n) - Po
Ai
Prouve du théoréme 6. — Nous allons montrer que I(V k+h) ZP—O Yt 5 pt s OU

Yig sont des constantes. f étant irrédductible sur & ses racines sont simples.
?
on a, pour |p| > |p,l ,
gh 1 22 Yt i sy Yt i ( )v ) m v,
= -op-p,c = =0 W0 p v>0 pw-l t=0 Yt,i Pt
En utilisant le lemme et 1'unicité du developpement en série entiére, on obtient
2 . 4 . 7 - ]
1'égalité cherchée avec Yt,i = gh,i(pt)/f (pt) .
Llors

A{vkﬂ) o A(\)k+>\) v
i i 0

n
= %=0 (Yt,i T Vt,o) Py =2 4o Ci,i Pt o

car g ;(og) = o g o(sy) =0
En effet, gx,o est de degre < n , donc gk,O(pO) #0 , et

(gk’o(po) g oo g;\,n(po))
est vecteur propre associé 3 Po donc est proportionnel a (1 ? Uy see y an) .
Ceci démontre la premidre partie du théoréne.

Pour la derniére partie, on montre que si Pp 9 Poos see s P sont des racines
de f , de m8me voleur absolue que Py e il existe une infinité de v tels que
Y vy /v
(Cl,l pl + oo + Cx,i px)/ pl
est minoré par un nombre strictement positif pour un i e fO 4, 14 seey n} , en

montrant que Cl i #0 pour un i .
?

Exemple de développements périodiques : Développement & une seule ligne.

4 \
THEOREME 7. = Les nombres Uy Uy oy eee y a de $b adrnettent par 1'L. J. P.

le développement purement périodique & une seule ligne (al ) By g ene an) si,

et seulement si,

_ n-i+1 n=i .
an_'po’o"i_po -anpo “‘-oo"'ai+1p0 (1—1,2,...,n—1)

I

ou Po st la racine dans % supérieure & 1 en valeur zbsolue de

-1
£(p) = pn - a pn = e -2 p- 1=0,



Otl aiE£ (i=1,o'n,n

)5 el >1

lanl > Iail (i

Preuve. - Pour la condition nécessaire, posons Po = %
2 .
trent que o _, = Qh(an - ah) = p~ = a, p, » et par récurrence
C neddl n-i _ .
9 = Po % Po T i+1 Po ?
et o =2, + (1/an) entratne que f(po) =0 .

Pour la condition suffisante, @, = (1/ po) (al Po * 1)

: i i i-1 |

f:'i - (1/90)(31 po + ai"‘l po + eoe + al v’}o -+ 1) =

et |po| = |a | > 1 entraine a, = E(al) et Y( ) -
Puds lall = |al| (ou al

E(az) = ag ] @il) =2 et ainsi de suite.

THEOREME 8, = Soit Po

& , racine de f(p) = pn+1

Soient @y oeee s Ay

o, =

1

a B
n P

eee = 3

1

définis par

n—i+1 - n-i
0 n Po

2 + (mi—l/hl)

T %41 Pt

n

3
-8 a, €F .
o-a (ayeF)

8~-08

1,2,.--,1'1—1)

o« Les formules (l) mon-

a, + (1/an) ’

(i = 2,...,5) ,

un P, V. élément unité de Sb y de degré (n + 1) sur

Llors le dévelonpement de (al y eee s Uy po) est purement périodique de

(~s auf si

longueur (n + l)

Le développement est

a

=1, auguel cas la ongueur est

0
& % -1 %n
. o 2 eee s
% %o %
1o el
a, ’ a, y 0t 2, ' "n
T, o
e R

Puisque %0 est un P. V.
Alors, o

C’z(ll) = #o/ 2

Puis ¢«

et E(Ql) = a

=
—~
R
N
~
]
o
N
-

élément, on a |an] >m

» dfou 'WII < |PO| .

Fogign-1
1= (1/p0)(al Po + ao) = a, +-@0/po) et lpO' > Iaol entrafnent

2,

2 2
2 (1/R))(a2 o + al p + ao) = a2 + (al/po) entrafne «

dtou [a2| < ]pol y et, de proche en proche, on a

(1)
1

1 )e

ot ol = la -

= al/ao et

agl) = (al/ao) ’ aéZ) = (az/ao) g eee s ail) = po/a0 .
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En réutilisant les m#nes égelités, on obtient la troisidme ligne du développement
et ainsi de suite.
s
Remarquons qu'on peut, dans 1'hypothese du théoreme, remplacer 2, € Fé par
* .
ao/bo s OU bO et a, € £, et 7, divise a, dens £ (i=1, 2, «es yn),
nous obtenons ainsi de nouvellies classes de nombres dont le développement est pé-

riodiques

Dans le cas réel, nous avons obtenu le théoréme suivant.

THEOREME 9. = Soit 1'équation g(x) = xn+l -a, X - ces = a1 X - (aO/bO) =0,

oh les nombres a, (1=0, 1, «e. yn) et b, sont des enfiers positifs tels

‘qlel (ao ) bO) = 1 _O_.‘_b aolai (j_ = l 9 oee n) °

Soit o 1la racine positive de g , et considérons les nombres

n-i+1 n-i .
Q’n—a,ai—-ﬁ - a o -coc"di+lC( (l—-l,ooo,n"l)'
Llors dans les deux cas suivants
0 = b. > > a
1 CO ao/ o> 1 et a, maxl$i$n_l 5 et a > Co ’
o < a > 1 -+ me
2 CO 1 et CO a, 2 1+ maxlgisn—l a;

le systeme (al ,...,yn) adnet par 1'L. J. P. un développement purement périodi-

que de longuecur n + 1 . La période est

Si de plus, on a :

[+
1 CO >1, a, B'an—l + eeae + a, + CO + 1,
(¢]
2 CO <1, CO a, ;an_l + ees + a, + 2CO + 1,
alors le polynbme caractéristique du développement est irrdductible sur Q et ad-

~

met un nombre de Pisot pour racine.

I1 est assez simple de montrer que g adnet unc seule racine positive. La pre—

miére partic du théoréme résulte des relations

1= % +(CO/Wn>’

.
1

Q
il

2 5 eee 4 1) .

1l
i

o * oy /o) G

On montre que [an] =2 puis [ai] = a; (1=1 y «se s n = 1) , et on conti-

nue la démonstration comme em théordme 8. ( [x] désigne la partie entidre de x .)
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Pour la seconde partic, on utilise le théoréme suivent ([57 et 7.

e \ . .
THEOREME 10. - Le polyndme caractéristique d'un développement est irréductible

sur Q et admet un nombre de Pisot pour racine, si, et sesulement si,

(\))) ~0.

a L

(A(")

En pesant Hv = A§v) - AéV) , on ddduit de (3)

{
i
}

= (1/Q£V)) Hv + (Q§V)/Q£V)) Hv+1 + eee + (wéri/aﬁv)ﬁH

vin

Si on pose Mv = max ] s on obtient :

0<j<n-1 !Hv+j
i, | <e ol o e o/ 1

I1 suffit alors de trouver des conditions pour que

e O e

Ici ily a (n+ 1) inégalités & vérifier.

- . N n+1
Remarque. — BERNSTEIN ([2] et [3]) considére w = Tt 4 a, 00 d et D

sont des entiers, d|D, D a.d(n - 1) , n 32 2. Llors les nombres

2 n
Wy W g eee 5 W

ont un développement périodique avec une prépériode.

En considérant « = 1/(w = D) y o vérifie toutes les hynothéses de la premidre
partie du théoréme 9 et le développement obtenu dans ce théoreme & la méme période

que le développement de w , w2 g oo g W e

Exemple numériques - Soit w = SJ&O8 +2, a= 1/(w=-8) « o vérifie s

g(x) =

- 4.107 x7 - 14,106 x6 - 28.105 x5 - 35.104 x4 - 28.103 x3 - 14.102 x2

pof =

—4OX— =O,

w ne vérifie pas la condition de Bernstein (10 n'est pas supérieur & 2 x 7 ), et

g vérifie les deux conditions du théoreme 9.

En effet

4 3

.é. 4107 3 1410° + 28107 + 3510% + 2810
7

2107 = 17 179 442 .

+14w2+ 40+ 1+ 1,

Alors nous pouvons affirmer que le développement de @y g eee s Oy défini au
théoréme 9, est purement périodique de longueur 8 et que 1l'équation caractéristi-

que est irréductible et admet un nombre de Pisot pour racine.

Le développement est



[1]

[2]
[3]
[4]
[5]
(6]

(7]
(8]

B=11

e T

40 ’ 1400 9 ®ecccocece g9 14.106 ’ 4107

6
80 , 2800 , e0 00089 00 ’ 28.10 , 8107

, 6 7
80 ’ Zboo ? a0 0o 0o 00 ] 28.10 9 410

000 00 000 00O 0P BP0 OOB 000N E LSO

80 , 1400 5 weeeenenee 5 140100, 4107
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