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6-01

PROLONGEMENT ANALYTIQUE

POUR LES FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES SUR UN CORPS VALUÉ

par Philippe ROBBA

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU

(Théorie des nombres)
13e année, 1971/72, n° 6, 21 p. 6 décembre 1972

1. Introduction.

Soit K un corps valué ultramétrique complet et algébriquement clos. Comme dans

le cas d’une variable, les séries de Laurent à plusieurs variables ne permettent

pas de définir un prolongement analytique en dehors de leur domaine de convergence.

Suivant la technique inaugurée par II. ~2~~ on définit les éléments ana-
lytiques sur un ensemble A comme étant des limites uniformes sur A de fractions

rationnelles sans singularité dans A ~ et l’on cherche pour quels ensembles A ~
dits analytiques, les éléments analytiques vérifient le principe du prolongement

analytique.

Nous ne savons pas caractériser les ensembles analytiques, mais nous allons cons-
truire une classe K d’ensembles analytiques, qui, dans le cas d’une variable,
coïncide avec la classe des quasi-connexes.

Auparavant, nous établirons des propriétés des singularités d’une fraction ra-
tionnelle au Doyen d’une fonnule de Cauchy formelle.

2. Notations. Série de Laurent. Fonction de valuation.

2.1. R désigne la droite numérique achevée ; R == R u {- ~ , + ~} et

R ~ , On note v(x) = - log x ~ la valuation de x E K . On suppose que

v(K) est dense dans R . Pour x = (x1 , ... , x ) E on notera

Pour  et B) de R ~ ~,  v équivaut à ~ i  v, pour i ~ 1 ~ ... f m .

Soient o’ == (o’ , ... , 03B1m) E Zm un multi-indice, X : (X, , .... Xm) une fa-j. m -- 1 ’ ’ m
mille d’indéterminées, et y ~ Rm , on pose

et, pour 0  ~  ~~ ~

Soient a03B1 E K , définis pour tous les multi-indices 03B1 , considérons la série de

Laurent 
a 

a 
0’ 

X~ ,

On définit l’ensemble conv(f) c: Rm de la façon suivante :



Si , pour 1 e 1 " [ 1 
, 

... + m Î , i = i oe ( 1 = + l ) , et, pour .

yà E équivaut à a ~ 0 pour £. c~.  0 etj - cy 
~ 

ii

On voit que le domaine de convergence de la série f dans ~ est l’image ré-

ciproque de 

2. 3. Pour ~ E conv(f) , on pose

(On convient que si == 0 ~ == 0 ).

Cette application de conv(f) dans R s’appelle la fonction de valuation de f .

2.4. Lorsqu’il y a un seul multi-indice j3 tel que v(f , ) = v(a ) + p  ,
on pose p == N(f ~ )~) . On note Reg(f) l’ensemble des points où N(f y ~) est

définie et Z(f) == conv(f) B Reg(f) .

2.5. L’ensemble conv(f) est convexe.

Preuve. - Soient p et q  0 , P + q == 1 , 03BB et  e conv(f) . Si B et

+ q )] = P + + y + 03B1 ] == + ro

et donc p03BB + q  ~ conv(f) «

Si 03BBi == - co (resp. + ~ ), par p03BBi + q i , il faudra entendre n’importe quel
nombre  i (resp.  i ). Avec cette convention, on vérifie encore que

pX -~ q~ e conv(n) .

26 La fonction v(f y ~) est concave.

Preuve. - C’est 1~enveloppe inférieure d’une famille de fonctions affinas.

2.7. Dans lj3 graphe de la fonction v(f , ~) est un polyèdre
(ayant éventuellement une infinité de faces).

2.8. L’ensemble Z(f) est la projection des "arêtes " du polyèdre de valuation

(Par arêtes~ on entend les faces de dimension n - 1 ).

2.9. n conv (f) est un ouvert. v(f , y ~) y est diffërentiable et

N(f , H) = grad v(f y ) , enfin N(f , y ) y est localement constante. Les compo-

santes, où N(f y ) garde une valeur constante, sont les polytopes convexes qui
sont les projections des faces du polyèdre de valuation de f .

2.10. PROPOSITION. - Soit ~ e conv(f) n v(K~) n ~ . On a



pour’ tout y t el que ~. ~, , et si  E on a plus précisément

Principe de la démonstration. - Il est clair que, pour tout x tel que 

Soit à l’ensemble des OE tels que v(a) = v(f , p) . À est non vide et
a

fini. Si  G Reg(f), 1. est réduit à un seul élément, et, pour v(x) = p ,

Dans tous les cas, posons

On voit que v(h(x)) ~v(h ~ ~) >v(f y ~) . Tout revient alors à démontrer la

proposition pour g(x) y et, en multipliant g(x) par une puissance convenable de

x , on se ramène au cas d’un polynôme.

2. Il. COROLLAIRE. - Il y a unicité du développement en série de Laurent. Plus

précisément, soient f et g deux séries de Laurent telles que

conv(f) n conv(g) n v(K~) n 1~ ~ ~ .
Soit ~ e conv(f) n conv(g) n v(K~) n 1~ ; si, pour tout x tel que v(x) = ~ y on
a f(x) === ~(x) y les deux séries coïncident.

2.12. Principe d’unicité : Soient A le domaine de convergence d’ure série de

Laurent, f ~ et f(x) la somme de cette série. Si f au voisinage d’un

point x~ de A ~ f est identiquement nulle dans A .

Preuve. - Par un développement en série de Tayl or autour de x y on commence par

prouver que f est nulle dans le Polycercle (x ) 1 v(x) = v(x0)} , le résultat dé-
coule alors de 2,Il.

3. Formule de Cauchy dans les polycouronnes.

3.1. Dans 3.1w et 3.2., nous travaillons dans K (c’est-à-dire que m = 1 ).

Notons C = (x ) jxj = r) le cercle de centre 0 et de rayon i* contenu dans

K , r appartenant au groupe des valeurs de K . Notons H(C ) 1 ’espace vectoriel

des élém.ents analytiques C (c ’est-à-dire des sommes de séries de Laurent sur

C ) muni de la norme de la convergence uniforme.

LEMIIE. - II existe, une forme linéaire 03C6r continue sur H(C ) y telle que
== 0 pour n ~ Z , n ~ - 1 et ç (l/x) == 1.) .r 201420142014.. ~-’ ~2014~. r ’ ’

Preuve. - Cela résulte du fait que les fonctions x y n e Z , sont topologique-
ment libres dans H(C ) y et forment une famille totale.



3*2. LMME. - r et r’ appartenant au groupe des valeurs~ r ~r~ ~ soit
f définie sur Cr ~ C , y avec feH(C )(9H(C ’) . Alors la fonction

y(z) = 03C6r(f(x)/(x - z)) -. 03C6r’(f(x)/(x - z)) ,
est série de Laurent dans la couronne r’  jzj r. Si, de plus y
f restriction d~une fonction développable en série de Laurent dans la
couronne r~ ~ on a

Preuve. - On raisonne comme dans le cas en développant 1/(x - z) sui-
vant les puissances positives de z sur Cr et suivant les puissances négat ives

de z sur Cr’ .
3.3. £tant données les formes linéaires continues 03C61 , ... , tp n 

définies

sur H(C1) ... H(Cm), il leur correspond une forme 03C61 ~ ... ~ cp définie sur
1 m 1 m

§l . jm H(C j) = 
m 

C j) où 
m 

C j) désigne l’espace des fonctions 

veloppables en séries de Laurent sur 03C0 C . , muni de la norme de la convergence uni-
~7

forme. on peut calculer 03C61 ~ ... ~ ;p m(f) par "intégrations " successives ô

le résultat ne dépendant pas d’intégration.

Et ant donnés coupLes de nombres ( r . s 1  ~  m ~ appart enant au 

pe des valeu.rs nous noterons D 
fi 

la polycouronne formée des x ~ Km tels que

r t  |xj|  rj , et D polycouronne formée des x tels que r’j  | x ,,  r ..
J J J m 

. 

J J J

On appellera frontière distinguée de D l’ensemble aD = 03A0m. (C u C ’) , et
- 

~j m J= ~ r . r ..
J 3

on notera H(~Dm) l’espace das fonctions définies sur ~D dont la restriction à
m m

chaque 03A0m le ( p , w r . ou r’j ) appartient â 
1 Cpj) . On pose

à est une forme linéaire sur H(~Dm) .

PROPOSITION. - Si la fonction de z = (z , ... , 

g(z) = 03A6m[f(x)/(x1 - z ) . » . (xm - zm)] est développable en série de Laurent dans

D . Si f est la restriction à ~Dm 
ln 

d’une fonction f définie dans 

rément développable en série de Laurent en chacune dos variables, on a, dans D ,
f(z) = g(z) . 

~ --- m

Preuve. - La première partie de la. proposition se démontra comme en 3.2. en dé-

veloppant ... (x - z ) en série entière convenable suivant les - 1 1 m r~

férentes portions 

La réciproque se démontre par récurrence sur m . Pour m = 1 , cela résulte du

lemme 3.2. hlors, les variables ... p x ~ étant fixées, on a
1 :n L



d’après le lemme 3.2 et les hypothèses de la proposition. Il résulte alors de l’hy-

postèse de récurrence que

d’où le résultat.

3.4. On en déduit le corollaire important qui nous servira par la suite.

THÉORÈME. - Sj dans la polycouronne D==(x ) 1 )x.) Î  rj} , ou,
r. J et r! appartiennent au groupe des valeurs de - f est séparément dévelop-

pable en série de Laurent par rapport aux variables x. d’indices j tels que

r’j ~ rj , et si dans les polycercles 03A0j=1 mCpj , où pj = rj ou r’j , f est

développable en série de Laurent, alors f est développable en série de Laurent
dans D tout entier.

Si pour r!  rj , il de la proposition 3.3 que f

est développable en série de Laurent dans D. On vérifie alors que cette série,

converge dans D ~ sa somme coïncide donc avec f dans D 

Pour certains j, r! = on adapte les résultats de la proposition 3.3 en

n’effectuant les "intégrations" successives que pour les j tels que r..
3.5. Mous laissons au lecteur la soin d’énoncer les assertions analogues

lables pour des séries de Taylor.

3.b. Si Il est supposé maximalement complet, le théorème de prolongement de

Hahn-Banach est vrai pour les espaces normes sur K [1]. On peut alors, dans les

lemmes 3.1 et 3.2, remplacer H(C) par B(C) , espace vectoriel des fonctions dé-
finies sur C à valeurs dans muni de la norme de la convergence uniforme.

Dans la proposition 3.3y on peut remplacer H(ôD ) par B(ôD ) . On obtient alors
le résultat suivant.

THEORIE. - Si dans la polycouronne D = 1 r’  |xj| Î  rj} la fonction f

est bornée et séparément développable en série de Laurent, f est globalement dé-

veloppable en série de Laurent.

4. Zéro d’une série de Laurent. Singularités d’une fraction rationnelle.

4.1. PROPOSITION. - Soient f une série de Laurent, ~t conv(f) n v(JCll) n 
~ f(x) ne s’annule pas dans le polycercle (x ) v(x) si

~ ~ il existe x tel que et f(x) == 0 .

Preuve. - Si Reg(f) , on sait que, pour v(x) = ~ y v(f(x)) == v(f y ~) ~



donc f(x) ~ 0 . D’autre part, la propriété est 
bien connue pour m = 1 [3]. La

démonstration se fait par récurrence sur 
m en fixant convergent l’une des

variables.

4.2. Soit R(x) = P(x)/Q(x) une fraction rationnelle, où P et Q sont deux

polynômes premiers entre eux. On prolonge par 
continuité, lorsque c’est possible,

la fonction R(x) aux points où P et Q ont des zéros communs.

Soit A l’ensemble des zéros de R, on note Z(R) l’adhérence dans Rm de

v(A) . Soit B l’ensemble des singularités de R, on note W(R) l’adhérence

dans ~ de v(B). Z(R) et respectivenent contenus dans Z(P) et

Z(Q) d’après 4.1.

On pose v(R , )~) = v(P ~ ~h) - v(Q , ~) .

est une fonction affine par morceaux, 
nais n’est plus concave. Son

graphe est le polyèdre de valuation 
de R .

On note Res(R) =C(z(R) u W(R)) . Si  ~ Reg(R) n alors

pour v(x) =~ *

On note N(R,) le gradient de la fonction v(R , ~) pour ~ e Reg(R) . Si

~ uZ(Q) , on a =N(P , ~) -N(Q , ~) .

Nous allons préciser la forme de Z(R) et W(R) .

4.3. Soit une famille 

Soit f définie sur A= telle que sa restriction à chaque A~

soit développable en série de Laurent. Alors f est développable en série de Lau-

rent dans A .

C’est une conséquence immédiate de 2. Il et 2.12.

4.4. LSIME. - Soit II une composante convexe de Reg(Q) . Alors R= P/Q

est développable en série de Laurent dans 

Preuve. - Soit Q(x) . Z,~, a~ D’après 2.8, il existe Q tel que. dans

on ait v(a v(a pour 0 . Posons

On a alors

la série convergeait dans v (n) .

4.5. THÉORÈME. - Les composantes convexes de Cw(R) sont des polytopes con-

mexes, et R est développable en série de Laurent dans les images réciproques de



ces composantes connexes.

Preuve. - Soit 11 composante connexe de 03A0 est ouvert puisque

W(R) est v(Km) n Reg(Q) est dense dans Les cubes fermés conte-

nus dans il ayant leurs sommets dans v(~.~) n Reg( Q) forment donc une famille

enchaînée Soit S un de ces cubes. Dans la polycouronne 

R est séparément développable en série de Laurent. est un sommet de S ~

dans le polycercle v"~(o’) ~ R est développable en série de Laurent d’après le

lemme 4.4. Il résulte alors du théorème 3.4 que R est développable en série de

Laurent dans v-1(03A3) . Il résulte alors du lemme 4. 3 que R est développable en

série de Laurent dans v-1(03A0) . D’après 2. 4, cette série converge dans 

où 03A0 désigne l’enveloppe convexe de Dans R n’a donc pas de sin-

gularités, il en résulte que TI n W(R) = 03C6 , et donc 03A0 = n . n est donc convexe.

Le fait que ce soit un polytopc résulte du fait aue Z(Q) .

4.6. Par définition, si a E K~ est une singularité de R , W(R) ,
réciproquement on a le théorème suivant.

Si ~ E N(R) n la fraction rationnelle R a des singularisés

dans le polycercle .

Preuve. - Soit ~ E 1f(R) n et supposons que R(x) n’ait pas de singula-

rités dans le polycercle 

Supposons d’abord qu’il existe un segmenta centré en ~ et parallèle à l’un des

axes de ~ (par exemple, l’axe o~, m )~ interse;ctant seulement au point jjL .

Soient (~, r ~ p) et (~~ ~ 9 r) les deux extrémités de ce segment, avec r  ~, m  p

p et r appartenant à 

Il résulte du théorème 4.5 que R est développable en série de Laurent dans les

polycercles v(x) = (~ t ~ p) et v(r) = (~r ~ r) . Lorsque x’ est fixé avec

v(x’) = ~, t y on voit que x ) est développable en série de Laurent par rap-
port à la variable Il résulte alors du théorème 3.4 que R est développable
en série de Laurent dans A == 1 v(x) ~ p~ . Soient I~ et n~

les composantes connexes contenant (~ t ~ p) et r) respective-
ment. Posons B == et B’ = Le triplet ~ .A ~ B , Br > est enchaî-

né. Comme R est développable en série d.e Laurent dans A ~ B et B’ t (théorème
4~ 5) y il résulte du lemme 4.3 que R est développable en série de Laurent dans
A u et donc dans v (n u II:) . R n’a pas de singularités dans v" 
donc u il’) == ~ ~ ce qui contredit le fait qlle  E 11(R) n R

a donc des singularités dans le polycercle v(s) == ~ . ,

S’il n’existe pas de sérient contenant  , parallèle à son axe et non contenu
dans W(R) , on le ramène au cas précédent par un changement de variable (polyno-
mial) convenable.



5 . Ensembles saturés projectivement connexes.

5.1. L’ouvert A ~ Km est dit saturé si v -1 (v(A) = A ; autrement dit si
x E A et impliquent y E A .

Le domaine de convergence série de Laurent est saturé, c’est ce qui motive

cette définition.

5.2. L’ensemble saturé A est dit projectivement connexe s’il existe 03A9 , ou-

vert connexe de tel que Q 

/ B

5. 3. THEOREME. - Soient A un ensemble saturé projectivement connexe, et f

un élément analytique sur ~~ . Alors f est somme d’une série de Laurent conver-

ge ant sur A ,

Preuve. - Soit R une fraction rationnelle sans singularités dans A . Montrons

que = ~ ~ est formé de polyèdres de dimension m - 1 contenus dans

des hyperplans orthoganaux à des vecteurs de coordonnées entières. Comme est

un espace vectoriel sur Q , et est dense dans R 9 il en résulte que n 

est dense dans Tv( R~ . Alors n e2 étant ouvert dans n Q n 

est dense dans W(R) liais

et, puisque ~: est s aturé et que R pas de singularités dans A ~

d’où le résultat.

fl , étant connexe, est donc contenu dans une d,es composantes connexes de 

soit il; et alors v(à) C fl puisque v(L)n V(R) = jlÉ . Rappelons que, dans fl ,

v(R , ) est une fonction concave.

Soit alors R une suite de fractions rationnelles sans singularités dans lx con.-

vergeant Uniformément vers = sur /.. Soit 03A0n le polytope Convexe associé à Rn
Contenant ; Q * Dans 03A0n , R est développable en série de Laurent (théorème 4.5) ,
soit F = I a ’ XY cette série. Soit p e v(1-) , alors v(F - F p) -+ q- co ,n OE. tY,n n m
quand n et m tendent vers + W , ce qui montre que, pour cy fixé, a 

OE,n 
est

une suite de Cauchy qv.i converge vers iin élément a de K . Soit alors
OE

F = 03A3a03B1 X03B1 . On Voit que  G conv(F) et que, pour v(x) = yy , on a

r y

5.4. Un ensemble saturé projectivement connexe est un ensemble ana-

lyti ue.

C’est une conséquence de 2.12 et du théorème précédent.

5.5. Notons C la classe d.es ouverts saturés projectivement connexes (une ori-



gine et des axes ayant été choisis une fois pour toutes). Nous dirons que f et

C-analytique sur A , si A = U. -r Ai , la famille (Ai) étant enchaînée, si f

est un élément analytique sur chaque Ai et si les l~i appartiennent à C .

PROPOSITION. - Les fonctions @-analytiques sont développables en série de Laurent

sur leur domaine de définition.

C ’est une conséquence immédiate du théorème 5.3 et du lemme 4.3.

On voit donc que la classe C ne permet pas d’obtenir une classe assez vaste de

fonctions analytiques.

6. Ensembles quasi-connexes.

6,1. Toutes les notions introduites jusqu’ici peuvent être relativisés par

un changement d’origine. Si y E Kr~ ~ on pose v 
Y 
(x) = v~x ~ y) ; on introduit la

fonction de valuation d’une fraction rationnelle R relativement à Y :

On vérifie sans peine que si v(y - z~ _ ~ ! alors v (R , p~~ = v (R , ~~ .
y z

L est dit saturé relativement à y si (l’~~ ~ _ l~ ,
Y Y

Si ~’y ~ K~ ~ nous appellerons partie saturée de l~ relativement à y , et nous

noterons le plus grand sous-ensemble de /, saturé relativement à y . on voit
Y

que "xE ~‘ss" équivaut à "pour tout z E ~nq 
v 

q p ,

Asy est la réunion de tous les polycercles centrés en y contenus dans i; .
Y

6.2. L’ouvert t‘y ~ Km est appelé quasi-connexe élémentaire si, et seulement si, g

quel que soit y ~ A , il existe un ouvert 03A9 de Rm tel que

(a) 03A9 n v(Km) ~ vy(Asy) ;
(b) ( ) désignant la famille des composantes connexes 1a fanille

( n Rm) est enchaînée ;

(c) vy (A) ~ (Uk 03A9k) .
l’1 est dit quasi-connexe si c’est la réunion d’une f amille enchaînée de quasi-

connexes élémentaires.

Si m = 1 9 un quasi-connexe élémenta.ire est un quasi-connexe au sens de 

~ 2 ~.

6.3. Soient A un quasi-connexe élémentaire, f un élément analytique sur

l’~ ~ y ~ ~, . Si n est une suite de fractions rati onnelles sans singularités sur

A et convergeant uniformément sur A vers f , on vérifie sans peine que, pour

 E v (A) , v T(R ! ) converge vers une limite, et que cette limite ne dépend pasy ~ n "

de la suite Rn considérée. On noto donc cette limite v (f , ) .
Y



Sur v-1(03A9k) n i:§ , f est développable en une série de Laurent fk (théorème
5.3), et l’on a, pour  ~ 03A9k , vy(f , ) = fk , ) . Pour Asy , on a

v 
y 
(f , p) = inf v (x) rià 

v(f(x)).

Si y et z e L , v(y - z) = n , alors v yà) = v z (f , ) .

6.4. THÉORÈME. - Un ensemble quasi-connexe est analytique.
Il suffit de démontrer le théorème dans le cas où i’; est un quasi-connexe élé-

mentaire.

6.5. Soit n un ouvert connexe de Rm , et soit f un élément ana-

lytique sur v-1y(03A9) . S’ii existe  G à tel ue = + m , on a

v (f , p) = + C5 pour tout  G Q n 
-

Preuve. - La £onction v (f , p) se prolonge à ’É , d’après le théorème 5. 3, 1
étant convexe et la fonction v (f , p) étant concave, on voit que si, pour

.= 

m Y 
,,,

À G Fi .? # , v (f , À) = + c* , a20rs v (f , p) = pou.r tout  e Q , et le
’~’° Y Y -,,=-. m résultat reste vrai par continuité pour pe ù ~ Rm .

6.6. Démonstration d.a théorème 6. 4. - Soit f un élément analytique sur L ,
et supposons que f soit nulle au voisinage de y et ne soit pas nulle au voisi-

nage de z .

Soient Ài ’ °* ° , 03A9n les ouverts connexes annoncés par la définition

6 . 2; tels que

v-1y(03A9k)  / , % n %+i n f / " pour i S k  n , vyY> et vyz> G É .
Soient % G % n %+i n ,# . Par application répétée du lemme 6.5, on voit Que,

~X 
de ~~~ = ~ ~ et donc

Y (f , À) = + 00 avec À = v(z - y) .

Un raisonnement analogue relatif à z montre que v (1’ , À) j + ca . Or, d’après
6.4, on doit avoir vz(f , x) = v éI (£ , x) ; il y a contraction.

6.7. On notera K la Classe des ensembles quasi-connexes. La classe K n’é-

puise pas la classe lÀ des ensembles analytiques (on voit en effet que c’est le
cas Si m = 1 14], mais les fonctions K-analytiques forment une famille assez
riche pour étudier le prolongement analytique.
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