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Séninaire DELANGE-PISOT-0ITOU 5-01
(Théorie des nonbres)
13e annde, 1971/72, n° 5, S Do 29 novenbre 1971

TRANSCENNOLNCE ET INDEPENDAINIC. LLCEBRIQUE
DE3 VALEURS DE FO:CTIONS MARONORPHES
par Hichel WALDSCHIIIDT

Lprés avoir reomelé un théoréne de Schneider sur les valeurs algébriques de fone-
tions ndérowrrhes elgébriquenent indépendantes satisfaisant une dquation différen—
tielle, nous introduisons la ddéfinition de "suites ponddérées, généralisant la no-
tion de weighted sequencos™ qui pernit & RANACIANDRA d'obtenir des résultats de
transcendance concernant des fonctions algéhriquenent additives ; nous pourrons a-
lors étudier 1'indépendance algdbrique des valecurs de fonctions néronorphes, grace

4 la notion de type de transcendance Jd'un corpse.

le Introducticn. Théoréne de Schneider.

.

En 1949, SCHNEIDER, reiarquant que toutes les dénonstrations de transcendance que
1'cn avait cffectudce aveoe la méthodo do Gel'fend avaient de nombroux points come
rnuns, réussit a regrouper ces nropriétds en un théordie gdénéral sur les conditions

arithnétiques pour la dépendence algébrique de fonctions.

Suivant lz définition de LANG [7], nous dirons qu'une fonction entidre f eat

d'ordre inférieur ou égal & p , s'il existe deux constantes positives C et RO

telles queo

log Supizl:R lf(z)l < orP nsur R > RO ’

ce que nous noterons (notation de VINOGRADOV) :

]f(z)l < RP .

log sup I z I=R

Une fonction ndéronorphe est d'ordre inférieur ou dgal & p , si elle est quotient

de deux fonctions entitres d'ordre infdérieur ou dzal & p

Id ~
THIOREME de Schneider, - Soiggt K un corps de nonbres, fl 9 vee fd des fonc=
tions néronorphes d'ordre inférieur ou égel & p . On_suppose gue fl et f2 sont

algébriquenent indépendantes sur C , et que la dérivation opdre sur le corps

K(fl y coe fd) « £lors il n'existe qu'un nonbre fini de nonbres conplexes w tels

que fi(w) €K pour i=1, .40 , d.

4

Cet dnoncé peut 8tre conpldété par une najoration du nonbre =m de w € C pour les-
quels fi(w) €K, i=1, ee. 4, d o Une telle najoration a ét¢ dennde p;; SCIINEIDER
[11], LIPMAN [9], LaNG [6], [7] (voir eussi 1'appendice de son livre "Algebra®), et
le meilleur résultat actuelleient connu : ® < 20[K : Q]+t est d & BOMBIERI [1]

(voir sussi [&7) qui a étendu ce théordne aux fonctions de plusieurs variables.
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Le théorine de Schneider contient la transcendence de e pour o algébrique

ncn nul (HJRJITM-LINDEHANH), la trancendance de ab pour & ct b algébriques,
a#0, a# 1, ¢t b irrationnel (GEL'FOND-3CHNEIDER), ainsi que de nonbroux ré=

sultats de SCHNEIDER sur les fonctions ellipticues :

* :
Soient = ct n  deux fonctions cllintiques de Weierstrass dont les invariants
3t
g27g3’g2’g3
(a,v) #£(0,0),

tions p(z) et v (Bz) sont algébriquenent indépendantes sur E o Llors,

are
=

sont algébriques 3 soient & , b, @ , B des nonbres algébrisues

a#0, B#0, et seit ¢ € C . On suppose que les deux fonc-

1° L'un des deux novbres u(t) , at + bg(t) est trenscendant ou infini (g &

tant la fonction zéta de eierstrass associde & p \,

#*
2° L'un des deux nonbres p(t) , n (3t) est trenscendant ou infini,

at PO
3° L'un des no.bres p(t) s © cst transcendent ou infini.

Le théorsne de Schneider est le -eilleur possible si 1'on tient conpte des ronar—
ques suivantes

alt P
t, e"( ) prennent des veleurs algdbriques pour tous les

- Les dceux fonctions
zéros du polynérie Q(t) & coefficients algdébriques ([7], Pe 22) 3
) 2
- Les fonctions t , et s gt s ses:y Drennent leurs valeurs dans Q(e) nour
toute valeur entidre de t ([7], p. 41)
- Les fonctions 2t ’ 3t ’ St s s+ premment leurs valeurs dais Q pour toute va-

leur entidre de ¢

Le dernier oxerple nontre que, si la ddrivaticn n'opére pas sur le corps

K(fl y eso o fd) y le nonbre de ~oints w e 9’, pour lesquels fi(w)e K peut Btrc
infini ; lc scul résultat que 1'on puisse espdrer concerne alors leur répartition
dans E’ (i1 en est de u:8rie si on supnriiic 1'hypothése que K est un corps de non=-
bres pour la renplacer, par exe:ple, par K =.3(e) ). Cependant, le théoréne sur la
transcendance de ab , qui aveit &t obtenu par GEL'FOND grice aux fonctions e ’
ebz , avait &té ddnontré si mltand.ent, et indépendavient, par SCHNEIDER avec les
fonctions z et a2 = cxn(z log a) qui ne vérifient pas d'équation différentielle
& coefficionts algdbriques. Umc géndralisation de cette néthode devait periettre a
LANG et & RAIACHANDRA (ind dérendannent) d'obtenir une rejoration do la densité (en un

sens précisdé plus loin) des points algébriques covwuns & f. , +.s , £, sans suppo-

1 d
ser que les fonctions considérées satizfont une Squation différenticlle.
RAMACHAITDRA vtilise la noticn de ™reighted scquences, tandis que LANG définit
1' "ordre arithnétique d'une fonction", qui lui periet égale.ent d'énoncer un résul-
tat dans le cas ot K est une extension de ‘3 de type de transcendance inférieur
ou égal & T (nais la ddunstretion du théordie 2, chap. V, § 3 de [7] conporte
une errcur dans 1'estination du ncibre d'équations). La définition de "suites nondé-
rées", qui contient les deux notions précddentes, nous pernettra d'étendre & la fois
le théoréne de Schneider ct celui de Ranachandra aux extensions de 3‘ de type de

transcendance fini. Wous verrons enfin que, en ajcutant des conditions analytiques
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sur les fonctions f cse fd , on peut obtenir des résultats concernant en

1 4
particulier les extensions de Q de degré de¢ transcendance 1.

2. Taille, type de transcendance et suites pond erges.

et et L ot

(4) Définition de la taille.

La notion de taille, gdéndéralenent utilisée pour les nonbres algébriques, pesut 8tre
étendue aux sous-corps de C de type fini sur Q . On prodéde de le naniére suiven-

te :

Taille d'vn prlyndiiee = Scit O wun corps rwuni d'une valeur absolue, et soit

Pe Q[Xl ) ese Aq] un polynérie non nul de degrd r. vpar rapport a X. :
r T
= Z:;;l=o .o Zi =0 p(2 10

ou p(Zl s sev o ﬂq) = p(4) « On derit ﬁPﬂ = maX(E)|P(E)l

Z Z
ey 1) B 22T 00 xP)

On définit la tsille de P par
t(P) = qax(rl pere s T 1og ||P|])

Teille sur une extension de Q de type fini. - Soient ¢ un corps de caractéris—
~

tique nulle nuni d'une valeur absolue, X un sous-corps de (Q de type fini sur Q
~

q 20 1le degré de transcendance de K sur Q .

I1 cxiste des éléents X9 see Xq , v de K (systdie générateur de K sur

,8~) tels que K =.g(xl y e X y) , avec X, e

pendants sur Q , et y entier sur Z[x1 y see xq] .
L d T~

.o Xq algébriquenent indé-

Soit & =[K: Qx. , ees , xq)] lo degré do y .

Si o e2[x ees 3 £, Y], a s'derit de nanidre unique @

1? q
Z§_O & Yy 0

On définit elors la taiile de o par

7 - .
s 3 X j 4 1 &iLqoe

evec &, € Z[xl , .

t(w) = nax

O<i<s1 t(ai) .

Endin, si o €K , « s'icrit de nanitre unique
-1
o, pour i =1, «co , A=-1, a ot b sont deux élénents de Z[x g ose 4 X |

q

sans facteur corrmuns. Soit ¢ le p. De co 71, des polyndnes bO g see o b5_1 (on

dira que c¢ est un déncrinateur de ~ ) y et soit 0 = co « Alors

]
i
s X -

Be_@xl,...,x

Y q

On définit la taille de «o par
t(a) = nax(t(g) , t(c))

La foncticn t , ainsi définie sur K , dépend du systéne de générateur (xl gy see

X, y) choisi, nais on constate facilenent que, si (x y ees xé , ') est un
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autre systéne de générateurs de ¥ avec lequel on définit une taille t' , il

existe une constante C positive telle que, pour tout o € K , on ait
t'(a) g ct(a) »

(B) Tyne de transcendonce.

Soient 0O wun coprs de caractdéristique zdro jwni d'une valeur absclue, et K un
sous-corps de () de degré de transcendance fini sur Q . On dira que K a2 un type

de transcendance sur Q inférieur ou égal & T s'il existe unc base de transcen-
~

dance (Xl y oo 3 x ) de K sur Q ot une constante C positive telles que,

~

pour tout o € Q(x ces ,.xq) , On ait

1 b4
(1) - t{a)" €€ 1log || .

On déaontre alors que, pour tout sous-corps L de K de type fini sur Q , il

existe une constante CL onsitive telle que, pour tout w::E€L , on ait

- tL(CY)T-S C; log IQ’I ’

L

ol tL est la taille définic sur L & partir d'un systdérne géndrateur quclcongue
de L (la constante C dépend de ce systéne géndérateur).

L
Ainsi la notion de type de transcendance cst intrinséque et ne ddépend que du corps

K (et nen de la base de trenscendance (x

(1)).

Notera que, dans le cas od 1a valeur absolue sur (0 coincide sur Q avec lo ves

~

L2 eee s xq) choisie pour la relation

leur absolus ordinaire, alors un corps de nonbres a un tvpe de transcendance infd-

ricur ou égal a4 1 sur Q . D'autre part, si K a un tvpe de transcendance inféricur

~

ou égal & T sur Q et si g est le degré de transcendance de X sur Q , alcrs

b

T2q+ 1 (ceci se déontre & partir du principe de Dirichet [7]).

(¢) Suites nondérées.

Soient K wun sous-corps de C , fl y cee o fd des fonctions néroucrrhes, algé-
2 i
briquenent indépendantes sur X s Q'ordre inférieur ou égal 3 Py 2 eee y Py TOS-

pectiverent. On pose p = (pj + eee + pd)/d « Soient A un rdel positif, et (Sp)

une suite de sous—-ensenbles finis de C o On dira que (Sn) est une suite ponddirde

~

relative au corps K et aux fonctions fl g see fd y de densité sundéricure ocu é-

grle & Ap , si

1° I1 existe un sous-corns L de K » de type fini sur Q , tel que

&L

0,
£ (g B . ‘ "1 .
£.(s) €1 et axeq (£(2) «nt, 121, ..., 4.
n
o . . . . . . .
2° Pour tout i = 1 s ees 5 d , il existe une foncticn entidre hi sans zdro
dans S - U S , telle que hy £, ost entidre, ot

i o
uaxzesn log [l/hi(z)f <n?t,

3° Pour n ——->c , on a

\
card Sn »n"P ot rax lz, <n .

2€S
n
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Exennles. - Soient X9 see s X4 (resp. Yio eve s yz ) des nonbres conplexes

Q-linéaireient indépendants.
~

(a) Soit L 1e corps obtenu en adjoignant a ’3 les 44 nonbres exp(xi yj) ’
i=1, ee0 g d, J=1, eeey £ « Soit S 1'ensenble des nonbres

n
< = o
& Tyt oot a,¥,, 1< a; $n, a3 & 2

La suite (Sn) est une suite pondérdée ralative & tout sous-corps K de C con-
R

tenant L , et aux fonctions fi(z) = exP(xi z) 3 1=1, oo 4 d, de dencité su~

périeure ou égale & 2 (p=1) .

(b) Choisissons fi(z) = exp(xi Z) DPOUr i =1, eee g d =1, ct fd(z) =1z,
et soit L 1le corps cbtenu en adjoignant & '9 les 44 nonbres (yj ’ exp(xi yj)) ’
i=1, ooy d=1, J=1, eea y & + Soit Sn 1l'ensenble des conbinaisons li=-
néaires a; ¥yt oeee 3y Yy, 0 2 € E y 1L a, £n, et soit K wun sous-corps de
E: contenant L . Alors (Sn) est une suite pondérdée relative aux fonetions fi et
au corps K , de densité supéricure ou dgele & £ o Ici, p< (d =1+ g)/d pour

tout ¢ positif,

{o

Renarcues — RAMACHANDRA [10] a construit des suites nondérées relatives a
(c16ture algébrique de Q dans C ) et & des fonctions £, avec fi(z) =z,
exp(bz) ou w(cz) avee b et ¢ conplexes non nuls, quand les invariants g,
et €3 de la fonction » sont algébriques. Bn fait, on peut construire des suites
pondérées relatives & un sous-corps quelconque K de E et & des fonctions fi
avec f;(z) =z , exp(bz) , »(cz) ou ¢lez) , ot ( est associée 2 une fonction

p dont les invariants aprartiennent & K .

3. Hajoration de la densité de suites nondérdes.

et e

Le résultat de RAIACIAIDRA que nous avons annoncéd au § 1 peut s'énoncer : "Toute
suite pondérée relative 2 un corps de nombres a une densité > Ap telle que
A< dfa - 1)" (le résultat de LANG dans le cas algébrique correspond & d = 2,

Py = Py ). Plus généreleent, on peut dé.cntrer le théordne suivant.

7 N\
THEOREIE 1. - Soit K un scus-corps de C de type de transcendence inférieur ou
~

égal & T sur Q « Soit (Sn) une suite ponddérée relative & K et a4 des fonctions

f1 g ses fd » de densit’} supérisurc ou égale & A\p « Alors :

1°8i d>7>1,o0na A<7dld- 7).,

2981 d>71 =21, sila dérivation opore sur le I-espaee vectoriel Kf1+...+de

et _si, pour tout entier k =1 , on a

k Py .
nax t(f§ )(z)) <n - y 1 =1, eea 4 d,

=S
alors A< (1=~ 1)a/(d - 7) .

Renarque 1. = Supnosons que K soit une extension algébrique de Q § alors K a
g
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un type de trenscendance infdérieur ou égal & T sur ‘3 pour T > 1 . Dans cec cas,

- 01 44duit de la relntion du 1° le théord e de Ranrachandra, qui ad et corme co-
rollaires le théordie de Gel'fond-Schneider sur la transcendance de ab (considé-
rer les deux fonctions =z ot a” y AVec p, <1 et oy = 1), ainsi que la ‘rans-
cendance de 1'un des six nonbres exp(xi yj) , i=1,2, j=1,2, 3, o0
xl ’ x2 (resp. yl ’ y2 ’ y3) sont des ncibres conlexes Q;linéairement indéhen—
dants (LANG = donné une & -onstration directe et siple de ce résultat (6], [7]).
D'autres corcllaires du théordie de Raiachandra, concernant les fonctions ellipticues

sont exposés dans [[10 Je

- La relation du 2° wontre que, dens le cas d'un corps de noibres et quand la dé-
rivation opére, on a card Sn <nt pour tout € >0 ;3 le théorgie de Schneider (8 1)

iontre qu'en fait l'enseible S = U Sn est fini.

On peut remcrquer que, 8 ¢ dans le cas algébrique, le théor&ie 1 ne senble pas le
1eilleur possible ; une aiélioration trés faible, telle que A < a/(a - 1) (qmi're~
vient & su priier la condition T > 1 dens la relation du l°)wontrerait par ereiple
la trenscendance du nobre 2(log 2)/(108 3) (voir 1les conjeétures de LANG [7],
SCHNEIDER [11] et RA ACTA DRA [10]).

D'autre part, il serait souhaitable que 1! on ¢litiine 1l'hypothése sur le tyne de
transcendance de K pour obtenir des wajorations ne dénendant que du degré de trans-
cendance q de K sur ,E . Un peut conjecturcer que le théortie 1 reste vrai quand
on reaplace T par q + 1 . Dans le ca: le plus siple (q = 1) , on connait un
tdre valable pour tout nombre coplexe ([37, [4], [67, [13]) qui peut, dens certains
cas, reaplacer 1'indgalité (1) ; les hynothdses suppléientaires concerneront los

fonctions fl y see o fd y et non le corps K.

7/ AN
THEORME 2. - Soit KO

ou égal &4 T sur Q, et soit K une extension de K

un sous—corps de C dc type de transcendance inféricur

0 de degré de transcendance

1 ; soit (Sn) une suite pondérée relative & K et & des fonctions f1 y eee s Ty

de densité supérieurc ou dgale & Ap .

1° On suppose qu'il existe doux constantes positives C et n, telles gque, pour

0
tout n > Ny s et tout polynbd e Pn € K[Xl g oo o Xd] vérifiant

’

-0,
0 € log “Pn” <€ n()ﬂ-d)ﬂ/d s degX Pn < n(>\+d)p/d " i
i

si F = Pn(f1 ) ese fd) , 1'un des nohbres Fh(z) , 2€ S

1 X s €5t non ntl.

Cn

Alors A < 2Td/(d - 27)..

2° On sunpose que la dérivation opére sur le Ke—espace vectoriel Kfl + eee + de

et que, pour tcut entier k > 1 on a

K Pi
ax t(f§ )(z))<nl,1=1, ces 5 d .
n
On suppose égale:ent qu'il existe deux constantes positives C et ny telles

que, pour tout n 2ny et tout polyndie non mul P € K[X, , ove o Xd] vérifisnt
n(Ma)e/(a-1) (g0 y-1/(a=1)

108 7, < ol=) =



-p; 507
degX Pn < @(n).n ’
i (s) -1
si F = Pn(fl y eee s fd) » 1'un des nonbres T (z) y =0, ooe 5 @(n)e(log n)

et =z € SCn s ©st non nul.

Alors A < (21 = 1)d/(a - 21) .

Reriarque 2. = On peut dénontrer, par exenple en utilisant un résultet de TIJDEMAN
[12], ou en utilisant le leime 3 de [13], que les hypothéses concernant les z810S
des fonctions F  sont vérifiées quand les £cnctions fl y see fd sont égales a

z ou a exp(bz) .

Montrons, per cxenple, que 1'on peut déduire de la partie 2° du théoréne 2 le ré=-

sultat suivent (a0 & GEL'FOID [4]) : Si a et b sunt deux nonbres algébriqgg§.

a#0,a# 1, e b irrationnel cubigue, alors les deux nonbres a , a g-at

algébriguenent indépendants sur Q .

b

Si cn considére en effet les trois fonctions suivantes

bz 2

Z ’ fB(Z) = eb Z

fl(z) =e , fZ(Z) = e

on construit une suite pondirde (Sn) avec

2
S, = {(Jl +u, b+ Uy ) loga| 1g u < n},

relative aux fenctions £, , f2 R f3 et au corps K obtenu en adjoignant a .3
B 2
b rd 7’ . ’ \
les noabres a , b, ab et a , de densité supdéricure ou dgale & 3 = Ap , avec

p =1« Come la dérivation opére sur . K fl + E f2 + K ¢f , on déduit du théo-

3

réme 2 T > 1, donc K n'est pas une extension de @ de degré de transcendance
_

<1

. ; £ s b
De la n&ne nanidre que pour Le thdordic sur la transcendance de a , on peut dé-

rnontrer ce résultat de GEL'FOI'D, sans utiliser d'éguation différentielle, & partir

, 2
des fonctinns fl(z) =7 , fz(z) = 8% ’ fj(z) = abz ’ f4(z) = ab z , et avec

2 3 z . . . 3
b+ U,y b | 1 <u, < n} . lais cette dénonstration utilise des majo-

S = {u1 +u i

2
rations telles que

log naxlzl:lel(Z)I € log R,

alors que les définitions préeédentes ne nous per:cttent que d'utiliser des najora—

tions du type
log nexlzizRifl(z)l < r® pour tout € >0 o

C'est pourquoi la partie 1° du théoréne 2 ne permet pas d'obtenir le résultate.
Mais la renarque précédente nontre qu'il est utile de renplacer, dans toutes les
définitions, les najorations R° par Rp(log R)p’ avec (p 4 p')e R2 e« On anéliore
ainsi les théorénes 1 et 2, ce qui nous permect de retrouver tous les rdésultats
d'indépendance algébrique des valecurs de la fonction exponenticlle qui ont ddja été
obtemus par la néthode de GZL'FOND ([27], [4], [7], [127, [13D).
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Parmi les subres aidlinraticns possibles des théorénes 1 et 2, signalons 1'intro-
duction d'une densité infériecure ([107, [14]), qui est utile quand les fonctions
adriettont une péricde corwune 3 d'autre part, on peut nodifier la

fl ’ L U ] 9 fd
par des

aéfinition des suites ponddérdées en renplagant les deux corps K ¢t L
corps K1 g see 3 Kd et Ll y see Ln y OU Ln est une extension finie ¢ L1 ’
e mplacant la condition £.(S ) € L. per £.(S_) <k, 0L
n renplag 1( n) p i n) i n *

Pour teriiner, nous allons exa‘iner le cas particulicr oh l'emscnble S =U Sn

osséde un »oint d'accuulation dans C .
P b -~

4o Propriétis arithnétiques des valeurs de fonctions analytiques en une suite con=
Vergentc de poiltse = —

Dans les ¢noncés vrécdédents, les pronridtds utilisées concernaient les valeurs
& ? &
fi(z) pour Iz{ = R tendant vers 1'infini ; lorsque 1l'ensenble S adnet un point

d'accurulation w € C , il suffit que l'on étudie les fonctions fi au voisinagec de

~

w pour obtenir la conclusion.

rd ~N
THEOR.EIL[E 3. b SOient T ’ a ’ b ’ Cl ) 02 ’ Dl 9 oo 9 pd ’ Pi g oce g pé deS

nonbres réels, avec T =1, c, > o, c, > 0 . On pose

p = (p +oo-+p1)/d et p' =(p’+--o+p')/do
1 d 1 d

Soit K wun sous-oorps de C de tyne fini et de type de transcendance inféricur

ou égal & T _sur Q 3 soient f1 y ses o fd des fonctions analytiques en 0 , nl=-

—~

gébriquenent indépendantes sur K ; (zn) une suite de norbres conplexes deux &

deux distincts, convergecant vers O , et tels que

-1
Z? 1 log Izn - Zil < - c, na(log n)b .

A

On suppose que, pour tout n et pour L =1, o0 4 d, on a f“(zn)E: K avec
AT Sk 4 e & 4, avee
£
L]

P‘% p
t(fﬁ(zn)) So,n (10g n)
8i p' < b/t , clors a < 7(p + 1/d) .

Dans le cas algébrique (T = 1) , on retrouve un résultat de HILLIKER [5 ].
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