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(Théorie des nombres)
13e année, 1971/72, n® 3, 16 p. 15 novembre 1971

EQUATIONS DIOPHANTIENNES EXPONENTIELLES

par Germaine REVUZ

Introduction. ~ A l'origine de ce travail se trouve le probléme de Strauss :
Btent donnés deux entiers naturels a et b tels que (og a) /(log b) soit irre-
tionnel et deux e¢ntiers naturels M et N , existe-t-il une infinité d'entiers na-
turels qui s'écrivent en base a avec une somme de chiffres inférieure & M , et

en base b avec une somme de chiffres inférieurs a N ?

S'i1 existe une infinité de tels entiers naturels, il y en a une infinité qui
s'écrivent avec les mé@mes chiffres ; il en résulte l'existence d'un infinité de

solutions & 1l'équation

Vi n xj
a’ =2 Wy P %

m
5 j=l

i=1 1

ou Ai (0 Ai <a-=-1) et “j (0 € “j < b ~-1) sont des entiers naturels donnés,

et ou v; et xj sont des entiers naturels inconnus,

Se plagant dans un cadre en peu plus large, nous avons cherché & étudier la fini-
tude du nombre de solutions d'une équation de ce type, ou les v et les xj se-
raient dans Z , et sh les ), et les by seraient des nombres algébriques que

1'on peut évidemment supposer entiers.

Si, pour a et b , on prend a priori des complexes quelconques, on remarque
dtabord que l'existence de deux solutions pour l'équation suffit & établir 1'algébri-
cité de a et de b . Ecriveuns, en effet, l'existence de ces solutions sous la for-
me Pla ,b)=0, P(a,b)=0, P(X, Y et P!(X, Y) étant deux polynbmes
4 deux indétermindes & coefficients algébriques. Le résultant de P et P! , consi-
dérés comme polynémes en X (resp. en Y ), est une équation vérifide par b (resp.
par a ). Le probldme ne se pose donc que pour a et b algébriques. En fait, nous

nous sommes limités au cas oi a et b sont des entiers algébriques qui ne sont

pas des unités.

Vs Xy
Remarquons ensuite que,si les équatbns 2?:1 ki a =0 et §§=1 Wy P Y =0 ont
chacune une solution (Yi) e 7" et (Xj) e 7* , elles an ont une infinité (Yi + X
et (x'j +4) , k et 4 décrivant Z et que (Yi +k oy Xy + £) constitue une
solution de notre équation qui a donc, trivialement, une infinité de solutions.

Nous conviendrons de ne nous intéresser qu'aux solutions qui donnent aux deux

membres de 1'équation une valeur non nulle.

Remarquon§ enfi&, qe dans le cas ol il existe deux entiers naturels Xy 0 Vg 2

tels que a =D 0 y l'existence d'une solution (Yi 0 Xj) suffit & entrafner

1'existence de 1'infinité ie solutions (Yi + Xy, + Kxo) , K décrivant 3Z .
J
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Pour que le nombre de solutions de 1'équation envisagée soit fini, il est donc

nécessaire que a et b vérifient la condition :

(¢) a et b sont multiplicativement indépendants sur % .

e e . 3 +n
En résumé, nous étudions les solutions (yi , xj) e 2" | n'annulent pas les

deux membres d'une équation
y. X.
hac i_5n» b I
(E) i1 My 8 Zj-—-l M3 ’
ou a et b sont des entiers algébriques, qui ne sont pas des unités, et satis-

font & la condition (c), et ol (hi) et (gj) sont des entiers algébriques donnés.

Nous appellerons K 1la plus petite extension de Q contenant les Ki et les

A

U‘j'

Sous ces hypothéses, nous déuontrerons la finitude du nombre de solutions de (E)

1°© quand a ¢t b vérifient certaines conditions, et indépendamment du nombre

de termes (ie e. du couple m.n )

2° pour a et b quelconques (quoique satisfaisant & des conditions un peu
2

a
plus fortes que (c)), mais sculement pour (m <2, n<2) e (mg3, n ==1)(1)

le 9énéra1ités.

o~

Neus allons supposer maintenant que (B) a une infinité de solutions, pour essayer

d'arriver, a partir de cette hypothdse, & une contradiction.

Si E a une infinité de solutions et si, pour chacune d'elles, on range les N
dans 1l'ordre naturel et les Xj dens 1l'ordre naturel, on obtient une permutation
des indices 1 associée & une permutation des indices j , et, pour une infinité
de s~lutions, ce couple de permutations est le mBme. Bn modifiant au besoin la nu-

mérotation, on a donc une infinité de solutions qui satisfont 2

yl?/y-22"°>,ym’ X12X22...2Xn.

D'autre part, considérons les différences Vi = Vi1 et Xj - xj+l « Elles ne
peuvent &tre toutes borndes car, si clles 1'étaient, pour une infinité de solutions,
chacune conserverait une m8me valeur o ou Bj y et ces solutions vérifieraient

une équation

v X
(1) At am=p,' bn ’
avec
O, tee ety U tooetty (04
kt:hlal m1+>\2a2 m-1+o-.+>‘-m-]_ am—l-i-)‘m
B.+eeet+B B teeetp B
1 n=1 2 n=-1 n-1
' = +
" My b + Ko b + eee + et b + My

1 . ’ ’ \ \
( ) Nous n'avons fait en général sucune hypothése particulidre sur les coeffi-
cients Ki et w. o Il est clair qu'on obtiendrait des résultats immédiats mais
N . 1 . P
tres fragientairef avec des hypothéses particulieres.



Or, si 1l'équation (1) avait au moins deux solutions distincte (Y , X) et

- Xem
Y. Yl Xl

(Y1 R Xl) s On aurait a =D

les différences Vi = V541 soient bornées, pour 1 =1, 2 , ees , ig = 1, et

sy Ce gui contredirait (¢c). Supposons donc que

que yio - yio+l ne le soit pase
En raisonnant comme ci-dessus, et en groupant les termes de la méme fagon, on

voit qu'une infinité de solutions de (E) vérifieraient une équation

Y V.
i i +1 V- b
0 I i J
! = . b
Ki a + ki w1 @ + 2? 42 hi a Z?:l MJ ’
0 0 0
et, de cette infinité de solutions, on pourrait extraire une suite Sk de solu-

1

tions telle que 1imk o Ty TV T Pour les solutions de cette suite,
1 70 0

considérons & nouveau les différences Vs = Vi1

mieéres d'entre elles restent bornées, on procéde comme ci-dessus, et on extrait de

pour i > io + 1 3 si les pre—~

Sk une suite Sk de solutions vérifiant une nouvelle équation de m&me type et
teile que les deux premieéres différences tendent vers 1'infini avec k2 o On répé-
tera le processus autant de fois qu'il scera nécessaire, dans le premier membre de

E , puis dans le second, et on arrivera finalement & obtenir une équation

1 i t X.y
g gt 1 1 _ n 1 Jd
(21) T Noel = Zj'=1 o L

avec m' <m , n'<<n, possédant une suite de solutions telles que toutes les
tendent vers 1l'infini. Les coefficients

différences y - X

sy = s X, .
it T i Fye Jj'+1
h{ et u{ sont des entiers du corps K(a , b) « Ces coefficients ne sont pas tous
nuls car, s'ils 1'étaient, c'est que les solutions considérées de (E) cn annule-

raient les deux membres, contrairement & cc qui a 4té supposé au début.

Pour simplifier 1'écriture, nous supprimerons les ' dans 1l'écriture de 1'équa—

tion (R') ainsi associde a 1'équation initiale (E). Autrement dit, nous SUPPOSETrCNs

dorénavant que 1l'édquation

E ym i - >0 X,
(E) 2iag M8 Zj:l by b J,

a une suite Sk de solutions, satisfaisant 3

K i i - = i - -
@ vi, v, Um oy -y, =+, Ln  xi-x =+o.

Pour les solutions de cette suite, ¥y et y, ne peuvent 8tre bornds tous deux ;

il en est de mme pour X, et X e

Exasminons d'abord le point de savoir si X et Y, sont minorés. Supposons que
x, ne le soit pas. S'il existait un idéal premier n de K(a s b) , tel que
v (a) =0 ’ vb(b) >0, la valuation Y=adique du premier mombre de {Elserait PO-
sitive ou nulle, tandis que cellc du deuxidme membre ne serait pas minorée. On en
conclut que tout idéal ba qui divise b , devrait diviser a ; alors, pour
yﬁ—l -V, et Xn—l - %, suffisamment grand, et pour tout idéal commun pa s ON
devrait avoir
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= v b) .
(2) v, () +y, v (&) = v () + x5y v, (D)
o o o o
Il en résulterait d'abord que y, ne serait pas minoé non plus et que, pour tout

pa s les solutions appartenant a Sk s Vérifieraient
lim v /x =v_(0)/v_(a) .
P Tl By = 7 O/,

vp (b)/vp (a) serait donc un nombre indépendant de pd $ mais, puisque y, ne se-
o'

o
rait pas minoré, tout iddal premier divisant a devrait diviser b . On aurait

done, en désignant par r(a) 1le radical de 1'idéal (a) ,
= =
r(a) = x(v) =1 p ,

et, pour tout o , (b)/vp (a) serait le m@me rationnel p/q o Mais alors, le
o

v
pa
p

quotient de b par a  serait une unité algébriquce. Ceci nous améne & poser la

définition suivante :

On dit que a et b satisfont & la condition (c¢) forte s'ils sont multiplicati-

vement indépendents, modulo le groupe des unitds de K(a , b).

Et nous nouvons énoncer le lemme suivant.

LEMME 1o =~ Si X, c¢st minoré, Vi l'est Hussi. Il suffit, pour qu'ils le soient

que a et b satisfassent & la condition (e¢) forte.

D?autre part, il nous sera commode par la suitec que a et b satisfassent & une
deuxiéme condition qui est, elle aussi, plus forte que (c), mais indépendante de la

précédente :

(c') logla]/loglbl est irrationnel (2).

Nous supposerons dorénavant que a et b satisfont & (¢) forte et & (c')s I1

en résulte immédiatement que X, et y, ne sont pas majords.

Ceci entrafne un premier résultat :

PROPOSITION la = Si ]al >1 et si ibl <1, 1'équation (E) ne peut avoir une

infinité de solutions.

En effet, pour les solutions de (E), le deuxiéme membre de 1l'équation serait ma-

joré, et le premier ne le serait pas.

Cette proposition se généralise par la suivante

oo

PROPOSITION 1' - $i a et tous ses conjugués sur K sont de module supérieur

[\

1 (resp. <1 ), et si b a un conjugué sur K , au moins, de module inférieur

1 (resp. >1 ), alors (E) ne peut avoir une infinité de solutions.

Soit a de module supérieur & 1 , ainsi que tous ses conjugués 3 soit b!' un

(2) Notons que, dans le cas ou a et b sont des entiers naturels, (é’) et (c)

forte se réduisent 3 la condition nécessaire (c).
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conjugué de b tel que lb'| <1 . Plongeons K(a , b) dans une extension L ,
galoisienmne sur K , Il existe un K-automorphisme o de L tel que o(b) = bt .
Soit a!' = o(a) s alors, toute solution (Xj ’ yi) de (E) vérifie

¥y

ZT?' AL a’i=zr}

5
. bt
i=1 "1 j=1 p';1

’
mais cette équetion ne peut avoir une infinité de solutions du fait de la proposi=-
tion 1.

Cette proposition s'applique, par exemple, au cas ou K =‘2 et o a est un en-

tier naturel, ou une racine d'un entier naturel, et b un nombre de Pisot.

2. Btude de la structure des suites éventuelles de solutions.

I~~~

Etant donné ce qui précéde, nous ne nous occuperons que des cas
lal >1, |o]|>1 et Jaj <1, |v/<1.
Dans tous les cas, x, et y  étant minorés, les conditions (K) entratnent

limk—'coxlzlimk-my1=+m'

Notons d'abord le résultat suivant

LEWME 2, - Dans le cas la! >1, lbl > 1, si(E a une suite Sk de solutions,

celles-ci vérifient

(3) lim  x,/y, = (log |a|)/(10g |b])
En effet, on peut écrire E sous la forme
y
(4) A o8 1(1 + ¢ ) = 1(1 + €y ) ’
Vi1 5
avec g = =27 _z.k /k ;a ’ = ZP .u /ul,b et

1:|.mk_’Oo €, = llmkqm &, = 0.
En prenant les logarithmes des modules des deux membres de (4), on obtient (3).

I1 reste & savoir si X, et Yy sont majorés.

S'ils le sont tous deux, alors, pour une infinité de valeurs de k s ils gardent
deux valeurs fixes [ et « respectivement, et de Sk s on peut extraire une
sous-suite Sh de solutions de la forme (y see Yp1 0 @y X eee X 1 B) qui
satisfont & (K) , et vérifient

)3 i -
(5) <% N at 2P 1 b J y
i=1 i Jj=
avec c = y LR YR .
n m

Nous appellerons une telle suite de solutions, une suite de type I .

Si X n'est pas majord, alors, de Sk y on peut extraire une suite Sk' telle
qua 1imk:_.co X =+, 3i pour les solutions appartenant & Sk,,, v, est majoré,

alors, pour une infinité de valeurs de k! » ¥, #&arde une méme valeur « , et de



Sk' s on peut extraire une sous-suite Sh de solutions de la forme

1 LN Xn-—l ,X) ’

(yl ese ym_ n

qui satisfont & (K) , telles que

p o X
1 ? ’

1imh_m Xn =4 o ,
et qui vérifient
(6) Z?=1 Apal = Zj:l We b+ c avec c==h a ,

(c est ici différent de O si on suppose M £0 ).

Nous appellerons une telle suite de solutions, une suite de type II, ainsi que

celles obtenues par échange des r8les de a et de b .

Enfin, si pour les solutions appartenant 3 Sk' y Yy n'est pas majoré, alors,
de Sk' s on peut extraire une sous~suite Sh de solutions qui satisfont & (X)

et telles qua

limhﬂm Xn = limh_q‘o3 yﬁ = 4 ® ,

Nous appellerons une telle suite de solutions, une suite de type III.

Finalement, pour que 1l'équation initiale ait unc infinité de solutions, il est
nécessaire que 1l'équation qui lui a été associde possdde au roins une suite de

solutions d'un des trois types décrits ci-dessus.

Remarque. - Notons enfin qu'une suite de type I, avec ¢ = 0 s et une suite de
type III pour 1l'équation obtenue, en amputant (E) du dernier terme de ses deux

membres.

Nous avons alors les deux résultats suivants

LEMIME 3. - Dans le cas |a] <1, |b] <1, (E) ne peut avoir une suite de so-

lutions de type II, ni de type I avec ¢ # 0 . Si elle a une suite Sh de solu-

tions de type III (resp. de type I avec ¢ =0 ), cette suite vérifie

*n _ lng Ial

(7) e y, log [b]

xn-l _ log 'al))‘

(7 vis) (resp. 1i =
Thoo Vpy 108 | D]

En effet, tous les termes autres que ¢ , de 1'équation (5) ou de 1*équation (6),
tendraient vers O quand h +tend vers 1l'infini. D'autre part, on écrit (E) sous

la forme

. Y. X
8 m . - n
(8) A 2 (1 + ﬂa) b, b (1 + nb))
avec
Ao V.-V M X,
-1 i ivm -1 "3 J n
" = — F—3 —
]a i=1 Am a r Ty zg_l o b 4



et
. = 14 " .
11mkﬁm na llmkam I8 0
En prenant les logarithmes des doux membres de (8), on trouve (7) pour une suite

de type III (i. e. quand 1lim X = limhqw Jpy=+® ), et donc (7 bis) pour une

hoo
suite de type I avec ¢ = 0 , en vertu de la remarque faite ci-dessus.

LEMME 4. - Dans lc cas oi a et b ne sont pas étrangers, (B) ne peut avoir

une suite de solutiens de type II, ni de type I, avec c # 0 + Si elle a une suite

Sh de solutions de type III (resp. de type I avec c =0 ), pour tout idéal p

de X(a, b) y divisant a et b, cette suite vérific

. x, vb(a)
g e
. X 1 vp(a)
(9 vis) (resp. hmh—m yZ—l = vp(b) ) .

En effet, la valuation p-adiquec de tous les termes autres que c¢ , de 1l'équation
(5) ou de 1l'équation (6), tendrait vers 1'infini avec h , ce qui est impossible

pour ¢ # 0 .

D'autre part, on a la rclation (2) pour Vet = ¥ et X1~ %, suffisamnent
grands. Pour une suite de type III(i. e. quand 1imhqm xn = l:l.mh_‘m ym = 4 @ ), on
en déduit (9), et donc (9 bis), pour une suite de type I avec ¢ = O , en vertu de

la remarque faite ci-dessus.

3. Résultats indépendants du nombre de termes de (B).

Bl N ot T N PO s e - o~

PROPOSITION 2. - 8i a et b, sont de module infériecur 3 1 et ne sont pas

étrangers, alors (E) ne peut avoir une infinité de solutions.

En effet, des lemmes précédents résultent (7) et (9), ou (7 bis) et (9 bis). 5i
ces égalités étaient vérifides simultandment, log |al/log |b| serait un ration-

nel, ce qui contredirait (cf).

Cette proposition se généralise nar la suivante.

PROPOSITION 2'. - Si & et b ne sont pas étrangers et si 1'un des deux au

moins a un conjugué sur K de module inféricur & 1 , alors (E) ne peut avoir une

infinité de solutions.

Reprenons raisonnenent et notations de la proposition 1'. Soit b! = c(b) tel
que |b'| <1, ct soit a! = o(a) « Toute solution de (B) doit vérifier
SEoa ;’fi =0 o) b}'{m .
i=1 1 =13
Si Ia'l > 1, nous savons déja qu'il est impossible que cette équation ait une
infinité de solutions (Proposition 1). si la'l <1, c'est aussi impossible, en

vertu de la proposition 2 car, si a et b appartiennent 2 p o idéal premier de
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K(a, b) , a' et b' appartiennent & p! =o(p) , idéal premier de K(a' , b') .

PROPOSITION 3 (3). -8 a et b appartiennent & plusicurs idéaux premiers de

K(a ’ b) et si leurs valuations relatives & ces idéaux ne sont pas proportionnelles,

alors (B) ne peut avoir une infinité de solutions.

En effet, en vertu du lemme 4, une suite de solutions deo (E) dcit vérifier (9)

ou (9 bis) pour tout idéal commun 4 .

COROLLAIRE, - (E) ne peut avoir une infinité de solutions quand a EE b ont

le m®me radical.

En effet, si r(a) = r(b) , et si (E) avait une sui*e de solutions, il existerait
deux entiers naturels p et q tels que af = 1% u y, T étent une unité algébri-
que, ce qui contredirait (c¢) Torte (3).

Compte tenu des lemmes 3 et 4, des propositions ¥ et 2 et du corollaire de la

proposition 3, on peut faire, comme suit, la liste des cas qui restent & étudier,

et, pour chague cas, des types de suitas de solutions, a priori possibles.

1° Jal >1, [p] >1 (a 5 b) = 1 suites I, II, III,
A
20 lal > 1, |p] >1 z(a) # rsb) suites III (ou I avec ¢ = 0 ),
a,b)#1

® Jlal <1, |p] <1 (a , b) =1 suites III (ou I avec ¢

4. Bquations particuligres.

Etablissons d'abord le résultat suivant.

LEMME 5. - a et c¢ étant dsux nombres algébriques, p un idéal premier d'un

corps de nombre qui les contient et tel que vp(a) =0 , si la congruence

(3) Notons qu'en fait, les propositions précédentes n'utilisent pas toutes 1'hy-
poth&se complite (c) forte + (c'). Plus précisement,

(¢) forte «== Propositions 1 et 1!

(e1) &=2 Proposition 2
(e?) + (c) forte %=% Proposition 2!
(c) &3 3.

En effet, si x_ et V, n'étaient pas mincrés, on extrairait de Sk une suite
Sh de solutions Telles que

v (a)
. 13 . ym pa
Hlhoe By T Wy Ty =7 b my, 5= v, (o) ’
"o

pour tout diviscur comnun pq « La proposition 3 et la proposition 2 (sous 1'hy-
pothése (c!)) sont donc enco¥e exactes, méme si on ne sait pas a priori que x
et Yy sont minorés. n



3=J9

(e) &’ = ¢ (mod 57) ,

il

‘ . 2
a une infinité de solutions on (x ’ y)E N , alors

y

X0 ¥

linm = 4+ © ,

Remarquons d'abord que (C) ne peut avoir de solutions que si vp(c) =0 o Ceci

dit, distinguons les 2 cas :

. . T s
19 I1 n'existe pas d'enticrs rationnels r et s tels que a =c¢c .

Sous cette hypothdse, un théordue de GEL'FOND ([ 1], théoréme II), nous dit que,

pour y > yo(e) s, la congruence 3
€
ay = c (mod plog y) ’

est impossibles I1 en résulte que, pour y suffisamnent grand,

(10) x < log3+£ Y a

. . . r s
20 I1 existe des cntiers rationnels r et s non nuls tels que a =¢ .

Sous cette hyvothdse, un autre théordme de GEL'FOND ([1], théordme II'), nous

dit qu'il existe un nombre To tel que, pour T > To * la congruence
a =c (mod;l.gy),

est impossiblce Il en résulte qu'on a toujours

(10 vis) x <7y log y .

Do (10) ou de (10 bis), on déduit le résulitat annoncé.

LEMME 6. - Dans le cas |a] > 1, |b| > 1, une suite Sh de solutions vérifie.

1'une ou l'autre des deux relations
y

2 *2
(11) lim suphqm-§z =1, 1lim supy EI =1,

Dans le cas |a] < 1 ’ ]b] <1, une suite 3_ de type III vérifie 1'une ou

h

1tautre des deux relations

Vi1 Fn-1
(12) lin 1nfhaw v = 1, lim 1nfhﬂc)—§;— =1,

Dans le cas ia] >1, lv| > 1 , (B) peut s'éerire

vy, X " " X, =X A, V. =X
1.1 P B T 2 “2.771
a b - )\l =3 b (l + eb) - ->\._. a b (1 + ea) ’
1 1
B, X.=X A Y.y
avec 6, = 2?_ 1 nd 2 ot 6 =20 ,—=a’ 2 s Ct
b Jj=3 Mo a i=3 5

limhﬁm ea = limhqm eb =0 .,

V., =X 0 1 X, =X A y -X
1 1 1 2 1 2 2
!a b —-3\:[ S 2 Sup(l-x']j'lll + ebel < ’ !7\—1-”1 + GaHa| |b| 1) .

Lr un théordue de GEL'FOID ([2], théordne III, p. 28), nous dit que, sous 1'hy-
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pothése, vérifiée ici, d'indépendance multiplicative de a et de b , 1'inéquation
y, =X b
1 1 1
]a b - XI ( QXPG-E sup(xl ’ yl)) ’
n'a, quel quc scit ¢ , qu'un nombre fini de solutions. 3i (E) a une suite Sh de

solutions, c'est donc que, pour tout e , ces solutions vérifient, pour X et

y, @assez grands,

X -X
exp(~ ¢ sup(x, 5 7,)) < 2 sup(I%lil +opllo] 21, l——-lll rollal 2 1ol Y

clest=3a=-dire
x2 kl + logll + ebi
e sup(xl ’ yl) > inf((l - Ez)laglbl + Xl

k2 + logll + eal

%5

)

y
loglbl - ;g loglal +
1

k et k étant deux constontes.

Quand h tend vers 1'infini, yl/x1 tend vers 1o = log|b|/10g|a|
sup(1 , yl/xl) est donc borné. I1 résulte donc de cette inégalité que, quels que

soient €' et " >0, les solutions appartenant & S_, doivent, pour h suf-

h
flsemment grand, vérifier 1'une ou l'autre des deux indgalités
X '
1 - 2<E
X logib
1
1 y2 8”
o EI log QT
x2/x1 étant majoré par 1 , et 2/x 1'étant par y1/xl qui a pour limite 1/«

quand h tend vers 1'infini, il en résulte que les solutions appartenent a S}1

devraient vérifier 1l'une au moins des deux relations

*2 Y2 1
(11) lim supham'§z =1, lim suph §E.= p
qui entrainent respectivemont
x2 vy
1lim SUPy o T = Oy lim SUPy o 7 = 1.

Soit meintenant |a] < 1, 3b] < 1 o Berivons cette fois (E) sous la forme

y_ooo=X v B, X =X N v -X

jul n n “nml . n-1"mn -1 “m=-1
b - — D emem— 1 R Ll B 3 !
a N X b (1 + 2 5 a b (1 + 8, )

m m
- M Ty
avec E? 2 —j——-b e gt =" 2 i gi'ml et
a i=1 A
m—-1
llmh 11mh_am =0,

D'ou

y. X u _ X A v -X
(13) Ja® b * - 22| <2 sup(|—= Pon et R, oty 1=l ™ b) Pl1 4 02])
n m m
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Par utilisation du méme théoréme de Gel'fond et, en raisonnant comme ci-dessus,

on arrive au fait que les solutions appartenant a Sh satisfont, pour tout ¢!

et e¢" positifs &

X y
n=-1 me 1
Blophet ou SEEL ol ’
X b o
n n
dfou
X vy .
.. n—1 ; L. =1 1
lim inf =1 ou 1lim inf ==
n
Vi1
. N . A . . M~
mais la deuxicme de ces relations entrafne 1lim inf =1 o

n

LEMME 7., - Dans le cas o a et b ne sont pas étra:gers, une suite Sh , de

type III, de solutions de (B) vérifient 1'une ou 1'autre des deux relations.

X v
Lin inf 27h = 1) lin dnf 2L o g,

n m
Soit 9 tel que vn(a) et vp(b) soient positifs.

Ecrivons encore (E) sous la forme (13) s pour h suffisamment grand,

Vp(l + e;) = vp(l + eé) =0,

On a donc
Vo "%, b Moot Fp-17% A T -X
a LR n_"n < su n-1 b n-1l n o=i m—1 b n )
I 7\'m‘ l P & P( l""‘}\ml — ! D ’ I )\_m ' D

Or, la partie yp—adique du théoréme de Gel'fond ([2], théordme III, p. 28), dit
3 q ip) ’ ’

que sous 1l'hypothise d'indépendance multiplicative de a et de b , la congruence

AR SR ssup(x_,y )
a o b n = XE (mod p non ) ’
n

n'a, quel que soit & , qu'un nombre fini de solutions. Si (B) a une suite S11 de

solutions, c!est donc que, pour tout § , ces solutions vérifient
8 sup(xn , yﬁ) > 1nf((xn_l - xn) vp(b) kY vp(a) - x, vp(b) & k2) y

kl et k2 étant deux constantes. D'ol, en raisonnant comme au lemme 6 et en te-

nant compte de ce que, pour une suite de type III, 1imhﬁm ;g-: vp(b)/(vp(a)) s ON
n

voit que, pour tcut ' et " positifs, les solutions vérifient

Xn—l ym—l
——-1<e¢' ou v (a) = v (b) < g";
n n P ]
cn a donc
. *n-1 . s Y1 vp(b)
lim inf =1 ou lim inf — = ’
x X v (a)
n n
‘s yﬁ—l
la deuxiéme de ces relations entrafnant 1im inf = 1 .
m

Nous obtenons alors les rédsultats particuliers suivants (a et b sont toujours
supposés 8tre des entiers algébrigucs non nuls qui ne sont pas des unités et satis-
font & (c) forte et (c!')) .
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PROPOSITION 4, - L’éguation
y v X X
1 2 1 2

kl a = + Kz a T = by b

ne peut avoir une infinité de solutions.

Examinons les différentes possibilitéds dont nous avons fait la liste.

1° Cas |af >1, Ibl >1, (a,b)=1.

(a) Suite de type I. = Les solutions vérifieraient
: - ¥ <
1 1
>\.l a +C=|ulb .

Si ¢ =0, on a vu gue 1'équation ne pouvait avoir plus d'une solution sans

contredire la condition (c).

Si ¢ # 0, choisissons un idéal Y , premier, de X(a , b) , tel que

vp(a) =v >0, vp(b) =0 3
les solutions appartenant a Sh vérifieraient
X vy
wy b L (mod » 1) ,
d'olu (lémme 5)
*1
lin —_—=4
ﬂh—"” Yl ’
ce qui est en contradiction avec le fait que 1imhd®1xl/y1)= o .

(B) Suite de type II., - Les solutions vérifieraient
8! Y2 1

(ou une équation analogue avec échange des rSles de a et de b ).

En choisissant ) comme ci-~dessus, on obtient

X v,V
My bl=co (mod n 2

)

. X
dtel l:Lmh_Ica 1=+,
Y2
Mais des deux relations (11), du lemme 6, seule la seconde est ici possible, et

il y a donc contradiction.

(y) Suite de type III. - L'dquation peut «%écrire

y V.=y X X, =X
2 172 a1 172
a (Kl a + hg) =D (gl b + pz) .
Choisissant encore n comme ci-dessus, on voit que les solutions doivent véri-
fier
X, =X vy
172 _ L2
by b = =y (mod %),
X, = X '
dtou lim =+ » , donc

(14) 1
14 1'17 — = (o] .
ljham y2 +
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Mais d'autre part, en considérant »'! tel que

vp,(a) =0, Vp'(b) =wt>0,
on a
*2
(15) 11mhqm §;-= + © o

Les relations (14) et (15) contredisent 1l'ensemble des relations (11) dont 1'une

au moins était vraie.
20 Cas |a| >1, ol >1, (a,0)#1.

Suite de type III. - Btant donné que r(a) # r(Db) , les hypothéses entrafnent :

1p, v(a)=v>0, vp(b)=0,

3pt, Vpg(a) vt >0, Vp,(b) =w!'>0,

ou des circonstances analogues avec échange des rSles de a et de b (p et P!

désignant toujours des iddaux premiers de K(a , b) )e

De 1l'existence de P , on conclut comme précédemment

X

. 1
(16) im §; =4 o .
A
Mais d'autre part, 1imh__’m i d'ou
2
X X y
. 2 . 2 2 v!
(17) llmh_m;{-=llmh__m§—2—x—-;=?,-x0=0.
1

X
L'ensenble de (16) et (17) contredit encore (11).
3 Cas |a| <1 ’ b <1, (a, D) =1,

Suite de type III. - (16) et (17) sont encore vraies, et leur ensemble contredit

les relations (12) du lemme 6.

Y.
PROPOSITION 5. - L'équation 2?_1 Ki a’ = pbx y O a et b sont des entiers

algébriques non nuls satisfuoisant & la condition () forte, ne peut avoir une in-

finité de solutions, sauf, peut-&tre, si les quatre conditions suivantes, sont si-

nultandment réalisdes :

(«) (u/xm)P alu, pe Z,q€ %, u unité algébrique,

]

(B) Ial >1, lbl >1,
('Y) (a ) b)

(8) m>3 , avec b' entier, Ib'] >1, (2, b)) = 1.

Il

1,ou (y') p®=4a"Db', s€ N, re N,

Observons déja qu'elle ne veut avoir une suite de solution de type III que si
tout diviseur premier de a divise Db (sans quoi la valuation correspomdante du
ler membre tendrait vers 1'infini, celle du second restent fixe). Ceci montre déja
qu'il ne peut y avoir une infinité de solutions quand |a| <1, |b] < 1 (Lemme

4 et propozition 2).
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Nous devons donc suvposer la] > 1 y |b] > 1 . Par ailleurs, 1'existence d'une

suite de type I étant clairement impossible, les seules possibilités & examiner

sont ¢
1° (a, b) =1, suite de type II.

20 r(a)]r(b) , suite de type III. Notons alors que, du fait du lemme 4, les

idéaux premiers communs auront, dans ce cas, des exposants proportionnels, c'est-
. . . r s

3=dire qu'il existera deux entiers naturels r et s , tels que b = a avec
(a ’ b’) =1, bl entier,

Nous devrons avoir (y) ou (y') .

Eximinons alors la preaitre possibilité, c'est-3-dire celle de 1l'existence d'une
infinité de solutions ou Yo garde une valeur fixa. Pour tout idéal pn divisant

a , on aurait, pour Vo1 = ¥, B8ssez grand,
Yy Tp(8) = V_ W) = v, ()

I1 en résulte que (v ( ) - v (h ))/v est un entier rationnel q indépen—
dant de 1'idéal by . La cond1t1wn (a) est donc nécessaire pour que cette premiére

possibilité puisse se réaliser.
Bxaminons maintenant la deuxilme. Nous avons ¢

Sciemt d et f tels que

r

d" =a, f" =b'

s rd . ’, .
ona b= a” fu , u étant une racine de 1 ; en posant fu =g, (E) stécrit donc

Z?=1 hi dryi - udsx X ,
eu, en posant Tg, = SX = Z; ,
(18) Z? A, dzi = ugx .
i=1 i -

Si (E) a une infinité de solutions, 1'équation (18) a aussi une infinité de solu-
tions en (Zi sy X¥) « Or 4 et g sont des entiers algébriques qui ne sont pas des
unités (car si g en était une, b' en serait une aussi, et a et b ne satis=-
feraient pas & (c¢) forte.) Ils sont premiers entre eux, puisque a et D! 1le

sont. Ils satisfont donc 2 (c) forte. Ils satisfont aussi & (c') puisque

log 1og!b' log bl _

logqaf log |a 1og a S
est irrationnel. Hous sommes donc ramenés au cas précddent et, pour que (18) aient
des solutions, il fsut que p/km =d%u (q € 2) s donc (p/km)r =a%u’ $ la con~-

dition (a) est encore nécessaire. I1 faut aussi que d et g soient de modules

supérieurs & 1 , ce qui exige que b'! 1le soit.

Reste & montrer que 1l'équation n'a pas une infinité de solutions guand m = 3
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et, d'aprés ce qu'on vient de voir, il suffit de montrer que, sous 1'hypostése (y),
elle ne peut avoir une suite de type II de solutions, puisqu'on se raméne a ce cas

dans le cas (y').

D'aprés le lemme 6, on a

(19) 21,
imh—-pco x o

Mais d'autre part, les solutions d'une suite de type II vérifieraient

y y
1 2 X

hl a =+ h2 a4 c=pb

En choisissant p tel que vp(a) =v>0, vp(b) =0 , on devrait avoir
vy

pbx =c (mod p 2) ’

d'ol limh X 4o contrairement 3 (19), ce qui termine la démonstration.
2

PROPOSITION 6o = Quand a et b ne sont pas étrangers, 1'équation

ne peut avoir une 1nflg;p' de solutlons.

il &

La seule éventualité, a priori possible, est celle d'une suite de type III, dans
le cas Ia] >1, lb] > 1 o Comme lors de 1'étude de la mme éventualité pour 1!é-
quation de la proposition 4, choisissons p et p' tels que

v(a) =v>0, vp(b) =0,
vp,(a) =v!'>0, vb,(b) =w! >0 .

On en déduira de la m&me fagon, d'une part

X, = X,
1imh_'m——'——vy =+ o ,
X, 3
P 3 — o) 1
d'eu 1:1.mh_.co 73 + ® , dlautre part
tin 2.
o Vs Towt?
et de ces deux relations, on déduit
(20) 1i —l-- + @
Do X, B ¢

Or, en vertu du lemme 6, on peut extraire de Sh , Soit une suite Sh" telle

HE 2 . . .
que 11mh,;_.m % = 1 4 ce qui est impossible en vertu de (20), soit une suite Sh"
Y2

telle que lﬂqhﬂam 7= 1.
1

Considérons donc Sh" « BEn vertu du lemme 7, on peut en extraire une sous-suite

Sz telle que <
Mn 221
e X -
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ce que nous avons déja exclu, ou une sous-suite St telle que

T2
lim,, —=1.
,Q,—ocoy'B
On aurait donc, pour %,,
y
lim,‘, "'-1'=1’
Loy 4
mais ceci est incompatible avec
X, X,
lim{c,__m}}——=a/, limﬂ,—my3=+w,
ce qui termine la démonstration.
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