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Séminaire DELLIGE-PIS0T-POITON 2-01
(Thécrie des nombres)

’ y 3 S
13e année, 1971/72, n® 2, 6 p. 8 novenbre 1971

QUELQUES PROBLEAES RELATIFS A LA wHEORIE
D5 FRACTICNS CONTINU 35 LIMITIES
par itichel ENDES FRANCE

1. Généralités.
R ¥ o o S )

Soit p/q un nombre rationnel. On sait qu'on peut le dévelonper en fraction con-

tinue (liditée), et ceci de fagon unique, sous la forne

o/q =8y + -

ou les entinors By v B 9 ey 2 vérifient les conditions

(1) 2y € E ’
(ii) Bl 9 85y eee a1 gsont positifs non nuls,
(iii) a 22.
Nous nous intéresserons tout particuli®rement 3 la "profondeur" n (nombre de

traits de fraction) de la fraction continue de p/q .

On pose n = ﬁ(p/q) » La fonction 4 est ainsi définie sur Q/% , et prend ses
ug e
valeurs dans ¥ ,

s

2. Résultats connus.

A

La fonction 4 a été étudié par G. LAME [ 4] qui en a donné des majorations, mais
ce n'est que récemment que 1'cn a pu donner des estinations plus précises., En 196¢,
HEILBROWN [ 3] a montré que 1'on a

(1) 1/(w(nj) stn,(k,n)=1 s(k/n) = 12/n° 1log 2 log n + 0(log log n) ¥ .

Deux an& plus tard, J. D. DIXOW a conplétsd ce résultat ([1], [2]) de 1la fagon sui-

vante :

Pour tout € >0 , il existe une constante c > 0O telle que pour tout couple

d'entiers (k , n) vérifiant 1 <k<n < x y On ait
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(2) |y(x/n) - 12/TT2 log 2 log n| < (log n)ﬂ/Zﬁe .

. 2 g/2
sauf psut-8tre nour au nlus X exp(« c(log x) / ) couples.

Ces deux risultats suggérent un certain nombre de problémes que je voudrals expo-
ser ici. Toutes ces questions se randnent plus ou moins & la suivante :

Soit pl/q1 , p2/q2 g see pp/qn , «+.. unc suite infinie de nombres rationnels,
disons tels que Py < q, - Que peut-on dire de la suite w(pl/ql) ’ $(p2/q2) gy eoe ?

En particulier, est-il vrai que &(pn/qn) soit de l'crdre dec log a4, ? Ou plus wa-

guement, sait-on si t(pn/qn) reste borné ou non ? Selon le choix de la suite

by

(pn/qn) , on touche & des problémes de natures tres différentes.

Pt B PPt St O

3. Cas des fractions rationnelles.

Nous nous proposons de démentrer dans ce paragraphe le résultat suivant :

4 \
THEORE'E 1. -_Soit F une fraction rationnelle & coerlficients rationnels

(F(X) € Q(X)) « La suite (@(F(n))) est périodique & partir d'un certain rang.
lal
Ce

Une conséquence en est que 1lim #(F(n)) <o . résultat a 4¢té déja trouvé par
A. SCULTZEL [77.

Démonstration du théortne. — Dans 1'anneau Z[X] des polynbmes & coef.icients

entiers, on désigne par @ (resp. N ) 1l'ensenble des polyndues dont le coefficient
du terme le plus élevé c¢st un entier strictement positif (resp. négatif). La partie

® (apnelée l'ensenble des volyndies positifs) induit sur 2Z[X] un ordre total noté
> o Ainsi, si A(X)e Z[X], on a une des trois possibilitdés suivantes & 1'exclusion

des deux autres : A(X) >0, 4(X) <0, A(X) =0 .

On dira que les deux polynfues & coefficients entiers A(X)e # et B(X)e @ sont

"divisibles" s'il existe deux polyndmes Q(X) et R(X) & coefficients entiers tels

que
A(X) = 3(%) a(x) + rR(%) ,
ox) >0,

(3) R(X) » 0,

R(X) < B(X) ,

Q(X) s'anpelle le quotient, et R(X) le reste.
I1 est clalr que deux polyndmes & coefficients entiers dans ® ne sont pas tou-
jours divisibles (par exemple A(X) = X et 3(X) = 2 ) . Ils sont toutefois "presque”

divisibles en ce sens que l'on a le résultat suivant :

LEMME 1. - Soient A(X) ct B(Z) deux polyndites positifs & coefficients eatiers.

Alors il emiste un entier g > 1 tel que, pour tout h€ {0, 1 y see s 8 =11,

les deux polyndnes A(gX + 1) et B(gX + h) soient divisibles.

Démonstration. - On effectue la division euclidienne de A(X) par B(X) :
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(1) = B(X) Q(x) + r(X) ,
(4) {

degré (R) < degré (B) .

Si A(X) est de dsgré moindre que celui de B(K) ’ A(X) et B(X) sont divi-
sibles au sms de (3) avec Q(X) =0 ot (X) = A(X) .

Sinecn, R(X) st un polyndme & coefficients rationnels, le coefficient du ter-e
de degré le plus élevé étont stricteient positif. Soit g > 1 un dénoninateur ccn-
mun des coefficients de Q(X) - Q(O) (on prend g quelconque si Q(X) est cons-
tant). Soit he {0, 1,2, ¢ee , g = 1} » La forwmle de Taylor s'éerit
(gZ + h) = Q(n) + Ql(X ,

2 Q"(n)/2! + ...

- - 2 ..

ou Ql(A) = gL Q'(h)/l! + g X

QI(X) est donc un polyndne 4 coefficients entiers, et de plus Ql(K) >0 .
Soit € €{0 , 1}, défini. de la fagon suivante :

e=0 si Q(h) non entier,

>

(E =0 si Q(h) enticr et R(A) 0,
Le =1 si Q(h) entier ot R(X) <0 .

On désigne per {7 'h)} 1= partie fractiomnuirve de Q(h) , et par [Q(h)] 1la per-

tie entidre. Alors 1'identité

A(gX + 1) = B(gZ + n) »(X) + 3(%) ,

réalise la division de A(gX + h) par B(gZ + h) au sens de (3).
Co Q¢ s D

LEMME 2. - Deux polyndmes positifs de néue degrdé sont divisibles.

Démonstration. - Ce leume n'cst qu'un cas particulier du précédent, mais il est

plus simple d'en donner une démonstration directe.

Soient A(X) et "B(Z) deux polynb1es positifs A coefficients entiers de méme de-
gré. Soit
v =lin A(x)/B(x) (¢ >0, e Q) .
L'identité

4(x) = B(X)[o] + (&) - B(X)[a])
représente la division

() =[], R(X) = A(Z) - BX)[a]) »
Ce Qo Fo D

Nous pouvons & présent prouver le théordme 1.

Soient A(X) et B(X) deux polynbmes pcsitifs & coefficients entiers tels que
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A(X) > B(X) . L lemme 1 nontre 1'existence d'un entier g, > 1 tel que, pour tout
he {0, 1, «co, g - 1} , les deux polyndmes A(gl X+ h) et B(g1 X+ h)
soient divisibies.
Soit R(ZX) 1lc reste (qui ddépend de h en géndral). Si le degré de R(X) est

strictement inférieur & colui de B(X) , on dit que l'on a clos une étape.

Si B(X) et R(X) ont mé e degré, le lemme 2 nous indique que B(X) et R(K)
sont divisiblos. Soit Rl(X) le reste. Si le degré de Rl(X est strictement in-
férieur & celui de R(X) , 1'étape est close. Sinon, R(X) et Rl(X) sont divi-
sibles avec RQ(X) pour le reste., Le proccssus se poursuit jusqu'lau moment ou ap=—

araft un reste R. (Xv de degré strictement inférieur a celui de le_l(X) (done
de B(X)). Cette situation se produit nécessairement, car une chafne du type
(B(x) > R(X) > Rl(X) > eee > Rj (%) >0
degré (B(X)) = degré(le(X)) ’

est finie (le. coefficients du teruie de plus haut degré étant des entiers déerois-

sants uinorés par 0O ).

Sit8t que degré(Rj ) < degré(Rj —l(X) , on déclare 1'étape closc.

1 1

On pose alors Bl(K) = B(gl X + h) . On déternine un entier g5 > 1 tel que
Bl(g2 X +—h2) soit divisible par Rj (g2 £ + h2) pour tout h2 € {0, 1, eeu,

g, = 1} « A la clbture de cette nouveile étape, on tombe sur un reste Rj (2) de
2
degré strictenent inféricur & celui de Rj (X) . Puis on recomaence, et 1'on obtient

ainsi une suite de polynbmes dont les degr%s décroissent strictement
R, () , R, (X)), ... , R, (%) .
1 P g
La suite est évidemment finie, et au rang s , on tombe sur le polyndme nule.

En résumé, soit H§= & s et soit h€{0, 1, ¢eo , g = 1} « La fraction
A(gX + n)/B(gX + h) se décompose sous la forace
1

QO(X) + Z§K§3'+

ob m dénend de h et ou les Qp(X) sont des polyndnes positifs & coefficients

entiers.
I1 s'ensuit que 8i n parcourt les entiers, on a
W(4(gn + n)/B(gn + 1)) =mn ,

& partir d'un certain raig (1'6gelité n'a pas nécessairenent lieu pour les petites
\ . . . . . .

valeurs de n , car Q (n) peut ne pas 8tre un entier positif). Ainsi 1z suite

W(A(n)/B(n)) est constunte (é_partir d'un certain rang) sur toute progression arith-

métique de pas g .
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Cela montr: bien que la suite est périodique (de période g ) & partir d'un cer-

tain rang.

4. Cas des exponentielles,

Considérons la suite (¢(2n/3n)) « On pourrait s'attendre, au vu des résultaets de

by

Dixon et ileilbronn, a ce gue

L

n
§-¢Q§?) ——>-£§ log 2 log 3 = 0,9258730 eues »

7

Or, d'aprés les calculs de J. HARDOUIN-DUPARC, on constate que pour
10 €ng220, on a

n
2

0,36 5%;(—5) £ 0,80 , sauf pour n =13, 16 , 21, 33,
3

De plus, on a 1'impression que cette quantité se stabilise au voisinage de 0,6

(voir tableau ci-dessous).

r
n 0] 3% |50t 70 9 | 10| 134 1507f 170} 100 | 210
n
139-$(35) s0 | 571 % | 60| 59| 49 | 68 62 | 59 58 56
3

I1 est sans doute trds difficile de prouver que 1/n w((Zn/3n)) eststationnaire"
I1 scmble clair toutefois que 1/n ¢(2n/3n) ne tend pas vers l2/n2 log 2 1log 3 «
I1 serait plus raisonnsble de se demander si la suite ne tendrait pas plutét vers

12/m%(10g 2)% = 0,556 ...

En effet,
" 1
21
e -]
2 2

ou ofn) = 2n{3n/2n} < 2*,

Alors §(2n/3n) =14 ﬁ(d(n)/Zn) et, en se reportant & nouveau aux résultats de

DIXOW et HEILBRONN, on pourrait espérer que

Lyelady o 2200 2)2

2 1

Toujours cst-il que 1'on est loin de pouvoir démontrer des résultats aussi précis.
S'il est banal de constater que

2n
¢(3n>

= O(n) ’
on ne sait pas si
n
. . L /2
Hm dinf = V(—z) >0 .

F

Y. POURCIET a toutefois réussi & prouver que, si (v, q) = 1 s P

S
[T
-
Q
S
-
-
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alors

Ce résultat a pour corollaire ce qui suit :

. n . . . 1
Soit x e @ tel que Sup, W(x7) <o . Llors, ou bien x est entier, ou bien e

~

est entier.
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