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QUELQUES PROBLÈMES RELATIFS À LA THÉORIE

DES FRACTIONS CONTINUES LIMITÉES

par Michel MENDÈS FRANCE

Séminaire 

(Théorie des nonbres)
13e année, 1971/72, 1~° 2, 6 p. 8 novembre 1971

1. Généralités.

Soit p/q un nombre rationnel. On sait qu’on peut le développer en fraction con-
tinue et ceci de façon unique, sous la for~~~e

où les entiers a0 , a1 , ... 9 an vérifient les conditions

l 

(ii) a1 , a2 , ... , an-1 sont positifs non nuls,

(iii) a2 ~ 2 .n

Nous nous intéresserons tout particulièrement à la "profondeur" n (nombre de
traits de fraction) de la fraction continue de 

On pose n = 03C8(p/q) . La fonction 03C8 est ainsi définie sur Q/Z , et prend ses
valeurs dans N .

2. Résultats connus.
--:....~.~ .~ ~ ,c i:.....,,r ....., ...~

La fonction 03C8 a été étudié G. LAMÉ [4] qui en a donné des majorations, mais
ce n’ est que récemment que l’on a pu donner des estimations pl us pr. écises, En 1968,
HEILBROMN [3] a montré que l’on a

(1) 1/(03C6(n)) 03A3k~n, (k,n)=1 03C8(k/n) = 12/03C02 log 2 n + O(log log n) 4 .
Deux ans plus tard, J. D. DIXOR a complété ce résultat ([1], [2]) de la façon sui-

vante :

Pour tout ~ > 0 , il constante c > 0 telle que pour couple
d’entiers (k , n) vérifiant 1 k n  x , on ait



sauf peut-être pour au plus x exp(- c(log x) ~ ) couples.

Ces deux résultats suggèrent un certain nombre de problèmes que je voudrais expo-

ser ici. Toutes ces questions se ramènent plus ou moins à la suivante i

Soit " ? , P /q~ ~ ... une suite infinie de nombres rationnels,

disons tels que P  q ’ Que peut-on dire de la suite ... ?

En particulier, est-il vrai que soit de l’ordre de log a ? Ou plus va-

guement, sait-on si 03C8(pn/qn) reste borné ou non ? Selon le choix de la suite 
.

on touche à des problèmes de natures très différentes.

3. Cas des fractions rationnelles.

Nous nous proposons de démontrer dans ce paragraphe le résultat suivant :

~ B

THEOREME 1. - Soit F une fraction rationnelle à coefficients rationnels

(F(x)e Q(X)) . La suite (03C8(F(n))) est périodique à partir d’un certain rang.
Une conséquence en est que lim c~ . Ce résultat a été déjà trouvé par

A. SCHIMZEL [7].

Démonstration du théorème. - Dans 1~anneau des polynômes à coefficients

entiers, on désigne par P (resp. K ) l’ensemble des polynômes dont le coefficient

du terme le plus élevé est un entier strictement positif (respo négatif). La partie
P (appelée l’ensemble des polynômes positifs) induit sur un ordre total noté

> . Ainsi, si A(x)e on a une des trois possibilités suivantes à l ~exclusion

des deux autres : A(x) > 0 , A(x)  0 , A(x) = 0 .

On dira que les deux polynômes à coefficients entiers e (P et B(x) ~ P sont

"divisibles~ s’il existe deux polynômes Q(X) et R(x) à coefficients entiers tels

que 
’

Q(X) s’appelle le quotient~ 9 et le reste.

Il est clair que deux polynômes à coefficients entiers dans p ne sont pas tou-

jours divisibles (par exemple A(x~ _ X et 2 ) . Ils sont toutefois "presque"
divisibles en ce sens que l’on a le résultat suivant : i

1. - Soient et deux polynômes positifs à coefficients 
Alors il un 1 tel que, pour tout h ~ ~0 , 1 , ... , g - 1 ~ !
les deux polynômes A(gX + h) et B(gX + h) soient divisibles.

Démonstration. - On effectue la division euclidienne de A(X) par B(X) ? 1



Si A(X) est de moindre que celui de 3(x) y A(x) et B(x) sont divi-

sibles au sens de (3) avec =0 et R(X) ===A(x) .

Sincn, un polynôme à coefficients rationnels, le coefficient du ter-e

de degré le plus élevé étant strictement positif. Soit ~ ~ 1 un dénominateur com-

mun des coefficients de Q(X) - Q(o) (on prend g quelconque si Q(X) est cons-

tant). Soit h ~ {0 , 1 , 2 , ... , g - 1} , La formule de Taylor s’écrit

où Q~(X) = gX Q’(h)/U + ~ :~ + ...

est donc un polynôme à coefficients entiers, et de plus 0 .

Soit (0 y 1~ défini, de la façon suivante :

On désigne par (~/h)) partie fractionnaire de Q(h) y et par [Q(h) ] la par-

tie entière. Alors l’identité

réalise la division de -}- h) par h) au sens de (3).
C. Q. ?. D.

LEMME 2. - Deux polynômes positifs de même degré sont divisibles.

Démonstration. - Ce n’est qu’un cas particulier du précédente mais il est
plus simple d’en donner une démonstration directe.

Soient A(X) et ’ deux polynômes positifs à coefficients entiers de même de-
Soit

L’identité

représente la division

C. Q. F~ D.
Nous pouvons à présent prouver le théorème 1.

Soient A(X) et B(X) deux polynômes positifs à coefficients entiers tels que



A(X) > B(X) . Le lemme 1 montre l’existence d’un entier g1  1 tel que, pour tout

h E ~0 ~ 1 , ... ~ g - 13 ~ les deux polynômes X+h) et B( g X+h)
soient divisibles.

Soit R(X) le reste (qui dépend de h en général). Si le degré de R(X) est

strictement inférieur à de ~3( ~1~ , on dit que l’on a clos une étape.

Si B(X) et R(X) ont degré, le lemme 2 nous indique que et R(x)
sont divisibles. Soit le reste. Si le degré de est strictement in-

férieur à celui de R(X~ ~ l’étape est close. Sinon, R(X) et sont divi-

sibles avec R2(X) pour le reste. Le processus se poursuit jusqu’au moment où ap-
araît un reste Rj1 (X’) de degré strictement inférieur à celui de Rj1-1(X) (donc

de B(X)). Cette situation se produit nécessairement, car une chaîne du type

est finie (lej coefficients du terme de plus haut degré étant des entiers décrois-
sants minores par 0 ).

Sitôt que  degré(Rj-1 (x) , on déclare l’étape close.~1 ~1"
On pose alors B (x) = B(g X + h) . On détermine un entier g2  1 tel que

~2~ soit divisible par R. (~ X + h ) pour tout h ~ (0 , 1 y ... y

g2 - 1) . A la clôture de cette nouveIle étape, on tombe sur un reste R. (X) de
~

degré strictement inférieur à celui de (x) . Puis on recommence, et l’on obtient

ainsi une suite de polynômes dont les degrés décroissent strictement

La suite est évidemment finie, et au rang s, on tombe sur le polynôme nul.

En résumée soit ;~s ~ r et soit h E (0 , 1 , ... , g - 1~ . La fraction
A(gX + h)/B(gX + h) se décompose sous la 

où m dépend de h et où les Q (x) sont des polynômes positifs à coefficients
entiers.

Il s’ensuit que si n parcourt les entiers, on a

à partir d’un certain ra-:1C’ (l’égalité n’a pas nécessairement lieu pour les petites
valeurs de n , car Q p(n) peut ne pas être un entier positif) . Ainsi la suite

est constante (à partir d’un certain rang) sur progression arith-

métique de pas g.



Cela montra bien que la suite est périodique (de période g ) à partir d’un cer-

tain rang.

4. Cas des exponentielles.

Considérons la suite ( ~,,~( 2n~3n~ ~ . On pourrait au vu des résultats de

Dixon et Ileilbronn, à ce que

Or, d’après les calculs de J. on constate que pour

10 $ n  220 , on a

0,36  1 n 03C8(2n 3n)  0,80 , sauf pour n = 13 , 16 , 21 , 33 .

De plus, on a l’impression que cette quantité se stabilise au voisinage de 0,6
(voir tableau ci-dessous).

n 10 30 50 70 90 110 130 _ 150 170 190 210

100 n 03C8(2n 3n) 80 57 36 60 59 49 68 62 59 58 56

Il est sans doute très difficile de prouver que 1/n 03C8((2n/3n)) est "stationnaire"

Il semble clair toutefois que 1/n ~! (2n~3~~~ ne tend pas vers 12 / ~~t2 log 2 log 3 .
Il serait plus raisonnable de se demander si la suite ne tendrait pas plutôt vers

12/TT2(log 2)2 = 0 ~y6 ...

En effet,

où a(n~ _ ~n~ 3n/~n ~ 2n ~ 
-- _

Alors (il ’/39) = 1 + y(t~(n~~2n~ et, en se reportant à nouveau aux résultats de

DIXON et on pourrait espérer que

Toujours est-il que l’on est loin de pouvoir démontrer des résultats aussi précis.
S’il est banal de constater que

n

on ne sait pas si

J

Y. POURCHET a toutefois réussi à prouver si (p , q) == 1 y p i . 1 , q ~ 1 ,
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Ce résultat a pour corollaire ce qui suit :

Soit xeQ tel que sup 03C8(xn)  ~ . Alors, ou bien x est entier, ou bien 
1

est entier.
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