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Séminaire DELANGE-PISOT-PCITOU 9-01
(Théorie des nombres)
12e année, 1970/71, n° 9, 12 p. 18 janvier 1971

EXTENSION D'UN THEOREME DE POLYA-CANTOR A DES
SERIES RATIONNELLES EN VARTABLES NON COMMUTATIVES

par Khira LAMECHE

3*
Introduction. — Soit X un ensemble fini. X est appelé un alphabet, X 1le

3*
monoide libre qu'il engendre, e étant 1'élément neutre du monoide X , le pro-
duit dems X" , la concaténation des mots f et g , est le mot obtenu en écrivant
g & droite de £ :

fwg="~Ffg .
L'homomorphisme de X* dans N , qui & tout mot f de X* associe sa ".ongueur",

se note f -> ]fi .

Définition de 1'algdbre large d'un monoide libre sur 1l'enneau des entiers. = On

notera Z<«X> 1'algebre large de 1l'ensemble X sur 1l'anneau des entiers Z , les
éléments de 2Z<X> sont les séries de puissance & coefficients entiers dont les va-

riables sont dans X :

ae Z2&k> <==> a=fzj{*(a,f)f, (a, f) ez .
61

Sur 2&KX>» , on définit 1l'addition

a+ a' = ZX*[(a,f)+(a' , O
fe

et le produit dit de Cauchy de la maniére suivante :

aa' = Z_)Lf 2 (a, g)(a! ’ h) .
fGX‘ gh:f

. %* - .
Cette expression a un sens, car X  est un monoide libre, donc chaque mot n'a, en

produit de deux mots, qu'un nombre fini de factorisations.
On définit la multiplication par un scalaire ¢

si Neid, Aa = Z*X(a,f)f .
feX

Muni de 1'addition, du produit, et de la multiplication par un scalaire, Z<X>
est une algebre.
Si X={x}, alors fe X" <= Inel tel que f = X0,

On retrouve la définition habituelle des séries formelles.
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Définition de 1'ensemble des rationnels sur X . — On pose, par définition,
(z@>)* = (a5 aec 2, (a,e)=0) ,

i. e (§<X>)% est 1l'ensemble des séries formelles sur X sans terme constant.

Si ae 2", on définit

Ceci a un sens, puisque (a , e) =0 .

¥* .z .
a et a sont liés par la relation :

(1) a+aa®=a+za"a=a"

(I) s'écrit aussi @

(1-a)(1+2a"=((+aN(1-a)=1

Soit S © Z&X» ; S est rationnellement clos, si S est une sous-algébre de

Z<X> , stable par quasi-inversion des éléments quasi-inversibles.

Définition. - g:at(x) est le plus petit sous-ensemble de 2Z<X>» rationnellement
clos contenant X .

s . *
Caractérisation de 'Zrat(x) (57

2 ¢
THEOREME I. - Un élément a € Z<X»> appartient a ,grat(x> , 8i, et seulement si,
il existe un entier N > 2 , une représentation u de X* dans HWQZ) , une ma-

trice P de I (Z) telle que 1'on =it

a= 2 (TrPuf)f .
fex”

On va vérifier que, dans le cas ou X est réduit & une seule lettre, 1l'ensemble

Z;at<x> coincide avec la définition habituelle des séries rationnelles & coeffi-
cients entiers :

Soit X =f{x}. a e'g:at(X) <==> 3P, Qe 2[X] telles que l'on ait
_ P(X)

Q(x)

La condition est nécessaire : Bn effet, soit

, avec Q(0) =1 .

a= 2 Tr P(ux)n 2= 3 &, b
n>0 n>0

une série formelle. On pose ux = A .

La matrice A vérifie son polynéme caractéristique, donc la suite

(an)nao
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vérifie une relation de récurrence, ce qui démontre que la série a est rationnelle.

La condition est suffisante : On se raméne au cas ou la série a est un polyndme :

< r r-1
a_P(X)_aOX +a X +...+ar_1X+ar.

Au polyndme P , on peut associer la matrice A de Mml("z') suivante :

r+1

Si (e1 y eee s er+l) est une base de Z , on définit A par

A(el) =0 ’

.
[
.

A(ei)=ei__1, 2'\<i§r ’

A(erﬂ) =a_ e ta, eyt et e + .oty 3
- . Vi
dans 1a base (e1 g see er+1) , la matrice A s'écrit :
O LN ar—l
0 1 8. o
A=
%
0 0 .
Soit P 1la matrice de Mr+1("z') définie par :
P11 =2 Pr+l,1 =1, autres Pi,j =0 3
o 'I . .
dans lz base (el g see er+1) , P stécrit :
a_ O . 0
r
0 O N ¢
L O es e O .
On vérifie que
Tr P = Tr PAO= a_
T
i
TrPA:ar—i’ yigigr ,
TrPAJ-O, vizr+1 .



9-04

On dira que le couple (P, A) représente le polyndme P .

P(X)

Le cas général se déduit de ce cas ; en effet, soit a = ————~— une série ra~
1 - Q(x)

tionnelle & coefficients entiers Q vérifiant Q(O) =0 . a s'derit :
i —
a=PE)[1-AXN)T " =p(X)[1+*X)7] ,

Q*(X) désignant le quasi~-inverse de Q(X)

Seit (R, B) wun couple reprdsentant le polyndme Q ; on suppose que
(R, B) e M (2) .

La série Q*(X) est représentée par le couple (R, C) , ol la matrice C s'ob-
tient de la maniére suivente : On définit Bu comme la matrice qui a toutes ses
colonnes nulles, exceptée la premiére qui est égale & la p-iéme colomne de B .

On pose

C=B+3B_ .
u

Par récurrence sur n , on vérifie que

Tr RB® + 3 Tr R3Y Tr RC™Y = Tr RC® .
O<qn

Soit (R, C) 1le couple de Mp(g) qui représente la série 1 + Q*(X) .

Soit (P ’ A) 1le couple de Mr(g) qui représente le polyndme P(X) .

Le couple (s ’ ) de Mp+r(g) qui représente la série P(X)(1 + Q*(X)) s'ob-
tient de la maniere suivante : On définit la matrice E de Mr+0(§) suivante ¢

/ A A
' u

B =
\\O l c ’
ou Au est une (r , p)-matrice qui a toutes ses colonnes nulles, sauf la premiére
qui est égale & la r-idme coleonne de A .

S est la matrice de 1 (Z) suivante :
+p =

[8,, =2, s pour a= 2 a )
n
Srep, 1= L
autres S, =0 .,
1,
Par récurrence sur n , on vérifie que 1'on a
a = Tr SE" ¥n>0
n_ ’ Y ol .

Dans le cas ou X = (x) , la démonstration de 1'équivalence des définitions des

séries rationnelles est démontrée.



=05

Le but de 1'exposé est d'étendre un résultet de Pélya [4] et un résultat de Cantor

[2] & des séries rationnelles en variables non commutatives.

THROREME I de Pélya [4]. - Soit (ah) une suite d'entiers algébriques ; alors

les conditions suivantes sont équivalentes :

- - n .
(i) La série 2 na =z est rationnelle 3

. . < n .
(ii) La série 2 a_ z est rationnelle ;

n
. . n . .
(111) La série 2 nan z est ratiomnelle, et a tous ses résidus nuls.

Théoréme de PSlya en variables non commutatives [3].

Conjecture. - Soit a = X(a , £)f une série rationnelle sur 1'alphabet X , ol

X=(x,y), acoefficients entiers, telle que if] divise (a, £f) , ¥ f € xx* ;s

alors la série a = Z_ifngil-f est rationnelle, i. e. il existe un entier N > 2,
f |
une représentation v de x*  dens Mw(g) , une matrice Q de MN(Q) telle que

1'on ait

(a, £) = |f] Tr Quf , i fe X' .
a J&tant une série rationnelle, il existe un entier k > 2 , une représentation
w de X*  dans MK(Q) , telle que 1l'on ait
(a, £) = Tr Puf , vfe X .
Supposons det ux # 0 ; alors la conjecture est vraie.

La démonstration de ce théortme nécessite la démonstration de certains lemmes

préparatoires :

Soit a = ) a, % une série rationnelle & une variable & coefficients entiers,
n

elle s'éecrit :
_ P
1+ Q(X)

ob P, Q sont des polyndmes a coefficients entiers, et ou Q(0) =0 .

A partir d'un certain rang Ny s les coefficients a, s'écrivent :

a = 2 Pi(n) a? y
LilSr
N -1
1 P, . > i ig-
ou les ( 1)L<1$r sont des polyndmes, et les (ai )lsigr sont les racines dis

tinctes du polynlme 1 + Q(X) .

Si
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la notation

X(Xx-1) voo (X=n+ 1)

&)
\1/

signifiant

Avec ces notations, on démontre le lemme suivant ¢

LEMME 1. - Pour tout p >0 , la série axP =3 a, P o5t une série rationnelle
n

N 7 . 4 . rd . < l
admettant les mémes pdles que la série a . Le résidu de la série ax’  au pdle o

i

est donné par la formule :

(1) Res(a® , &) = = P (=p-1) .

o i
i
Démonstration. - Soit a =2 a . Soit n >n. , a = > ®.(n) ot . Ona
n 0 n . i i
n TSRS

1 (1) _

(Res a , E:) = as P (-— 1) .

Soit p >0 . La série

aXp=anXn=Za Xn+p

n
n n
ou b_= a , ¥ n>p. b s'écrit d'une maniére unique :
n n-p < n
- n - N~
b = 3 Qi(n)5.= 5 P.(n-p) o P,
n cic 1 e 1 i
1<9gs <igr
d'oh s =1r, et, pour tout i , Bi =

Ql(n) w? = Pi(n - p) w?;-l—p = cy;p Pi(n - p) ail R

d'otr (Res axP , -&1—-) = - Ql(— 1) = - czi Pi(— p~- 1), ce qui démontre le lemme.
i

LEMME 2 ¢ Ce lemme est un lemme de combinatoire. On démontre que

ny - _ \DFT Py T + 1
(2) (p) - O(}I:<p (- 1) '\r/lk n ) .
SIS
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Démonstration. — On calcule de deux manitres différentes le coefficient de b

dans le développement de

-xf 1 v L
(1_X)p+l—l—x\\l l—X) !

/ . n ;
en remarquant que (T + 1) est le coefficient de X  dans le développement de

\ n /
(1 - %)™ . on obtient

- )/ n ) = (- )P (™ _ )T PYT n)
(- D%y o p)= D7) O<§<p DF )
NN
d'ou
pﬂ 5 (- “mmfp(r+n .
\ 9
\p/ ~ O<r<p \r)\ n )
on en déduit 1'égalité
’ P
3 P
n\p, (l_x>p+

En utilisant le lemme 2, on démontre le lemme 3. Soit k un entier, k >2
Soient u une matrice unipotente de MK(Q) , L une forme linéaire sur MK(

on pose
(4) P(n) = L") , Fn>0 .

7

Sous ces hypothéses, on a le lemme suivant

LEMME 3. - La fonction P , définie par la relation (4), est un polyndme, et l'on a

(5) P(n) = L(u") , fneg .

Démonstration. = La matrice u étant unipotente, elle s'éerit u=I+ N, ou N

est nilpotente. Donc la suite récurrente (an)n>0

7

N n P
, obn a =L(u) , s'écrit d'une
n

maniére unique

Il

av)

s
~~

a = P(n) x e

ou P(X) est un polyn8me.

P(a) = L) =11+ W™= 3 (%)u0®) .
Ogpk-1 P
En utilisant la relation(2), ceci s'écrit aussi :
Pa) = I (- DPF )T @Ry .
Ogpsk-1
Osrsp

Or,
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d'ou

P(n)

]
o)

(n + l)(n + 2) ces (n + 8 - 1) L(Ns_l(I + N)-S) + ...
(s - 1)!
N n+1)n+2) . (n+%k=-1) i1+ W)k
(k - 1)!

LI + ) + o0 +

On calcule P(=n) , ob n >0,

p(cn) = L(T + 1) 4 ... 4 z2x D E n) ';' (s = 1-m) o1 4 7)™ 4 ...
s ~ 1)!¢

N (1-n)(2=-1n) .. (k=1=-n) (T 4 N)—k
(k - 1)!

Or, pour 1 <sgk=-1,o0na

(1 =-n)(2-n) «o. (s =1=n) (- l)s—l (n-1)n-=-2) ... (n-s5+1)
(s = 1)! (s = 1)!

S

Il

Il

P(-n) =1 2 (27 1} D R Rl G S
s>1
~n(x + W)L (1 - w1+ W)~HPE

-n+1

—pr et @)™ oz e T @™,

ce qui démontre le lemme 3.

On aborde la démonstration du théoréme de Pdlya en variables non commutatives

Soit X wun alphabet fini. Sans perte de généralité, on peut se restreindre a un
alphabet & deux lettres :
X=(Xy3’) .

Soient y une représentation de X¥ dans Mk(ZD , P une matrice de Mkﬁg)
telle que 1l'on ait

|£] divise Tr Puf .
On suppose det px # 0 .

Soit px =A . px admet une décomposition multiplicative unique ([1], p. 108),
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X = AS(I +N) ,

ou AS est une matrice semi-simple, et I + N une matrice unipotente. AS et

I +N sont des polyndmes en A & coefficients rationnels.

Sous ces hypothéses, on a le lemme suivant :
LEMME 4. - Pour tout f € X* , on a
ez + 1) 18 Bue = 0

ré . L 3 \ ’ 3 . \
Démonstration. - Pour tout f e X¥ , on considére la série rationnelle a une va-

riable :

rf(T) = Y Tr PufAl Tn+|f| =2 r, Tn+|fl
n n

On démontre que, si Tr Puf # O , alors la série rf(T) n'est pas réduite a un po-
lyn8me. En effet, soit f tel que rf(T) soit réduite & un polynéme, i. e.
ro(T) = Tr Puf + +.. + Tr pueall -l

. N i ps PP
La matrice A vérifie son polyndme caractéristique :

-1
Xk + o Xk toees F oy = o, avec o #0 ,

puisque A est inversible. D'olu

Tr PquNk + .0 + o Tr Ppf =0 .
Or
Ni . .
Tr PufA" " =0 , vi, 1gigk ,

d'ou
o .

o Tr Puf = 0 => Tr Puf
Si Tr Puf # 0, alors la série rf(T) n'est pas réduite & un polyn8me. On a
r = Tr PufA” = Tr Puf(I + M)" Ag .

On peut supposer AS diagonale, d'ou

ro= 2 (Puf(T + N)n)jj (Ag).. .
SRS I
Par hypothdse, n + |f| divise Tr PufA” , ¥ n >0 . D'aprds la condition (iii)
de Pélya, on en déduit que la série rationnelle 2 Tr Pqun Tn+lf]_1 a tous ses

_ n2l
résidus nuls, ce qui s'écrit, d'aprés les lemmes 1 et 3,
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2 (Pur(T + N)‘lf}).. = Tr Puf(I + N)‘lfI =0
IS, %
= Tr(I + N)"'fl Puf =0 .

by

La démonstration du théordme de Polya consiste & expliciter 1'égalité :

|£]

Tr Puf(I + N)~ =0 .

Soit M 1la matrice définie par la relation
(IT+M(T+M) =1 .

I1 est immédiat que M est une matrice nilpotente, et qu'elle est & coefficients

rationnels.

]

Tr Puf(I + N)™ ' = Tr PUF(T + M)lfl =0 ,

<|§|) Tr PueMt .

Soit d le plus petit entier positif non nul, tel que MMd € Mk(g) . On considére

la série de terme général

(- 1)1 &1 Tl; Pl“f -5 Lem DI gee) Ly L (e -1 ) e(ea) Rur
f 1<igk-1 :

N

Or, pour chaque i , la série de terme général
(J£] = 1) x (J£] = 2) x «uv x (] = 1 + 1) Tr(a)t pur

est une série rationnelle ; en effet, c'est le produit de Hademard des séries ra-

tionnelles [6] :

Sl - 0)f o T (gl = 2)f oo T (lf] -1+ 1)f T (rr(ua)t Puf)f
£ f £ f

dk—-l Tr Puf

|£]
On en déduit, d'aprés un résultat de [5], que la série de terme général Eﬁ;ﬁgi
£
est rationnelle. Ce qui démontre le théoréme dans le cas ou det ux # 0 .

donc la série de terme général (k - 1)! est une série rationnelle.

Cas ol det ux = det uy = 0 ¢ Soit g € x* . ug s'derit d'une manidre unique :
ne = (ug)g + (ue), ([1], p. 108)

ou (ug)s est une matrice diagonalisable de Mk(g) , et (ug)n une matrice nilpo-
tente de Mk(g) » qui commutent. On démontre facilement qu'il existe une matrice

nilpotente Mg telle que, pour tout f e X¥ , on ait

Tr Bur(z + ug) 171/ le] (ne)g =0 , Pn>1 .
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Soit & 1l'algtbre engendrée par les parties semi-simples des polynSmes homogeénes

en px et uy .
Tr Pyf
£

- 31 Pe dpd , alors la série de terme général est rationnelle ;

- 8i P ¢ gPd , le problime reste ouvert.

TrPu,f=Terf, ¥ £fe X', on a alors det vx # 0 . En

Si det ux #0 , et si
£
effet, si a = 2 (Tr Paf)f et b =2 (Tr QBf)f sont deux séries rationnelles tel=-
f f

les que det ax det Bx # 0, on a

det(ox @ Bx) = det ox det 8x £ 0O et det ax @ Bx # 0 .
fos . A - Tr Puf Lot
On a vu que la série de terme général -——== est somme de séries de la forme

. £
(lfl - 1) ... (lff - i+ 1) Tr(l‘»'ld):L Puf . On peut associer facilement une représen-

z

tation inversible & la série 2 (}f] - j)f . D'autre part, la série de terme géné-
. f
ral Tr(Md)l Puf est telle que det pux # 0 . Ceci montre que la série

Tr Puf

= Tr Q\)f
|£]

est telle que det vx #0 .

Ceci va nous servir & démontrer le théoréme de Cantor [2] en variables non commu-

tatives.

une suite d'entiers algébriques, et F

THEOREME de Cantor [2]. - Soient (an)n>,0

un polyndme non nul & coefficients complexes. Si la série » F(n) &, 2" est ration-
n

- n .
nelle, alors la série 2 a z 1l'est aussi.

Enoncé du théoréme de Cantor en variables non commutatives. — Soient (r ’ f)f

une suite d'entiers algébriques, et F un polyn8me non nul & coefficients complexes.,

Si la série 2 F(|f|)(r , £)f est rationnelle, alors la série J (r , £)f est
T f

aussi rationnelle.

La démonstration de Cantor nécessite la démonstration de deux lemmes préparatoi-
res que j'énonce. Comme leur démonstration est exactement calquée sur celle de

Cantor, je ne referai pas ces démonstrations.

LEMME 1. - Soiggg ¢« un nombre algébrique, et (r ’ f)f une suite dl'entiers al-

gébriques. Si la série 2 (|f]| -~ &)(r , £)f est ratiomnelle, alors la série
f

> (r, £f)f est ratiomnelle.

f
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LEMME 2. - Soit F un polynSme non nul & coefficients complexes, et soit

(r, f)f une suite d'entiers algébriques. Si la série 2 F(lfl)(r , T)f est ra-
f

tionnelle, alors il existe un polyndme G 4 coefficients algébriques tel gue

> a(|£])(r, £)f soit aussi rationnelle.

Démonstration du théoreme de Cantor. — D'aprés le lemme 2, on peut supposer F a

coefficients entiers algébriques ; et soit « une racine de F . D'aprés le lemme

de Gauss, le polynfme G(X) = L(K) est aussi & coefficients entiers algébriques.

Supposons que la série
S (Tr Puf)f = Z r(|£])(z , £)f
f

goit telle que det px # O . D'aprés le lemme 1, la série Z-%L%QL- ’ f)f est
f|ff -«
rationnelle, i. e. il existe un entier k' > 2 , une représentation v de x*

dans Mk,(g) , une matrice Q de Mk,(g) telle que l'on ait
e(|£])(r , £) = Tr Qf , vee X,
avec la condition det vx # 0 .

Par récurrence sur le degré de F , on démontre le théoréme de Cantor en varia-

bles non commutatives.
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