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EXTENSION D ’UN THÉORÈME DE PÓLYA-CANTOR À DES

SÉRIES RATIONNELLES EN VARIABLES NON COMMUTATIVES

par Khira LAMÈCHE

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU

(Théorie des nombres)
12e année, y 1970/71, n° 9, y 12 p. 18 janvier 1971

Introduction. - Soit X un ensemble fini. X est appelé un alphabet X* le

monoïde libre qu’il engendre, e étant l’élément neutre du monoïde le pro-

duit dans X* , la concaténation des mots f et g, est le mot obtenu en écrivant

g à droite de f :

L ’homomorphisme de X* dans N , qui à tout mot f de X* associe sa "longueur",
se note f 

Définition de l’algèbre large d’m monoïde libre sur l’anneau des entiers. - On

notera l’algèbre large de l’ensemble X sur l’anneau des entiers Z , les

éléments de sont les séries de puissance à coefficients entiers dont les va-

riables sont dans X :

Sur L~K> ~ on définit l’addition

et le produit dit de Cauchy de la manière suivante :

Cette expression a un sens, car X* est un monoide libre, donc chaque mot n’a, en

produit de deux mots, qu’un nombre fini de factorisations.

On définit la multiplication par un scalaire :

Muni de l’addition, du produit, et de la multiplication par un scalaire, 
est une algèbre.

Si X= ~x~ , alors ==> tel que 

On retrouve la définition habituelle des séries formelles.



Définition de l’ensemble des rationnels sur X. - On pose, par définition,

i. e. est l’ensemble des séries formelles sur X sans terme constant.

Si a ~ on définit

Ceci a un sens, y puisque ( a , y e) = 0 .

a et a sont liés par la relation :

soit S C Z4X» ; S est rationnellement clos, si S est une sous-algèbre de

stable par quasi-inversion des éléments quasi-inversibles.

Défini tion. - est le plus peti t sous-ensemble de rationnellement
--.~ --ra 

--

clos contenant X .

Caractérisation de lsl.
, , ,,

THÉORÈME 1. - jn élément a e appartient à Z (X) , si, et seulement si,

il existe un entier N g 2 , représentation yoe de X"" dans ?.),j(Z) , 
trice P de Î.%(Z) telle que l’on ait

On va vérifier que, dans le cas où X est réduit à une seule lettre, l’ensemble

~! ~ .(X) coïncide avec la définition habituelle des séries rationnelles à coeffi-

cients entiers :

La condition est nécessaire : En effet, soit

une série tonnelle. On pose p,x = A .

La matrice A vérifie son polynôme caractéristique, donc la suite (a) n n;0

(l) s’écrit aussi :



vérifie une relation de récurrence, ce qui démontre que la série a est rationnelle.

La condition est suffisante : On se ramène au cas où la série a est un polynôme :

Au polynôme P , on peut associer la matrice A de suivante : 1

Si (e , ... , e ) est base de JZ~~ , on 

dans la base (e1 , ... o , e r+1) , la matrice A s’écrit:

Soit P la matrice de définie par :

dans la base (e1 , ... , 
P s’écrit:

On vérifie que



0n dira. que le couple (P , A) représente le pnlynôme P .

Le cas général se déduit de ce cas; en effet, soit a = une série ra-
l - Q(X)

tionnelle à coefficients entiers Q vérifiant Q(0) = 0 , a s’écrit :1

~ désignant le quasi-inverse de ~(~~ .
Soit (R , B) un couple représentant le polynôme Q ; on suppose que

(R , B) ~ Mp(Z) .La série Q*(X) eat représentée par le couple (R , C) , où l a matrice C s’ob-

tient de la manière suivante ô On définit B 
u 

comme la matrice qui a toutes ses

colonnes nulles, exceptée la première qui est égale à la p-ième colonne de B .

~n pose

Par récurrence sur n, on vérifie que

Soit (R y C) le couple de H (~) qui représente la série 1 + Q~(x) .
Soit (P y A) le couple de M (,Z) qui représente le polynôme P(x) .
Le couple (S y E) de qui représente la série P(x)(l + Q’~(X)) 

tient de la manière suivante : On définit la matrice E de M suivante :

où A est une (r , p)-matrice qui a toutes ses colonnes nulles, sauf la premièreu

qui est égale à la r’-ièmp colonne de A a

S est la matrice de (Z) suivante :
x+p

Par récurrence sur n , on vérifie que l’on a

Dans le cas où X = (x) , la démonstration de l’équivalence des définitions des
séries rationnelles est démontrée.



Le but de l ’ exposé est d’ étendre un résultat de Pólya [4] et un résultat de Cantor

[2] à des séries rationnelles en variabl-es non commutatives.

THÉORÈME 1 de Pólya 14°1. - Soit ( a ) une suite d’ entiers algébriques; alors
~ - 

o-oo-oo- n .- ...-- 
..- -. -....... --..- . 

- 

- - 
-- 

---.-.- 
--- -

les conditions su.ivantes sont équivalentes :

(1) La série I na zn est rationnelle ;
- n

(ii) La série 1 an zn est rationnelle;

(iii) La série I na est rationnelle, et a tous ses résidus nuls.
n -- -- .- 

- .... - 
- - 

-- 
- - - - -- - 

> -- - 

- - 

 -.- -

Théorème ge fô)_y£ variables n.on commnutatives [3].

Conjecture. - Soit a = lL(a , f)f rationnelle sur l’alphabet X , où

X = (x , y) , à coefficients entiers, telle ju_e )f ) divise (a , f) , Y f é XX* j
alors la série a = à (a , f) f est rationnelle, 1. e. il existe un entier N j 2 ,

une représentation f v de À* dans une matrice Q de telle ue

l’on ait

a 6tant une série rationnelle, il existe un entier k >~ 2 ~ une représentation

de X* dans y telle que l’on ait

Supposons det 0 ; alors la conjecture est vraie.

La démonstration de ce théorème nécessite la démonstration de certains lemmes

préparatoires ;

Soit a = I a xn une série rationnelle à une variable à coefficients entiers,
n n

elle s’écrit :

où P , Q sont des polynômes à coefficients entiers, y et où ~~0~ - 0 .

A partir d’un certain rang n.. ~ les coefficients a s~écrivent ~ ô

où les sont des polynômes, et les (03B1-1i)1ir sont les racines dis-

tinctes du polynôme 1 + Q(X) .

Si



Avec ces notations, on démontre le lemme suivant :

LEMME i . - Pour tout p 1’> 0 , , la série aXp = Î a est une série rationnelle
/ 

~ 
n

admettant les mêmes pôles que la série a . Le résidu de la série aXP au pôle 1 03B1
cY~

est donné par la formule :

Soit p >, 0 . La série

où bn s’écrit d’une manière unique :

d’où 9 et, pour-tout i , ’~i -- ~i ’

LEMME 2 : Ce lemme est un lemme de combinatoire. On démontre que

on a

la notation



Démonstration. - On calcule de deux manières différentes le coefficient de X’n

dans le développement de

en remarquant que ~ ~ ~’’ est le coefficient de X~ dans le développement de

(l - X)"~"~ . On obtient

d’où

on en déduit l’égalité

En utilisant le lemme 2, on démontre le lemme 3. Soit k un entier, k ~ 2 .

Soient u une matrice unipotente de ~~~- ~ ~~ , L une forme linéaire sur 

on pose

Sous ces hypothèses, on a le lemme suivant :
~ 

LEMME 3. - La fonction P , y définie par la relation (4), est un polynôme, et l’on a

Démonstration. - La matrice u étant unipotente, elle s’écrit u = 1 + N , où N

est nilpotente. Donc la suite récurrente (a ) a = s’écrit d’une
n

manière unique :

où P(X) est un polynôme.

En utilisant la relation (?~ ~ ceci s’écrit aussi :



ce qui démontre le lemme 38

On aborde la démonstration du théorème de Pôlya en variables non commutatives :

Soit X un alphabet fini. Sans perte de généralité, on peut se restreindre à un

alphabet à deux lettres : 1

Soient une représentation de ~~‘ dans I~ ~~ , P une matrice de r~ ~,Z~
telle que l’on ait

On suppose det )ix =~ 0 .

Soit ~x = A. ki.X admet une décomposition multiplicative unique ([1], p. 108) ,



où AS est une matrice semi-simple, et I + N une matrice unipotente. AS et

I + N sont des polynômes en A à coefficients rationnels.

Sous ces hypothèses, on a le lemme suivant :

LEMME 4. - Pour tout f E X* , on a

Démonstration. - Pour tout f e X~~ , on considère la série rationnelle à une va-
riable :

On démontre que, si Tr P~,f ~ 0 , alors la série n’est pas réduite à un po-

lynOme. En effet, soit f tel que soit réduite à un polynôme, i. e.

La matrice ~~ vérifie son polynôme caractéristique :

puisque A est inversible. D’où

Si Tr P~f ~ 0 , alors la série n’est pas réduite à un polynôme. On a

On peut supposer AS diagonale, d’où

Par hypothèse, n + jf) divise Tr V n >,0 . D’après la condition (iii)
de Pólya, on en déduit que la série rationnelle Z Tr Pmfé a tous ses

. n~l
résidus nuls, ce qui s’écrit~ d’après les lemmes 1 et 3,



La démonstration du théorème de Pólya consiste à expliciter l’égalité :

Soit M la matrice définie par la relation

Il est immédiat que M est une matrice nilpotente, et qu’elle est à coefficients

rationnels.

Soit d le plus petit entier positif non nul, tel que Md E M. (g) . On considère
la série de terme général

Or, pour chaque i , la série de terme général

est une série rationnelle ; en effet, c’est le produit de Hadamard des séries ra-
tionnelles ~6 j :

donc la série de terme gênerai (k - l)J d~" 2014~2014~L- est une série rationnelle.

On en déduite d’âpres un résultat de [5], que la série de ternie général Tr P f
!f)

est rationnelle. Ce qui démontre le théorème dans le cas où det 0 .

Cas où det px = det py == 0 : Soit g e X* . p,g s’écrit d’une manière unique :

où est une matrice diagonalisable de ~ ~k (Q~ , w et (~,g~ n une matrice nilpo-
tente de ( Q~ , qui commutent. On démontre facilement qu’il existe une matrice
nilpotente Mg telle que, pour tout f ~ X* , on ait



Soit d l’algèbre engendrée p ar les parties semi-simples des polynômes homogènes
en ~x et 

- Si P ~ 03B1P03B1 , alors la série de terme général est rationnelle ;
Iff

- Si P ~ le problème reste ouvert.

Si et si r = Tr Q03BDf , V on a alors En

ef f et, si a = 03A3 (Tr P03B1f)f et sont deux séries rationnelles tel-

les que det ax det x  0 , on a

On a vu que la série de terme général Tr P f est somme de séries de la forme

1) ... (jf - i + 1) P~~f . peut associer facilement une représen-
tation inversible à la série 1 (jf) - j)f . D’autre part, la série de terme géné-
ral Tr(Md)~ P~f est telle que det ~x -~ 0 . Ceci montre que la série

est telle que det 0 .

Ceci va nous servir à démontrer le théorème de Cantor ~2~ en variables non commu-
tatives.

de Cantor ~2 . - Soient (a ) ~ une suite d’entiers algébriques, et F
------~- n n , ----. - --..., - 

..- - 

.- - . - - , ...-- -..- -- -- - ..- . > ..

un polynôme non nul à coefficients complexes. Si la série  F(n) a zn est ration-
n

nelle, alors la série 03A3 a zn l’est aussi.
n

Enoncé du théorème de Cantor en variables non commutatives. - Soient (r, f~
une suite d’ entiers algébriques, et F un polynôme non nul à coeff icients complexes.
Si la série ~ f)f est rationnelle, alors la série ,~ (r , f)f est

f f 
~

aussi rationnelle.

La démonstration de Cantor nécessite la démonstration de deux lemmes préparatoi-
res que j’énonce. Comme leur démonstration est exactement calquée sur celle de

Cantor, je ne ref erai pas ces démonstrations.

1. - Soient ~ un nombre algébrique, et ( r , une suite d’ entiers al-

gébriques. Si la série ~. ( ~f ~ -~ f)f est rationnelle, alors la série°° " ’" ’ 

f

~ (r, f)f est rationnelle.
f



LEMME 2. - Soit F y£, polynôme non nul à coefficients complexes, et soit

 r , une suite d’entiers algébriques. _,§é i_a série I F  1 f 1 >  r , f> f est ra-
° 

’ 

f

tionnelle, alors il existe un polynôme G à coefficients algébriques tgl_ qu_e

1 G( )f) )(r , f)f soit aussi rationnelle.

f

Démonstration ju théorème de D ’ après le lemme 2, on peut supposer F à

coefficients entiers algébriques; et soit 03B1 une racine de F . D’après le lemme

de Gauss, le polynôme G(X) = est aussi à coefficients entiers algébriques.
’ ’ 

X - «>

Supposons que la série

soit telle que det ~x ;~ 0 . D’après le lemme 1, la série 1 ’ ~-- (r , f)f est
f 

.,

rationnelle, i. e. il existe un entier k’ ~2 ~ une représentation v de X’~

dans ~, ~Z) , une matrice Q de , (~) telle que l’on ait

avec la condition det vx ~ 0 .

Par récurrence sur le degré de F ~ on démontre le théorème de Cantor en varia-

bles non commutatives.
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