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Séminaire DELANGE~PISOT=-POITOU 2=01
(Théorie des nombres)
12e année, 1970/71, n° 2, 7 p. 16 novembre 1970

STATHIMES EUCLIDIENS ET SéﬁIES FORMELLES

par Frangois DRESS

1. Introduction. Anneaux euclidiens.,

Nous nous proposons de démontrer qu'un annesu A est euclidien si, et seulement
si, 1'anneau des séries formelles généralisées U, = st A[[X]] est euclidien ( S
est la partie multiplicativement stable (X" | n > 0} ). On notera que cette pro=-
priété est classique en remplagant euclidien par principal. Auparavant, nous allons
rappeler un certain nombre de définitions et de théordmes relatifs aux anneaux eu-
clidiens, Ces généralités ont été intoduites par T, MOTZKIN [ 3] mais nous suivrons
ici la présentation qu'en a donnée P. SAMUEL [4] , avec parfois des additifs per-

sonnels a la terminologie.

Définition. - Etant donnés un anneau commutatif intégre A et un ordinal 7,

on dit qu'une applicstion ¢ : A -> 7 est un préstathme euclidien (sur A ) si

elle vérifie
(B.1) o(0) =0,
(E.2) S8i a,be 4, D#0, il existe q , re A telsque a =bq +r , avec

o(r) < o(b) .
On dit qu'un anneau A est euclidien s'il posséde un préstathme,

Définition. — On dit que le préstathme ¢ ¢ A -3>3 est un stathme euclidien si,

de plus, il vérifie
(E.3) Si a,beAr, a#0, (b divise =2) entratne (o(r) <o(a)) .

On dit qu'un stathme ¢ est incompressible si Im g est un segment initisl de
L, et alors ((g(X) = 1)«> (X est inversible) .,

On peut munir 1'ensemble des préstathmes sur un anneau euclidien d'une relation

dtordre en posant

o<y si, pour tout ae A, m(a) < ¢(a) .

PROPOSITION. ~ Tout anneau euclidien possdde un stathme euclidien (i. e. 1l'exis—

tence d'un préstathme entraine celle d'un stathme).

Démonstration. - Etant donné un préatethme ¢ , on définit un stathme o' (3 va-

leur sur le m8&me ordinal), en posant

o' (x) = inf  o(y) = o(z) .
x|y,y#0
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I1 est clair que cette définition entratne pour ' , la propriété (E.3) . Comme

(E.1) est trivialement vérifié, il reste & étudier (E.2) .

on a @'(b) = m(yo) = ¢(bxo) , et la %division", selon ¢! , résulte de celle sui-

vant ¢ , ainsi 3

(a = (bxo)q +r avec ol(r) < w(bxo))
= (a = b(xO q) + T avec w'(r) < w(r) < ¢(bxo) = w'(b)) .

Remarque. — Il convient de rappeler le résultat classique que tout anneau eucli-

dien est principal,.

2. Le plus pe%it stathume.

Notre but n!'étant pas de faire un exposé complet sur les anneaux euclidiens (en—
core que la théorie générale n'aille gudre loin), nous passons tout de suite au ré-

sultat central et essentiel en ce qui nous concerne,

THEOREME. - Si un anneau A est euclidien, il posséde un plus petit préstathne,

qui est également son plus petit stathme.

Démonstration. = On congidére l'ensemble de tous les stathmes euclidiens de A ,

P, * A - ﬂd , et on définit © par
o(x) = nf_ g, (x)

(il est clair que Im ¢ est un ordinal). La condition (E.l) est trivialement vée

rifiée par ¢ , et on démontre aisément que (E.2) est vérifide.
?, étant tel que ¢(b) = w@(b) y on a la division
a=bg+r, avec @a(r) < wa(b) = o(b) ,
dtou o(r) g ¢a(r) < o(b) .

Pt le préstathme ¢ est un stathme, en vertu de la proposition du paragraphe pré-

Cédent .

Etant domné un anneau commutatif intégre A , on peut définir par récurrence sur

les ordinaux les ensembles suivants ¢

SO = {0} ,
)
Sn = Uy S 7
s, = {b | be A= S! tel que 1l'application
canonique SA ~3 A/bA  soit surjectivel.,
On remarquera que la propriété " S! -3 A/bA est surjective" équivaut & "pour

tout ae€ A, il existe r e S, telque a-rebi, i,e. a=bg+r "



THEOREME FONDAMENTAL, - A est un anneau euclidien si, et ssulement si, il existe

un ordinal T tel que

A =Upem Sy

Et dans ces conditions, 1'applicetion ¢ : A =37 , définie par ¢(x) =n si

x€ S , est le plus petit stathme de A .

Démonstration. — Elle s'appuie sur le résultat suivant (que nous ne prouverons

paS) 0

LEMME, - Soient A un anneau commutatif intézre, 7% un ordinal, et ¢ une ap-

plication de A dans % vérifiant (0) = O . Pour tout ne % , on pose

T ={x€ 4 | (x) <n} . Alors © est un préstathme euclidien si, et seulement

si, pourtout b tel que w(b) =n , 1'application canonique TI'1 -3 4/bA  est sur-

jective.

Ceci étant acquis, on voit sans difficulté que, pour tout préstathme euclidien
@ sSur un anneau A , on a T;l c SI‘1 (on raisonne par 1'absurde sur le plus petit
t 1
n tel que T! ¢ 8!),

Alors, comme on a UrEiT(, Tx‘1 = A pour ce préstathme particulier, on en déduit

U Sl =A (équivalent 2 Upest S, =4 ),et le préstathme défini, selon le théo-

réme, par les Sn est manifestement le plus stathme de A .

Inversement, s'il existe un ordinal Tt tel que UIEETL Sn = A , 1'application ¢ ,
définie par les Sy s est, d'aprés le lemme, un préstathme, et donc le plus petit

stathme,

3¢ Stathmes euclidiens sur les anneaux de séries formelles.

On remarquera tout d'abord qu'aucune propriété de transfert n'est possible avec
les anneaux "ordinaires" de séries formelles. Si A est un corps, @ = A[[X]]
est euclidien, car c'est un anneau de valuvation discréte (mais ce n'est pas un

corps), et si A n'est pas un corps, l'anneau @ n'est pas principal.

Nous nous intéresserons donc aux anneaux de séries formelles généralisées que

nous avons définis dans notre introduction : &, = 571 A[Tx]] .

Définition, - Soient A un anneau (commutatif intdgre, dans ce qui suit), @

1 X

A[[X]], et B un ensemble., Si ¢ est une application de A dans
E , on désignera par Py 1t'gpplication de aX dans E , définie, si

1'anneau S~

PER) =2y p 2 X0 (e z, &y #0), par gu(F(X)) = olay) .

Inversement, étant donnée une application de ﬂX dans E , on dira qu'elle est
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A-déterminée si elle ne dépend que de la valeur du coefficient initial de la série
formelle considérée, et on la notera alors Py ( ¢ étant 1'application correspons
dante de A dans E ).

THEIOR'EPE. - La fonction ¢ r—-}qpx est une bijection entre les stathmes euclidiens

de A ot les stathmes euclidiens A-déterminés de CIX .

Démonstration.

1° Soit ¢ un stathme sur A ., Alors oy est un préstathme sur CIX o I1 faut
donc &tablir 1l'existence d'une division euclidienne dans ﬂx . Nous en avons déja

donné la démonstration dens [1] , nous allons la rappeler bridvement.

On se place dans le corps K((X)) , K étant le corps des fractions de A . Etant
données deux séries PF(X) et c(X) de ty , ou bien leur quotient est dems Uy ,
i, es PF(X) est divisible par G(X) , ou bien il existe un indice \ tel que

8 g+1 A
Mx)/c(X) = cg X" +e X RO NS S IR

aVeC Cy 5 ese c}\__le A, che/A .
Si q est le coefficient initial de G(X) , on vérifie alors sans difficulté que

9, € A . Cela conduit a poser

e, =cof + q'/q , avec cleh ot o(q') < olq)

En définissant ensuite le polyn8me généralisé

s A-1
P(X) = cg X° 4 wee g 4 X

on montre que la série R(X) = PX) - ¢(x) P(X) € ﬂX vérifie (pX(R) < ch(F) , car

+c}'\X}\,

son coefficient initial est q' .

On term’ne alors la démonstration en remarquant que P est non seulement un
préstathme, mais aussi un stathme sur @ %’ ce qui découle immédiatement du fait que
¢ est un stathme ¢ si G divise F , le coefficient initial de G divise le coef=-

ficient initial de F .

2° Soit @y un stathme A-déterminé sur Ay « 8i ¢ est un préstathme sur A,
il sera 1a aussi trivial de constater que c'est un stathme, I1 suffit donc d'établir

1'existence d'une division euclidienne dans A .
Etant donnégs a , b€ A, a#0, b#0, ondivise a par b dans Ay ¢

s+1 t+1

a=b(q_sXS+q X +...)+(I‘txt+r

S+ ! t4+1 X + eee )
avec cpx(rtX + eee ) <qox(b) , 1. €. cp(rt) < o(p) .

Deux cas sont alors possibles @

ou s£~-1, et alors s =1t , Ty == bqs , d'ol une contradiction avec la
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propriété (E.3) des stathmes euclidiens, car ?X(rt x4+ .. ) = qx(rt) < ¢ (b) ;

ou s 20, et alors t 20, ce qui donne la division euclidienne cherchée :

it

bqo + T, ( a4 pouvant éventuellement 8tre nul), avec w(ro) <elv) (si
0) ou =, =0 (si t>0).

]

THéQREME_ - Si ﬂy est un anneau euclidien, alors son plus petit stathme ¢ est

A—déte rminé.

8 i ro~
Démonstration. -~ Nous allons prouver par recurrence sur les ordinaux n , la p
1" . t , -
X" Gkl (bk 4 () appartient & 1len

S + b
. Nk icient initial
semble S (dAéfini au paragraphe 1), alors toute autre séric de coefficient int

priété suivante ¢ Si une série b

bk appartient a Sn .

Supposons donc que cette propriété soit vraie pour tous les ordinauxX inférieurs a
n , Si on considére un élément ae A, a # O , on peut le diviser dans ﬂi par
2’ . <; "k ..1{ k+1

la série by + by X+ eee =X (bkx + by X
(plus petit) stathme n (ceci pour simplifier les écritures) @

+ vee ) qui est également de

k+1 X 4+ oee )(qs XS + eee ) + irt Xt + eoe )
avec (ry X7 + oo ) < g(b + eeo ) =m

a = (b +D

k

Deux cas sont alors possibles @
ou sg=1, et alors s =1, Ty == b qq o Mais alors
.
$ry X7+ oo ) <4(b + voe ) =
entraine, d'aprés lthypothése de récurrence,
t ~
ﬂ}(rt)=\b‘(rtx + sae )\n .

Comme bk divige r, 5 On en déduit ¢(bk) < ¢(rt) <n et, en appliquant une se-

conde fois 1l'hypothése de récurrence, on aboutit a une contradiction @
¢(bk) = x),r(bk + by X F e ) <n

oo 820, et alors t 2 0, ce qui donne une division euclidienne dans A
de a par b : a= b qq + T, ( qy Ppouvant éventuellement &tre nul), avec
¢(TO) = W(ro + Ty X + ees ) <n ou Ty = 0

Ayant einsi montré que tout a€ A, a # 0, peut &tre diviséd euclidiennement
dans A par 'bk y avec le plus petit stathme ¢ de ﬂX s On applique alors la
méthode utilisée au 1° de la démonstration du théordme 1 3 on montre de cette
manidre que, si F(X) est une série quelconcue de dy » et a¢(X) une série de

coefficient initial b, » on peut toujours derive une division

F(X) = ¢(X) P(X) + R(X) , avec ¢(R(X)) <n .
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Cela montre que, pour toute série G(x) e ﬂx. de coefficient initial bk , O 8
g(e(X)) =n . En effet, si 4(6(X)) était supérieur & n , on pourrait, dtaprés
ce qui précdde, poser Wﬂ(G(X)) =n et ¢1(F(X)) = y(F(x)) pour tout r(x) # ¢x) ,
et obtenir ainsi un préstathre ¢1 inférieur au plus petit stathme ¢ , ce qui est
impossible ; par ailleurs, l'hypothése de récurrence interdit que l'on ait
¢(G(X)) <n , ce qui entrainerait W(bk + bk+1 X + aee ) <n également.

THfORBME . ~ Pour que @, = ™% A[[X]] soit euclidien, il faut et il suffit gue

A soit euclidien. Dans ce cas, leurs plus petits stathmes respectifs sont en cor-

respondance dans la bijection ¢ +3 ¢y (précédemment définis).

Démonstration. — Elle se fai* par simple conjonction des théorémes précédents.,

4, Stathmes topologiques.

L'existence de stathmes A-déterminés sur CIX est clairement en rapport avec la
. n -
topologie d!'anneau définie par la famille fondamentale X A[[X]] de voisinages de

0 (topologie gque 1l'on pourrait abusivement appeler X-adique).

Définition., - Etant dorné un snneau B , muni d'une topologie & , on dit qu'un
stathme euclidien ¢ sur B est compatible avec & s'il satisfait la propriété
suivante ¢

Tout xe B, x # 0 , posséde un voisinagd v(x) tel que, quel que soit
ye v(x) , oy) =olx) .

(Ce qui revient & exprimer que les ensembles {xe B | o(x) = n} , & l'exception

de {0} si la topologie nfest pas discréte, sont ouverts dens G o)
On dit alors que B est un anneau topologique euclidien (nour la topologie G )e
I1 existe des anneaux topologiques euclidiens non triviaux, les anneaux CIX
(lorsque A est euclidien), munis de la topologie X-adique, en sont des exemples.

Inversement, on peut se demander si, étant dornés un anneau euclidien B et une
topologie © sur B, il existe un stathme ¢ compatible avee % . On peut méme
ge demander si, étant donné un anneau euclidien, il existe au moins une topologie

(différente de la topologie discrdte) et un stathme compatible.

En général, la rdponse est négative.

PROPOSITION. - Soit B un anneau euclidien. Si son groupe des unités B¥ est

fini, alors il n'existe sur B aucun stathme ¢ compatible avec une topologie

autrc que la topologie discréte.

(C'est en particulier le cas de l'anneau Z .)
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Si le stathme ¢ est compatible avec la topologie T , il s'ensuit, d'apres la
remarque faite plus haut, que llensemble {xe B ; ¢(x) =1} est ouvert. Or, en
se limitant au cas d'un stathme incompressible (ce qui n'entraine, en fait, aucune
restriction), cet ensemble n'est autre que B¥* , le groupe des unités que nous avons
supposé fini. Nous pouvons alors conclure, car on nontre que, si un anneau topolo-
gique intdgre posséde un ouvert (non vide) fini, sa topologie est la topologie dis-

créte.
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