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Sémineire DELANGE-PISOT-POITOU 24-01
(Théorie des nombres)
12e année, 1970/7L, n° 24, 12 p. 17 mai 1971

REMARQUES SUR IE GROUPE DE CIASSES
DU COMPOSE DE DEUX CORPS DE NOMBRES LINBAIREMENT DISJOINTS

par Peter Karl Josef DRAXL

Introduction.

Soient k1 ’ k2 deux corps de nombres (clest-i-dire des extensions finies du

corps Q des rationnels), et soit k 1leur composé (ctest-a~dire 1l'intersection de

tous les corps qui contiennent k, et k2 ). On note Cl, 1le groupe de classes de

1

* (% =k, kl , k2) , et on considére 1'homomorphisme

¥ [ 01k -_->c1k @01k
1 2

G —> (Nk/kl(@) , Nk/kz(ﬂs)) )

ou Nk/k désigne l'opérateur norme relative de llextension k/ki (1=1,2).
i

Le but de cet exposé est 1l'étude de coker 1 ; plus précisément, on cherche des

conditions suffisantes pour que T soit surjectif. Pour cela, on se restreint au

cas ou kl et k2 sont linéairement disjoints sur Q , c'est-a-dire

[k:Q] = [k, :Q].[k,:Q] ,
Puisque, autrement, la surjectivité de T est moins vraisemblable,

by

Les méthodes utilisées ci-dessous sont lides étroitement & celles de mon exposé
[2] et de mon article [3], et elles permettent une étude de coker 7 plus détaillée

que celle donnée ici.

Jtespére pouvoir bient#t discubter tous ces aspects silleurs (probablement dans
un article & pareftre d-ms les Archiv der latheuntik, y compris une étude de
ker T ,

1. Ie module B .

Soit G wun groupe fini, et soit U un sous-groupe de G . Soit Y un G-module
a gauche. On note YG le sous-module de Y formé des éléments invariants par G .
Alors, on a un Z-homomorphisme ( 2 = anneau des entiers rationnels)
U G
NU/G : Y Y

Yy Z:s(mod U) sy
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appelé la norme relative (si U= {lG} , on écrit NG au lieu de N{IG}/G , et on

1tappelle norme absolue). Soit Y un deuxidme G-module & gauche. Alors, on peut

domner &3 Y® Y! ( ® est toujours une abréviation pour ®Z ) 1la structure d'un

G-module & gauche telle qu'on ait

S s
*(yey')= y8 y* (seG,ye¥, gy eXt)
Ltalgebre ‘g[G] du groupe G sur Z est un G-module & gauche et & droite. Donc,
quel que soit X comme U-module & gauche, on munit 2[G] ® X (A = 2[U]) d'une

structure de G-module & gauche en posant :

(4 2, x) = (st) ® x (s,tea, xeX).

I1 est bien connu, et la démonstration est immédiate, qu'on a un isomorphisme
X - (ze) o, x)°
(1)
2
X > s (mod U) 8 & x .
D'autre part, 1'application

el X8 — (zcle, X) o

(2)

s 3, (x®y) b= (s ®, x) 8 %y
est un G-isomorphisme.

Si on pose en particulier X = 2 (avee 1l'opération triviale de G sur Z ), la

combinaison de (1) et (2) nous donne un isomorphisme

- (zev) S ((Zele, z)ev)
(3)

s
Vo> Lmea ) (58 1) 0y
qui sera trés utile dans ce qui suit.

"
Notons maintenant HWKG , Y) (q e_g) les groupes de cohomologie modifids (clest-

& dire au sens de TATE), alors le lemme de Shapiro (voir [1], chap. IV) et (2) nous

donnent un isomorphisme
~ A‘
(4) 1%, (zcls, 2)0Y) =0YU, ¥) (qe 2) .

Soit maintenant X 1a cléture galoisienne de k (clest-a-dire 1'intersection de
toutes les extensions galoisiennes sur Q qui contiennent kl et k2 ) , et soit
en particulier G = Gal(K/Q) son groupe de Gelois. On prend (i =1 , 2)

U=g; = Gal(K/ki) et A = _g[gi] ,

et on définit un G-module & gauche B par la suite exacte
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(5) 0 =3B =3 (g_[G] 3, 2) (zlc] ®, 2Z) —§->,Z~—->0 ,
1 2
ob B est le G-homomorphisme donné per la formule
(s & my, t® n.) F->n -0 .
1 2
Comme tous les modules ci-dessus sont libres sur Z , on obtient, compte tenu de

(3), (4) et (5), une suite exacte

g g B
0—>Bo1) —=7vlor? L%
~1 Al _‘1
(6) —>H(¢,BRY) —H (g ,Y)€H (g, ),

(v, » 7,) -2 Ngl/G(yl) - Ngz/c;(yz) ,

quel que soit Y comme G-module a gauche.

LEMME 1. - Soit peed([C:g ], [G:g,]) =1 (ctest—d~dire pged([k :Q], [k,:Q]) = 1)3
alors BY est surjectif,

La démonstration est évidente, car chaque y € YG stécrit sous la forme

il

- (Gre. ] - o [Gie.]) v = L y) -
vy =1y = (g fG:g; ] - w[G:g,]) v = Ngl/G(ml y) Ngz/G(m2 y)

C. Qo T, Do

2. Le module A .

Soit g=g neg, Gal(K/k) , et soit A = 2Z[g] . Nous considérons l'ensemble fini

E

1l

{se, 1, t®A2 1}

cB 3
1 ) -7

s(mod gl),t(mod &5
cl'est un ensemble G-stable avec

card(E) = [G:g Jo[G:g,] = [k;:Q1.[k,:Q] . |
Comme g est le stabilisateur de 1'é1ément (1G @Al 1, 1g ®A2 1)EE, G opdre

sur E transitivement, si, et seulement si, on a [k:Q] = [G:g] = card(E) , clest-3-

dire si, et seulement si, les corps kl et k2 sont linéairement disjoints. Donc :

Dans tout ce qui suivra, nous supposerons que k, et k2 sont linéairement dis-

1

joints sur Q .

Corme E engendre B comme Z-module, l'hypoth®se ci-dessus entrafne la surjecti-
vité de l'homomorphisme o : Z_[G] ®1\. Z —>B obtenu & partir de la correspondance
1,9 1+>»(1,® 1,1,® 1) par prolohgement 2[GJ-lindaire. Maintenant on

G TA G TN G A2 ~

définit un G-module & gauche A par la suite exacte
(7) 0 ~—sh —>72[¢]®, 2 =B 0.

Plus tard, il sera utile d'avoir une description explicite du module A ., Pour cela,
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on rappelle d'abord qu'on se trouve dans la situation
GC=g &, e=¢ ng, [Gg]l=[Gglleg,]="[g,:elle:e],
ce qui entrafne

zle] ®A1 Z=Gs ®Al

g[c]®A25=Q;C te, 7z (te g » t (mod g)) ,

2 (s e 8y s 8 (mod g)) ,

~

et donc
el e, g—\%t(st)® z_éP (ts) @, 2
(SE g2’ te gl’ 8, t(mOd g)) .

Maintenant on voit facilement que 1'homomorphisme B , dans (7), est donné par la
formule

st)
(se 8, » t€ g , s, t (ndeg)),

(8,) g (38) @ 4 2 (2 S®A @y 2,) - (st) ‘8’/\2‘3

ou bien par la formule

(8,) Zs,t (ts) @) 4, > (ZS’,C (ts) ®Al Byg 0 2y b ®A2 (2, ’Zt_s))
(s € &, te€g , s, t (nodg)).
LEMME 24 - Soit k2 une extension galoisienne sur Q , alors on a

A:@,t (s - 1G)(t - 1G) 8, 2

(segz, te g , s,tdg; s, t (mod g)) .

La démonstration est facile ; en effet, 1'hypothése ci-dessus entratne que &5

est un sous-groupe normal de G . Donc on a

Stg2=3g2t=g2t=tg2 (segga te gl)’
clest-a~dire
(st)@A2 Est=t®A2 ’est (s e €5 te gl, ,%Ste_g).
Si on prend la formule (81) y on voit tout de suite qu'on a

2y dgg =0, Vse g

]
|
A = Zs,t (st) @A x«sti
N

s “st

u
o
<
ot
m

33

(seg,, teg , s, t (ndg)).
L'assertion du lemme est maintenant évidente.

Co Q- F. Do
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Regardons maintenant la suite (7) qui se compose de modules libres sur 2 . Utili-
sant (3), (4) ot les formules (8), on obtient une suitc exacte
.
G Al . Al
(9) o-->(A®Y)G-:;»Yg-l->»(B®w — TG ,L80Y) —>H (g, ¥),

(Y)) ’

— (N N
y == g/gl(Y) ' Ye/e,

quel que soit Y comme G-module & gauche.

Comme rangZ(BG) =1 (c'est une conséquence de (1) et (6)), on déduit de (9) (en
utilisant (1) encore une fois)
(10) 2% - {0}, et done HN(G, &) = &/L 4,
oh I, désigne 1'idéal d'augmentation dans E[G] .

Soit I 1l'ensemble des places (archimédiemme et ultramétriques) de Q . Fixons,

pour chaque v € I , un prolongement fixe de v dans K , et appelons cette place

de K également v . Notons ¢’ le groupe de décomposition de G par rapport a la

place v de K . D'aprds le théoréme de Cebotarev (voir [1], chap. VIII), on peut
s'arranger pour que {GV} parcoure au moins l'ensemble des sous-groupes cycliques

de G lorsque v parcourt I . En particulier, on a

(11) Quel que soit s e g, » alors il existe ve I tel qu'on ait

e’ = sous-groupe de G engendré par s .,

Appelons cor%/G (q € Z , U = sous-groupe de G) 1la corestriction (voir [4],
chap. VIII, § 2) ﬁq(U y o) ==> ﬁq(G , «) , et considérons 1'homomorphisme

v @A, 8) —E(e,4) (vel)

2% hV:—-9-2§ cor;é/GghV) (v en) .

IEMME 3. = Soit k2 une extension galoisienne sur Q , alors vy est surjectif.

La démonstration utilise le fait que cor-i est 1l'application évidente (voir
[4], chap. VIII, § 2, prop. 3). Soit ¢'/a

- aml
h=a+’_1._GneA/£GA=H (¢, 4)

(1a dernidre égalité résulte de (10)). D'aprds le lemme 2, on peut supposer que a
soit de la forme particulidre a = (s - lG)(t - lG) R, 2 (s € g8,y teg , s,tée,
s,t (mod g) , £e2).

D'aprds (11), il existe une place v e Il , telle qu'on ait

2

¢ = {1G sy S 5 S, eee sf_l} (f = ordre de 8) .

On calcule facilement

N o(a) = (5 8M)(s = 10)(6 - 15) @ 4=0 (0 s1<r-1),
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donc 1t'é1lément

Wooas+I AekerN /I _ k=81, 4)
~GV GV ~GV
a la propriété cor-i (r') =n .
¢/e C. Q. F. D.

3. Enoncé des résultats.

Dang tout ce qui va suivre, nous supposerons

1l

- ou bien : pgcd([kl;g] , [kl =1,

- ou bien : pgcd(ul , AZ) =1 (“i = discriminant de k; , i=1, 2) .
Soit hy = card (C1;) (* =k, k , k) .

THEOREME 1. - Soit p un nombre premier étranger & card(H‘l(G , A)) . Alors

o, Ll
P | entratne p |h, .
hkl hk2 e —— K

:Boit & 1'homomorphisune
(12) 6 3 € ﬁ‘Z(GV , B) - 12(e , B) avec v el

Zv A — Zv cor;‘zr/G(hv) (vel.

PHEORRHE 2., - Soit & surjectif., Alors on a deux suites exactes
e, a)

7 .

Cl, == C ®C - goker T —> 0
L 1kl 1k2 |
0

COMPLEAENT au Théordme 2. - Pour gue © soit surjeetif, chacune des conditions

suivantes est suffisantes :

(1) e, a) = fo};
(11)  pgeali,:Q] , [ky:Q)) =1 5
(iii) &

(iv) «x et k2 galoisiennes sur Q (ctest-3-dire, en particulier, que K =k ,

= G pour au moins une place v € Il ;

et que G est le produit semi-direct du sous-—groupe g, &avec le sous=groupe nor-

mal 85 ).

PROPOSITION. - Soient kl et k2 (et done k ) galoisiennes sur Q (ctest-a-

dire, en particulier, que K =k , et que G est le produit direct des sous-groupes

normeux g, et &, )e Alors on a

ab ab

ﬁ—l(G , A) = g, ® 8 (" ab " = "rendu abélien®) .
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4. La démonstration des théorémes,

Commencons par la démonstration du théoréme 2, Soient :

L” 1le groupe multiplicatif d'un corps L ,

I
L
CL le groupe des classes d'ideéles de L .

Alors la combinaison de la suite exacte

le groupe des ideles de L ,

%
0 s K —==» IK _— CK -3 0

avec la suite (9) nous donne un Giagramme commutztif de suites exactes

0 0
“k._ o~ \]( A G
XL (Be )
J Q"IK .
I, —> B® IK)
¢' “ v
/ K. ' G a1
(13) C, ——r (33¢)" — H(,A40C) — 0

i A h 7!\'
0 (¢, BK )

Jot

(e 3 ®I,)
’ K

ol on a utilisé le théoréme 90 de Hilbert et le fait que ﬁl(g R CK) = {0} (voir
[1], chap. VII, n° 9.1). On s'intéressc d'abord & coker ¢ . En composant la longue

suite exacte verticale ci~dessus avec la suite exacte
@ A A ¥ ¢ A
P@,s01) —= % ,88¢) — f@,s88) —» &, 381
on trouve

(14) coker ¢ = ker ¢, = coker g, .

Notons meintenant S tout ensemble fini de places v € I , qui contient la place
archimédienne et au moins les places ultramétriques ramifides dans 1l'extension K[Q_.
Notons, de plus, pour chaque place v e i , Kv la complétion de K par rapport
au prolongement de v dans K choisi ci-dessus, et notons, pour chaque place ultra-

métrique vel,

9 1'anneau des entiers dans K, , et

Pud

le groupe des éléments inversibles de E% .

Alors, on a les relations (A’ =_§[Gv])

S S * o
L = in Ip aveo I =Tl o (zlc) ®pv K.) ﬂw‘s,ven (z[e] ®Av ),
et donec
] S
B® IK = 1lim (B® IK) ’

S
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ce qui entrafne, compte tenu de (1) et (2),
o

]

¢ .. #\G K
(Bo ) = %m e Box)" © ﬂvyés’ven (Be o

D*autre part, comme la théorie cohomologique, cu sens de TATE, commute avec les
limites inductives (voir [1], chap. IV et VI), ct comme n'importe quelle théorie

cohomologique commute avec les produits, on 4éduit de le décomposition ci-dessus de

IK , en eppliquant convenablement (2), le leume de Shapiro, et le fait que ££ est

cohomologiquement trivial, quelle que soit v comme place non ramifide dans 1'exten-

k .
sion K/Q (ce qui entrafne que B ® S; est cohomologigmement trivial (voir (4],
chap. IX, § 5, théordme 9, resp. [1], chap. VI, n° 1.2,et 1.4)), que lc diagramme

% ¢, 8@ I)

o= N

AN

. \;
4

N A Vv ’ * A ) 3
(15) &, 8% , B 9K ) — A%, Bo Cy)

2 0 b Zv corzv/g ° )&(bv) (ve m

est commutatif (la fleche, marquée " ="  est un isomorphisnme 1), quel que soit
Q€ 2.

Iei A\l est 1'homomorphisme #%(¢” , B3 K,) —> %", Be Cy) obtenu de
1'hononorphisme Kv y qui rend le diagramme

I

RN
/
~/ \
4 Y|
w )\'v )
——
Kv > CK

commutatif. Maintenant on utilise, pour chaque v € Il y le théoréme de Tate et Naka-

yama, qui dit qu'il y a des isomorphismes (ce sont les fliches verticales ci-dessous)
rendant le diagramme (16) commutatif (1a fléche horizontale du haut est donnée par
(15), et celle du bas est celle qu'on trouve dans (12) (1)).

D fat2 oV . o AgH2
& B (/G y B®K ) —= & (G,B@CK)

(16) = P~ (vel, qez)

&, i1 (6", B) —35 > 8%, B)

l . 3 . i V \
(7) 11 est clair que (16) est vrai pour n'importe quel G-module & gauche Y plat
Sur Z au lieu de B .
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(voir [4], chap. IX, § 8, théordme 14, et [1], chap. IV, proposition 9 (iv), et chap.
VII, n° 10).

La combinaison de (13) et (14) avec (15) et (16) nous donne un diagremme commutatif

de suites exactes

0 0
* % w '
I /k BN IK)G/(B ® K ) —> coker & — 0
| | < )
; ¥ a=byoY
(17) C, —-—-- (B®Cy) ——> E (¢, 4) —>0
coker § i———--- coker §
t {
¥ ¢
0 0

ou on a utilisé encore une fois le théordme de Tate et Nakayama sous la forme

i, a80c) =87, 4) .

En regardent la suite {6), on trouve

f aiE Ik (i=1,2)

A
l \
G = = % % % i /
(B ® cK) = (a, 5 8,) € I [k, @ I, /k2 i et B
i L =i (a) s (a) e QT
N | Tk /9T K/ =
et ‘ ’
G o
(3o 1) /(8o x)"
7 l .
§ — — % o il X Iki =1 » 2) g G
= (al , a2)e Ikl/kl ® Ik2/K2 et c (B® cK) .
L

-1 !
Nkl/g_(al) I\TkZ/g(az) =1

[ee]
Notons maintenant I, 1les unités idéliques de * , qui permettent d'écrire C1,
sous la forme

+‘k © -
Cl, = I/* I, (~=K,k,kl y k) .
Le diagramme (17) entrafne un diagramme de suites exactes

e I‘ G 3
/K s (3o 1) /(3 2 k)% 3 Goker & — (0)
, |

Al
v

bl 'V * I '

(18) o1, > (8 & 1,)%/(5 @}K ¥ (8o )% —3D s 0
V ¥ v
0 0 0
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avec
%
H:@@Iﬂ%@@K)G@®I@

LENME 4, - L'indice [c%ﬁ DL 1] divise card(coker &) .
_ 1 2
En effet, soit (51 ’ 52) €Cy ®Cl  un é¢lément quelconque. Comme le nombre de

classes, au sens restreint de Q , est égal & 1 , on peut écrire

; -1
Nkl/g(al) nglg(aZ) = b.B

Q
Si on a pgcd([kl:gj , [kgigj) = 1, 1'indice en question est égal & 1 (voir

(beI, avec b_>0 (b, = composante archimédienne de b), et be Q) .

lemme 1). Si on a pgcd(Al ) A2) =1 , on peut écrire

w .
b=5b b, avec b€ Nk'/Q(Ik.) (i=1,2).
1~ 1
Donc on a
{ ! a; € Iki (i=1,2) }
@ - ! (3 Y ,

CL, @0l = / (al , a2) € ClL, ®0C1 et | . v
Lo 2w ) (a)ted

Y k /QV7L7 Ty /@2 =~

ce qui entrafne l'assertion du lemme puisqu'on a
- G G *\G
card(coker 8) = [(B @ CK) : (B® IK) /(Bex )]

dtapres (17).
C. Q. P, D,

Comme coker § = {0} entratne coker 3 asﬁ-l(G , &) (d'aprés (17)), et
D = (Clk @)Clk )/Im U = coker TU (d‘aprés (18) et lemme 4) y
1 2
les assertions du théordme 2 résultent du diagramme (18). Le théortme 1 est une con-

séquence irmédiate du théordme 2 et du lemme 4.

Reste & démontrer le complément au théortme 2 :

(i) est immédiate dtapres (17),

(ii) résulte du lemme 1, en posant Y = Kw ,

(iii) est triviale,

(iv) est une conséquence du lemme 3, puisque, sous les hypothises de (iv), on a

K=k, done 2[G] ® 2 = 2[G] , ce qui est un module cohomologiquement trivial.

Done on a des isomorphisues



24-11
Aq 6q+1 .
HY (U , B) =8V (U, 4) (qe 2, U= sous-groupe de G)

donnés par les cobords qui comuutent avec les corestrictions.
C. Q. F. D.

5. La démonstration de la proposition.

Dtaprds (10) et le lemme 2, on a

~

BHe, 4) =4/I, A on 4 =0

LE (e -1 -14) 2,

avec s €g, , te€g , 8,1 # 1y .
De plus, ona st =ts (s e g, , te gl) , comme G est le produit direct de
& et € o Considérons 1'application
bt 6 %6y /L b
(s y t)=—a (5 = ]LG)(t - 1G) + 1,4 .

A cause de
(sst - lG)

(ttt - 1g) = (¢ - 1G)(t' - 1G) + (t - 1g) + (%* - 1g) (t, t' e gl)

(s =1)(st = 1) + (s = 1) + (s' = 1,) (s, 5t € g))

on trouve

1l

bo(sst , %)

bo(s 5 tt?)

po(s , t) + pO(S‘ , t),

bols 5 ©) + (s, t1)

1

Done by 1induit une application Z-bilinéeire

b ab
g x & -—>A/L, A,

et par conséquence un Z=homomorphisme

ab ab
htoe, ®g ——é-A/_;.GA

S®F s (s = 1.)(t - 1) + Iy A

Lo

{s (resp. T ) note la classe de s (resp. t ) modulo le groupe &} (resp. &} j
des commutateurs).

D'autre part, soit Vo e Z-homomorphisme

b b

N a
Yo P A ey

(s - 1G)(t -1l)+>3587%.,

a
@ 8

Un calcul facile montre que

vo((s't'”lg)[(s -1t =10 =¢ (s, 87z &0 b, t0e g).
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Donc on a un Z-homomorphisme

ab ab
Vot A/ZG A—xg, ®g

(s = 1)t - 1) +I b—>50% .

Evidemment, on a
poov=identité = v ° .
C. Q. F. D.
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