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Séminaire DELANGE-PISCT-POITOU 23-01
(Théorie des nombres) .
12e année, 1970/71, n°® 23, 3 p. 10 mai 1971

PROPRIETE C, REVUE ET GENERALISEE

par Guy TERJANTAN

le Les généralisations.
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En examinant la démonstration de LANG [2], du fait que, si un corps K a la pro-
priété Ci forte, le corps K(X) des fractions rationnelles en une indéterminée
sur K a la propriété Ci+1 forte, on remarque qu'il démontre davantage, a savoir
qu'un polyn8me & coefficients dans KX[X] , non nul, sans terme constant, de degré
d , dont le nombre des indéterminées est > di y @ un zéro non banal dans 1'anneau
K[X], et qu'il déduit de cela que K(X) a la propriété Ci+1 forte. On est ainsi
conduit & définir la propriété Ci forte pour les anneaux inteégres, et & se poser
de nouvelles questions.

N

La propriété Ci , par rappcrt & une partie multiplicative de 1l'ensemble des en-
tiers naturels, a été définie et &tudide par LANG, dans [ 3], ou il montre que cette
propriété a un comportement semblable & celui de la propriété Ci ; mais il n'a pas
trafté complétement le cas i =0 . On voit aisément que les corps qui ont la pro-
priété C0 , par rapport & la partie multiplicative formée des entiers éirangers & p
precicr, acut ceux dont toute extersicn finie s rcur ?¢gré une puissance de p , et les

by

résultats usuels sur les systémes d'équations s'étendent & ces corps.

Le corps des nombres réels a la propriété CO y par rapport & la partie multipli-
cative des nombres impairs ; en cherchant une propriété analogue & la propriété Ci
forte pour le corps des nombres réels, on est conduit & la propriété suivente :

Tout polynfme & coefficients réels en deux indéterminées, dont toutes les composan=~
tes homogénes de degré pair sont nulles, a un zéro réel non banal. Ceci conduit &
une généralisation de la propriété Ci forte, ol, pour un entier n > 1 , on consi-
dsre des polynSmes de degré étranger & n , et homogénes pour la graduation natu-

relle de type 2/(n) .

On pose donc les définitions suivantes :

rd
DEFINITION 1. - Soient K un corps, i 2> 0 un nombre réel, et S une partie

multiplicative de 1l'ensemble des entiers naturels ; on dit que K a la propriété

C? » Si, pour tout s dans S, et pour tout élément f de K[X1 s ses Xh] ’

non nul, homogéne, de degré s , et tel qu'on ait n > st , il existe un élément x

de X", non nul, et tel que f£(x) =0 .
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DéFINITION 2, = Soient A un anneau intégre, 1 2 0 un nombre réel, et n > 1

s A . . . N
un entier ; on dit que A a la propriété Ci , 81, pour tout entier d étranger 3

n , et pour tout élément f de K[Xl g woe Xm] s non nul, homogéne pour la gra-

duation naturelle de type 2/(n) , de degré d , et tel gqu'on ait m > a* y 1l exis-

te un élément x de A" , non nul, et tel qu'on ait f(x) =0 .

2. Résultatse.

Je donnerai ci-dessous, sans démonstration, quelques résultats ; on trouvera une

étude plus compléte et les démonstrations dans [5].
THEOREME 1.
(i) Soient K wun corps ayant la propriété Ci » S un élément de S, et

f = (f,). une famille d'éléments de X[X
1 l=l,-t-,r

cee Xm] y tous étant homogeénes

l H
1

et de degré s ; alors, siona m>rs , f aun zéro non banal dans K .

(ii) Soient A un anneau intdgre ayant la propriété C? s mais n'ayant pas la

s 23 2 n . z . by oo o e [ ’-
propriete CO y d un entier étranger & n, et f = (fi)i=l,m,r une suite d'élé

ments de A[Xl y see Xm] , tous étant.homogénes pour la graduation de type Z/(n)

z . l ’
et de degré d ; alors, si ona m >rd” , f aun zéro non banal dans A .

n

La conclusion de (ii) est valable pour les corps qui ont la propriété CO .

’

On sait que les corps algébriquement clos ont les propriétés CO et Cé , et que
la réciproque est vraie. De m&me, soient p un nombre premier, et S 1la partie
multiplicative des entiers étrangers & p ; les corps, dont toute extension finie a

oo s 8 (s
pour rang une puissance de p , ont les propriédtés CO et Cg y et réciproquement.

. rd . . k3 \, . 7 rd n
I1 est immédiat que, si un annean intdgre A a la propriété Ci s Son corps des

fractions possede cette méme propriété.

THEOREME 2.

(i) Soient K wun corps, L wune extension algébrique finie de X ; alors, si K
a la propriété CE R

s riz Al
L a la propriété Ci .

(ii) Soient A un anneau intdgre ayant la propriété C? s mais non la propriété

L a la propriété Ci ; de méme, si K a la propriété 0? ’

Cg » B un anneau intégre contenant A, et qui soit un A-module libre de rang

fini ; alors B a la propriété C? .

’ ~
THEOREME 3.

(i) Scit K wun corps ayant la propridté Ci ; alors K(X) a la propriété Ci+1 .
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(ii) Soit A wun anneau intégre ayant la propriété C? , et ayant 1'une des deux

s 2y 7 . « L2 7 n
propriétés suivantes : A est un corps ; A n'a pas la propriété CO ; alors

= 4 ’ n
A[X] a la propriété Cipq *

3. Remarques.

I1 résulte des théoreémes du paragrephe précédent qu'un polyndme, & coefficients
dans le corps R(X) des fractions rationnelles en une indéterminée sur le corps
des nombres réels, homogéne, de degré 9 , en 10 indéterminées, a un zéro non ba-
9 2 2\3
1 x(x2 + oeee + xh)

non banal dans R(X) ; cette remarque montre que les polynSmes homogénes et sans

nal dans le corps R(X) ; mais le polynSme X n'a pas de zéro
terme constant n'ont pas des propriétés parfaitement semblables, néanmoins, j'igno-
re s'il existe un corps K qui ait la propriété Ci et qui n'ait pas la propriété
C, forte.

i

I1 serait intéressant d'étudier les anneaux intégres qui ont la propriété Cé ,
afin de savoir s'ils ont les mémes propriétés que les anneaux qui ont la propriété

1 .
Ci avec 1 >0 .

Le probléme le plus intéressant & étudier me parailt 8tre le suivant : Soit C 1le
corps de nombres complexes ; on sait, grfice au travail de GREENBERG [17, que le

corps C(X)) a la propriété C, 3 ce corps a-t-il la propriété C1 forte ? Si oui,

l'anmmeau C[[X]] a-t-il la propriété Ci (ou C, forte, pour employer la temmi-
nologie traditionnelle) ? Si oui, l'anneau C[[X]] possdderait-il une propriété

plus forte que la propriété Ci ?
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