MAURICE MIGNOTTE
Approximations diophantiennes et nombres transcendants

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 12 (1970-1971), exp. n° 22,
p. 1-18

<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1970-1971__12__A16_0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1970-1971, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1970-1971__12__A16_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 22-01
(Théorie des nombres) |
12e année, 1970/71, n° 22, 18 p. 3 mai 1971

APPROXIMATIONS DIOPHANTIENNES ET NOMBRES TRANSCENDANTS

par Maurice MIGNOTTE

I. Généralités

e e e e asar e e i

1. Le théoréme de Dirichlet, apEroximation des nombres irrationnels.

Soit ¢ wun nombre irrationnel ; il existe une infinité de nombres rationnels

tels que

el o

1
lé-%’~<~"'§ .
q
Démonstration. - Soit Q wun entier > 1 , considérons les Q + 1 nombres
ng - [ng] = fng}l (avec n=C, 1, ... , Q) de 1'intervalle (0 , 1) . D'aprds

le principe des tiroirs et le fait que ( est irrationnel, il existe deux entiers

m et n distincts tels que |fmg} - fng}| g-% . D'ol 1l'existence de p et g

tels que 0 <q<Q et Ig - %4 <-§§‘s-i§ o Le fait que Q soit arbitraire montre
b q

qu'il y a une infinité de solutions %-.

2. Le théordme de Liouville, approximation des nombres aigébriques (1851).

Soit € wun nombre algébrique de degré n 2 2 ; il existe une constante
¢ =c(gE) >0 telle que, pour tout rationnel %-, on ait 1'inégalité
D c
g =2 >= .
n
4 q

Démonstration. — I1 suffit de faire la démonstration si E est entier. Soit f

le polynSme unitaire irréductible de ¥ ;3 on a alors

1 P 1
S< £@)l = lg - 2] [er()], nede, e,

le théoréme en découle immédiatement.

3. Nombres transcendants de Liouville.

I1 est clair que le théortme de Liouville implique le résultat suivant :

Btent donné un nombre irrationnel £ tel qu'il n'existe aucun couple (¢ , n) ,
avec ¢ >0, n>1, tels que 1'indgalité




soit satisfaite pour t

22-02

n

g - B <=
4 q

De tels nombres §

Exemple. - Le nombre

out rationnel %-, E est transcendant.

sont appeléds nombres de Liouville.

est un nombre de Liouville.

4. Le thdoréme de Thue-Siegel-Roth.

Si € est algébrique de degré n > 1 , et

n'a qu'un nombre fini

|
£= 2 TXT
k=1 10
et %~ un rationnel, 1'inégalité
le - 2] < o

de solutions

3
q

198 pw>2+1 (T

L] 2
20 81 u > 2.5 (s8I

HUE, 1908),
EGEL, 1921),

3 si oy >./2s (DYSON, 1947),

40 5i u > 2 (ROTH,

Conséquence. - Si §
quel 1l'inégalité

ait une infinité de so

1955).

est un nombre irrationnel tel qu'il existe u > 2 pour le-

g - %4 <q™

2

Exemple. = Le nombre

est transcendant.

1. Notations.
Si (xl y cee s Xﬁ)

Soit i = (il 9 veo

lutions rationnelles 3’ E est transcendent.

II. Le lemme de Roth

est un certain m-uple, on le notera x .

’ im) un multi-indice, on posera



. i i
i1 m . . . I IR B
X = xl ces Xm ’ xi = xl 1l + see + xm lm ' il 11. . lm ’
.\ i i b'd
(J:)'-:(l) evoe <m>’ 'l}'{"'—-""‘l‘!‘ see +‘J:-il'l', Ill s.c+im y
J Jl Jm 1 m
. i 4etl
NEY 5 !
i - i i °
X 1 m
axl coe Bxh
lll
Si A= T Iil sera appelé l'ordre de A .
ox

La notation i € r signifiera ik < T, » pour k=1, eee gm o

2. Wronskiens.

Soient A1 y eev Ah des opérateurs différentiels d'ordres respectivement majo-
rés par 0, 1, ¢ee 4y h =1 . Soient f1 g ooo o fh des fonctions de
X = (Xl y oos o Xﬁ) . On appelle wronskien généralisé, le déterminant

det(p, f ) = Al."Ah) (1<k, £ <h)
Akf,“.fl...fh Sk .

LEME 1. - Soient f1 y soe fh des polynBmes en m variables & coefficients

rationnels linéairement indépendants. Alors il existe au moins un wronskien non nul.

Démonstration.

(a) Cas m = 1 : Démonstration par récurrence sur h . Si h =1, c'est évident.

Si h > 1, on applique 1l'hypotheése de récurrence aux fonctions

f
d £
F,(?,=~dx(—fh>’ £=l,...,h-—l .

L'indépendance des F£ résulte de celle des fi s 11 existe donc un wronskien non

D, ... D D, .es cen D '
(e 2. A, DI GO P

nul

(b) Cas m > 1 : Soient les fonctions de x = (xl g ees xm) suivantes :

f (X) = Z fgz) Xi ’ Ae = 1 g oes h °
4 - i
Ogigr

Soient t wune variable, et g un entier > max(rk) s posons
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. . h-1
h-1 i 41, gtedi, g
2) 1o h
cpz(t)=fn(t,tg,...,tg Y= 3 fj.(L)x .
“ ogigr

Si les polyndmes f@ sont lindairement indépendants sur Q , il résulte de 1'uni-

cité de 1'dcriture d'un entier en base g que les 0, le sont aussi. Le résultat

dans le cas m = 1 montre que

, & g*i‘.f_\
dt 09 0

W(t) = £0 .
ch ¢2 L (pkl
On voit facilement que W(t) est une somme & coefficients polynfmes en t de
wronskiens relatifs aux fi . W(t) étant non nul, 1l'un des wronskiens relatifs

aux fi n'est pas nul.

3. Une identité.
Soit A un polyndme & coefficients entiers en (xl y soe xh) = X , on peut
l'écrire sous la forme

n
A(xl y eee xm) = \El P\)(xl y eee xm—-l) Q\)(xm) , ngr o +1 .

Si n a été choisi minimum, les Pv (respectivement les Q ) sont lindairement
v

indépendants sur Q .

—~

D'aprés le lemme 1, il existe deux wronskiens non nuls

D* ... D¥)\ D .. D
W* 1 n 1 n
l b ? — cee 9 vee .
wel’ Ty e By SACERTEY
3i on pose
|51
Dv—_-D::D'“‘, A\:-——?,D =2,
s WV [1AY) Je WY Js axJ
W¥(x) = det(D A) U(x) = det(n &) A (%) =+ al3!
' wy 7 e A = IT 3xY Ay

on a les résultats suivants

I1 existe C e‘g* tel que CW¥(x) = W(x) ;

w*(x) = U* v,

A. est a coefficients entiers, donc W aussi.

Le lemme de Gauss montre qu'il existe deux polynémes U &t V & coefficients en-

tiers, tels que W= UV,
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4. Majorations pour U , V, W

i - . - i
si A(x)= T a x", on pose |A] = max ]ai| . Soit B(x) = 2 b, X, la
ocicr i o<igr
notation A € B signifie a; < bi pour tout i .

I1 est facile de montrer que

)k

) o= TN rl-jl . rm’jm . lrl - I
Aj(x) < |4 Kj) (1 + xl) ceo (1 4 Km) < 2t &] kEl (1 + X,

On en déduit 1'inégalité

D <22y Ee .

max(lifi ’ |if

5. L'indice d'un polynfme.
Soit m wun entier > 1, et soient

Kk=i15-, (B, Q) =1, P21, eee ym
oy ¥

m nombres rationnels. Posons Hk = max(lPkl ’ ile) . Soit p = (pl s see pm)

un m-uple de réels positifs arbitraires. On définit 1'indice d'un polynéme
J(4) = J(A 3 p ; K) = plus petite valeur de %- telle que Aj(K) #0 .

La formule de Taylor

/0y 1/p

AR+t x e, K+t Tx)= 3T A(K) £3/0

ogi<r
montre que J(A) est la plus petite valeur de 1'exposant de t qui a un facteur

non nul dans ce développement. On en déduit les propriétés suivantes de 1'indice :

(1) J(a) 20 et (J(&) ==) <=> (4 =0);
(2) J(& £ B) 2 min(3(8) , 3(B)) ;

(3) J(aB) = J(a) + J(B)
(4) J(Aj) > max(0 , J(&)

wo

il
p)
6. La borne supérieure Ch(a s Hsr) .

Soient a , Tyog ver s T Hl g eee o Hm des entiers >0 . On désigne par

@i(a ; * ;3 H) 1la borne supérieure des J(a 3 r ; K) , ou les A vérifient

Gﬁ = e
0 < IK' < a, et les Kk = é? vérifient max(IPkl ’ Ile) < Hk « I1 n'y a qutun

nombre fini de tels A et K , donc cette borne est atteinte. De plus, O < @m <moe
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7. Une borne supérieure de @i(a HEN O q) .

(5o ; r 5 K) = %) <=> ((x -Kk)? divise A )

<=> (a(x) = (gx - P)j B(x) , B & coefficients entiers (lemme de Gauss))

3oL P j log a
==> (ha\ Im §a) => (%Q-ﬁ—é’-é—ﬁ- (on suppose F?Z)) .
D'olh 1'inégalité
@(a'r;H)g—}—Q—g—-—%— si H>22 .

r log H ?

. z

8. La Erogrléte Tﬁ .
Soit t wune constante telle que 0 <t 1 . Soit b > 1 wun réel. Soient

S; s ser s Sy oo K1 y ese KM des entiers positifs. On dit que le systdue ordonné

(b, Si 9 eee s Sy Kl ) see KM)S iosséde la propriété Tﬁ , 5i
Oubien M=1, K »2, b<K11 :

S5 S
M?Z 9 max(":-, LRI ,“_‘-—"“‘)st (donC S }S )o-. BSTI ),
\8 4 81 1 2 i
o4 bien Sy log Kh >fsl log Kl (h =1l y ees M) ’
\K. > 41/ 9(u=1)m(21+1)

/11y slt)

< .
b Fl

Soit (a, r e T H oy e, Hm) ayant la propriété T .

1% °° m

Soit n un entier tel que 1 <n<r + 1, posons
n

2n(r +artT )
b=2 L B ntoa p, = nr P = nr
- ’ 1 l ’ e e 0 , — m_.l L

On vérifie sans peine que (b , Py ee 9 Py 2 By eee , H _1) a la propriété

me=1

9. Une inégalité de récurrence pour @E .
L e A oV oY b i e Y oV S P Y

D'aprés ce qu'on a vu, si A= 2 a, xi vérifie 0O < [51 €a, etsi K vé-
OKigr
rifie max(lPkl R le[) <H ,oma @ = J(A ; r 3 K) pour A convenable. De

plus, on peut associer a A un polyndme non nul W, tel que W=UV, U et V
a coefficients entiers, max(IUl ’ [V] ’ lW[) <b, et degré en X, de W < nry

pour un certain n vérifiant 1 < n < ro+ 1 . Ainsi,
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J(U ;5 p K)<®m_1(b;p;H) ,

we

I(V 5 ey

JW o3 X) =J3(0) + 3(V) < 0.

sk ) <0e(bsop 5 HY

1(b;p;H)+®1(1o;p s ) .

D'autre part,

JWs p3 K)= %-J(W s 3 K) .
En définitive,
J(W 3 r; K) < n@m ’ avec @m = Gh-l(b HEE I H) + C&(b 3Py H Hm) .
En développant W , il vient
W‘X =2i’.[\ Aooo A A .
(x) byl by oD
D'apres (4), on a 1'indgalité
m=-1 J jv , 1 m=1 jv \
3(a  4) >max(o , Ja) - 3 —I_E‘P—--r—ﬂ),max@ LI -2 5 i - )
i n=1 "h m m=-1 h=1 m
> max/ 0 ,J(A)~“‘1-*’"1)>max(o,J(A)-t-\"’l).
\ by by \ r
m=-1 n m

En appliquant les propriétés (2) et (2) de 1'indice, on obtient

n
Jw) » 2 max(O , J(&) -t = "r" 1> .
=1 m

Soit N = [(J(a) - t)rm] + 1, on distingue les cas :
n<N, qui conduit & J(&) <t + % J(w)
15
n >N, qui conduit & J(A) <t+«/-§-J(W)<t+ 2 5—%9- (car ngr o+ 1 )e
nm
D'oli, finalement,
Gh =J() €t +2 max(%n ,Afég) <t +2 max(@%_l + @1 ’ Jt&-l + @1) .
D'aprés la propriété Fm y ON 2 ®1-< t , d'ol

qm(a sr s H) St +2 max(wm ,A/ﬁ;) , o =t + Gﬁ-l(b s p 3 H)

10. Le lemme de Roth.

Lt'indgalité précédente permet facilement de démontrer le résultat suivant 3

LEME 2. - Soit C <t <1 . Soit a un rédel >1 . Soient r, , «ec , T

Hl g sce o Hm , des entiers positifs, m > 2 , tels que




22-08

T < T, t, ry log Hh >,r1 log hl ,
1/ r. t)
B, > é@/ﬁ(m—l)m(2m+l) , A <H, 1 i
Ph .
Soient Kh = — des rationnels tels que max(]Phl , IQhI) = Hh . Soit un polyndme
Alx) = 2 a; x, |A] <a; alors
oS me1 |, o=(mel)
JA s r3K)<2 Tt .
' m2m-1
Remarque. - Si on suppose r grand, et si on pose t =« , on peut montrer

-2
que J(A 3 r; X) --—> 0, pourvu que o <2 /3 .

M-
III. Le polynbme d'approximation A(x)

1. Les puissances d'un nombre algébrigue.
Y q

LEMME 3. - Soit F = F, = + P, I Fp

tiers, de racines El g see gf distinctes. Pour tout entier £ 20 , il existe

un polyndme & coefficients en-

des entiers géz) gy sve g§fi , de valeur absolue < (2|§1)£ , tels que
v (&) (%) (2) .f-1
Fé El!f = gO + gl E\‘J + cee gf"l g"\‘j (\‘; =1 ? 2 9 e f) .

Démonstration. - Trés facile ar récurrence sur £ .
s P

2. Un résultat comtinatoire.
MMIW\MMWM’W\J\M

LEMME 4. - Soient r cee 9 T des entiers >0 . Soient o, s, Dy 9 =oe s P

1°? m

des réels positifs, avec « < 6 . Il existe € = elo) , tel que 0 < ¢ <-% s et que

les conditions

r.
ri>E—1, l_p':}""ll<€ (i=l,un-,n) et
i

W
A
©

impliquent le résultat qui suit :

Le nombre N de solutions entidres i = (i, , +.s , im) des inégalités

foy

i 1
1,0¢l’r), }p-é(—é‘-s>£p‘- (pz(pl’...,p))

0g<igr=(r
m m

est majoré par

(2, + 1) wvn (z_+ 1) exp(= ams®) .
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Démonstration. = Soit u une variable > 0 . On pose

“h DAy T
Fb(u) = 2 expl_uk—c-)-— - -z—p——)] ’ h=1, ¢e0 ,m ,
) ih=0 “h h

m K3
Fu) = T Fh(u) = 2 exp[u(i-— §L>] .
h=1 ~ oikr \p P

On remarque que

; /
sh(rh + 1)(u/2ph)

P sh t o _ u
Fh(u) = < (rh + 1) 5 avec t = (rh + 1) EE; .

sh(u/20, )

En calculant les dérivées successives de la fonction 1log Si t , et en lui appli-

quant la formule de Taylor, on montre 1l'existence d'une constante c¢ telle que

2
sh t _ rt 4 -
T < expLzr-+ ct' !, pour tout t .
I1 en résulte que
2 m ,r, +1 m ,r + 1
/ A
Plu) < (rl + 1) v (rm + 1) exp[%z- S K~2—-——>2 +c 2 (J%—*——> u4j .
n=1 * Fn h=1 * “°n

En transformant i en r - i , on constate que N est égal au nombre de solutions

des inégalités

0gig<r, %>@+s>%.

Si cette derniére égalité est vérifiée, alors

i T’ T
exp[u(a - EE)] > eXP<Su'5/ .

Ainsi,
. T
> = .
Flu) 2 X exp(su p)

Finalement, on obtient

N < (r1 + 1) ... (rm + 1) exp(-m sue, + =—c, m + — 04) ,

1 24 "2
avec 5
1 m rh 1 m (rh + 1) 1 il rh + 1\'4
c1=52~p——, 02=EI-Z—--—--——2 ’ C4=l-n"L —_— .
h=1 Pn b=l pp h=1 * "n
1

On choisit u = 12 S-S ainsi
2
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2 4
ber o A
Ns(r1+1) (rm+1)exp[-m—(:-é—s "1440:47048,’] .
2

3i e est assez petit, alors

N < (r1 + 1) o.. (rm + 1) exp(- amsz)

3. La construction de A .

LEMME 5. - On suppose vérifides les conditions du lemme 4. Soient Gy 9 see s Om

Tyoroeee s T des réels positifs, tels que
1

-1 -1
I’ho’h—l“(E, IrhTh—1|<€’ h=1ynoo,m .
On suppose, de plus, cvms2 > log(f + 2) . 11 existe alors une constante c¢ ne dé-
pendant que de F et de « , telle qu'il existe un polynéme A(x) = 2 a, xt
Ogigr

non nul et qui posséde les propriétés suivantes :

10 |&] <!t
. ., .
20 :—;—é —é—-s)%g&i—}k—é—-&sl)% => ai=0;
30 P(t) divise Aj(t y +es y t) pour les j tels que
. j 1 \r
0C<i<r st 1< §—s>?;
|z g "n Izl ||
40 Aj(x) <c' (1 + xl) ees (1 + Xh) , Aj(t y eee 5 t) €c!Tl(1 4 1)

Démonstration. = Soient o < o' < 6 +tel que a'ms2 > log(f +2) , et a un en-

tier >0 qui sera fixé ultérieurement.

Considérons 1'ensemble des polynSmes du type

B(x) = Y b, x ’ IB] < a, bi entiers >0 ,
Oigr
et
i (1 r i 1 \r
b, =0 e(ta )_ i G. r o,
i , S < (2 s)5 ow =3 (5+ s) -

D'aprés le lemme 4, ces conditions exigent 1'annulation d'au plus
2(1'1 + 1) . (r + 1) L = T3 2 (rl + 1) oo (rm + 1)

coefficients. I1 y a donc au moins

(f/(f+2))(r1+1)"(rh+l)

:(a+ l)

polynémes B . On voit facilement que
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Bj(t y vee  T) < a22lr'(1 X+ oeee + xlr') .

D'apres le lemme 3, on a une égalité du type

f-1

|z . e 2(3) e § =
Fy Bj(&,q, y eee 5‘,_;_) = rio B €, (b =1, «eu , £) ,

avec .) ] '

BEPJ) entier et IBcE)J | < 2a(e|F|)!T
Soit J vérifiant

0<j<gr et %-s (% - s> %- .
Ny b

D'apres le lemme 4, il y a au plus fo%—§}y [ (r1 + 1) ees (rm + 1) j possibles

(on applique le lemme avec ' ). I1 y a donc au plus

c o] F/ (2020 1) 1)
M* = (4a(s]F)) T n

valeurs de Bj(E g see §¢) possibles. Il suffit de choisir a = (4(8F)[r’)k ,

¥

k = k(o) étant un entier assez grand pour que M > ¥ s autrement dit, il existe

deux polyndmes Bl et B2 distincts, tels que

B1(§¢ y eee g §¢) = Bz(ﬁw y eee s F

$) )

I1 est alors clair que A = B1 - B2 convient.

IV. Un théoréme d'approximation

Le résultat suivant généralise un théoréme de MAHLIR ([1], p. 170) :

THEORﬁME 1. = Soit € un nombre algébrique réel non nul de degré f . Soient g!

et g" deux entiers > 2 premiers entre eux ; soient A, p des réels avec

O<A<l et OKSu<1l, A+yp>0. Soient Ci v Cphoy 03 trois constantes po-

sitives. On pose

-l
e(H) ==:£-Vﬁog(f + 2) log 2 (log log log H) "~ , a réel, O<uog<6b6 .
o

On suppose qu'il existe une suite 3 infinie de nombres rationnels distincts

((n) _ 1_;%_ e S I (YL ¢ S o 3 S ¢ T

qui vérifient
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. (11)
(*) IK(h) - 5_,)‘ < cl(H(Il))-—(,\+Lb+E(H )) ,
= ) (n) (n)
- h)yA= h h)\w-1
Alors, si p est un réel, et 1 <p < Q(G—Q)/a , O a
(h+1)
lim sup log H = o

(1og H:h:)p

Démonstration. - On va supposer que cette assertion est fausse ; il est facile de

voir que l'on peut se limiter & supposer que cette limite supérieure est < 1 . Po-

sons, pour simplifier (!), a =‘/log(f +o?) log 2 . Soit m un entier positif treés

grand., Soit M > 0 assez petit, on pose

g = 1 ’log(:g + 2> R t = eX‘p[— mzm-lj ’ Xl = X = exp['i— m3] .

1 -7 m
Par hypothése, ¥ est infinie, donc 1lim H(h) = o , I1 est donc possible de choi-

h~o

sir m éléments

o

I

=

it
2|5

de poids Hh , et qui vérifient

; p , _ g2/t -
Kh <'Hh < expl (1log Xh) 1, avec Xh+1 = hh sy h=1, ¢ee ,m~=1 ,
On a alors
log X <-§ (1og X )p log ¥, < ~2--(lo X )p
2S% 1/ & 53 S F AR08 A0 e e

On en déduit

P -2 m—-1 « =2 m=-1
r < (2\Lprecp” p 2\mp o
log L < Qt) (1og Xl) < <%7m (10g Xl)

, -2
2\mp™ "¢ /2\m
<@ G

. ' 6
Soit p < p!' < 2( ~)/a ; alors, si m est assez grand,

3 m-1 . - -
pm (g 2m3pm 1 < (29)2m4(2p)m 1

t

N

log X < explexp[m log(20')]] .
D'ou 1l'on tire

m -
o= 2 eH)>n(E) 3 /o0 ———>4(1+ 7)s
S “ log(2p') '
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pour un certain 7' >0 assez petit. On choisit r, trés grand. On choisit ensui-

1
te m - 1 entiers positifs Tyog eee 9 T tels que

(rh - 1) log Hh < r log Hl-s r, log Hh (h=2, 3, ves ym) ,
de sorte que
1 1
Ces conditions entrainent
1
rh_l>:‘t‘r (h=2, e ,m) .

On peut appliquer le lemme 5, od F(x) désigne le polynbme minimal de & , et ou
on pose
(A + w)ry

Py, =G, =1 et T, =
h h h h A+ o+ E(Hh)

Les conditions sont vérifiées, pourvu que m et r. soient assez grandsy D'ou

1
l'existence d'un polyndme A vérifiant les conditions de ce lemme.

On peut aussi appliquer le lemme de Roth, pourvu que

nr (l/m)r t . 2
lea(l/t)n(m’l)(zm“) et ¢ 1<H1 L soit lec(*/t)m .

Tout ceci est vérifié si m est assez grand, car

H, ;X:exp[%mB .

I1 en résulte que l'indice A de A au point K = (K1 y see Km) est €1 .11

existe donc £ tel que Aﬂ(K) #0 et A==,

- Une borne supérieure de A(”) « = Soit J¥ 1'ensemble des j tels que
Y

R J 1 R 4
< < —-— = .
£ J<r et = > (2 s) ~
Alors
A = P F R " j\ Lad F j-z
et

1(3) < o7l
o e DI <™

On a défini T, par 1'égalité

y e(Hh)

i wrardl

=
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D'aprés le choix de Hh et de r, s ona

m -(jh—zh)[A+u+e(Hh)]

ma;AIK - ﬁ|j_£ < ciri max [T Hp
jeT¥ JET* h=1
] ~(M)r ((5=2)/7)
< 01 max H1
jeJ*
mr, -(K+u)r1[(%—s)r/T-£/T]
<cy H1 .

r o - 1 £ 4 .
Or P + o et Ty f'(l a)rh >~§ rh « Donc - <2 T = 2A € 2 . Finalement,

il vient
mr, =)z [(3-s) (n+(o/ (Mu) ) )-2]
A(z) < (c1 c5) H1 .
N
A (2 ) . o
On écrit A(z) = 5Ez% , avec (N(E) y D(z)) =1 . On va majorer D(B) , et minimi-

ser N(Z) y afin de trouver une borne inférieure de A(E) .

- Une majoration de D(E) ¢« = 0On a

N . . i -
W - OB L OB

O<igr iel

ou I désigne 1l'ensemble (i | O0Ki-4<r-4 et S1 <-i—§—£ < 82} s 8vec
Sl = (% - S)m - A et 82 = (% - s)m + A . Ainsi,

]D£! < pe P Co M. (Ql_z) =D (disons) .

iel

Or,

lq | et

Q}lg"<C4Hh ) h=1,..-,m .

£ ) N .
On peut donc écrire Qh sous la forme Qh Qh sy OU Qh est une puissance de g"
qui vérifie
1

1= % 1 -1l 1= \
zn iy < Iy <'EZ'Hh Sy o ou Cyg 21l
et
ol < ey ey

I1 est clair que D D* D s avec

D'.(' = Do Do C. m. Q*l-'z , D*';'f **i—ﬂ
iel

En particulier,
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D¥ = max Q* < clrl max (Hl_z)l-u
iel iel

(1-u)(1+6)r, ((i-2)/r)  mr (1) (140) 8,7,
<

r| 1

< 05 max H1 \‘CS Hl ’

et
mnr u(l+6)S r

w01 _u(r=p) 31 =m -

D" L Ce Hl < Hl ’ avec S3 =1 A,
d'ou

wr (1-u)(1+9)r1[(%+s)m-A}+u(1+9)rl(m—A)
D(y)l < o7 7 E, y

- Une borne inférieure pour N(g) . = Le méme type de raisonnement que plus haut

conduit a

~mr, (1-\)S.r -nr,  (1=2)r [(%=s)m-A]
W, \| 2c, 'E Plsye, 1w !
(8)' =78 1 8 1 ‘

- Conclusion. = Il résulte de ces inégalités que

—mr1 E*rl
IA(‘@); >C9 Hl ’

avec
BN = (1 - x)[Q% - s)m - A= (1 -1+ e)[(%-+ s)m - A]=-p(1=8)m=-A) .

En comparant ceci avec la majoration précédente de IA(z)I y 11 vient
B m
B <cp o

avec

\

(A + u)[(% - s)(m + 3 Z M) - 2A] + E¥

=
]

(l_>- - 70_<1_+_“;) - -
5-s) [2+0(1 -u)]nms 5 )8, (N + 20 - 8)A
Les inégalités connues sur tous ces paramétres conduisent 3

E > IE-AﬁE -c

2 20 °

On en déduit

2

ce qui contredit Hl z exp[E-mB] s S1 m est assez grand. Ceci achéve la démons-

tration.



V. Applications

THEOREME 2. - Soient P un nombre premier, g un entier tel que

22-16

Soit ¥ = (n(l) ’ n(2) ’ .++) une suite strictement croissente d'entiers > 0

tels que
l pm | en log p . . .
- gn,-< exp| - ——————e) , 8i ne g, &, entier
4 Jiog log n

avec 0 = :L-Jlog 3log2 et 0<a<6. Alors
a

(h+1)
lim sup ? h)o =® , si 1<p< 26/8'“l .
n b
n g
. : n n R
Démonstration. - Pour n € N , posons Pn = %; ’ Qn = a; q 4 ou

n n n
dn=(P ’gnQ)=(P 9gn) .

d et Pn sont des puissances de p , qn divise Qn » et donc

n
log Qn
 —
S Togq

9

et il est clair que

I
fy
.

lim

o I

I1 existe trois constantes Y10 Yo 0 Y3 telles que

n log Qn - log Yi
0 < Qn L Yy Pn < Y P et donc n Toz o

gl <a™ <y, &7,
avec u:é’-(ﬁ(.g/i). o

-1 —4 log p
O<g’ < V3 & s
Pour tout M >0,
nloen 5 () ) — o
Jlog Tog n ~ «/Tog Tog Tog Q

et 1'inégalité

’
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2= = GHER - gl v, g

- 1
avec M =-§£%;:732-Jiog 3 log 2 (log log log Qn)—ﬁ
o

ont lieu si n est assez grand. On peut appliquer le théorgme 1 avec

(n)
P
gE=1, f=1, A=0, M=l_§_‘go_(gp‘/a9")': g' g"=4q, K(h)=;3'}'1‘)'v

li
3
-

d'oh le fait que
log (h+1)

lim sup ——-—-———(-}-1—)——- = ©
(1og Q; )P

Le théoréme résulte alors des inégalités

log Qn - log Yy log Qn
< ——
log p sn< log q

THéORﬁME 3. = Soit g » 2 un entier fixé. Soit (en) une suite de réels de

1'intervalle J)O , 1( . Soit @ ~une suite de réels >0 qui tendent vers 1l'infi-

ni. Soit (vn) une suite d'entiers qui vérifient

w
n
?3’ e o \Jn+1>\)n(1+-"'——'—“—->, es e .

N/
J1og log Vn
Soit &, une suite infinie d'entiers > 0 premiers & g qui vérifient

s < en(vn+1_vn)
nt1 S € iy

Vi

Si on suppose que la suite (1 - en)uh tend vers 1'infini, et qu'il existe p > 1

p P
tel que (1 - en)vn tende vers 1'infini, alors le nombre

@ -V
E = 2 a e n
n

n=1

est transcendant.

Démonstration. - Posons
vy ¥ “n vy 2 “n
PN=g Zang ’ QN=g ’ RN= > ang )
n=1 n=N+1

de sorte que

P
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On voit facilement que (PN ’ QN) =1.

De plus,

“VN+1

—\) D
N+1 -
2 g <3ay..8 ’

O <y <oy ¢ -
M1

donc

< Qy

si N est assez grand.

Supposons E algébrique de degré f . Appliquons le théoréme avec p! =p + 1,

ce qui est 1égitime car (1 - en)uh ———=> o , on obtient

=0
. og Qy o . . VN4 1
lin sup ——————— = , ce qui équivaut a lim sup — = ®
p! P
(10g Q) Vi

I1 en résulte que, pour tout a fixé,

. S Nat
(1= eglvy,, 2 (1 =8v ™ >ay ,

pour une infinité de valeurs de N . Ainsi,

~(f+1)

0 < RN < CQN ’

pour une infinité de N . Ceci contredit le théordme de Liouville, donc & est

transcendant.
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