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Séminaire DEIANGE~PISOT-POITOU 15~01
(Théorie des nombres)
12e annde, 1970/71, n° 15, 5 De

REPARTITION DES VAIEURS DE TA FONCTION “SOMiE DES CHIFFRES™

par Michel OLIVIER

l. Introduction.
lele = Soit g 22 un nombre entier, Ecrivons chaque entier n dans la base g :
k
n= %c;o ex(nlee
ol ek(n) est a valeurs dans {0 , 1, ..o , 8 -11.
On définit la fonction "somme des chiffres" de N dans N , par
s(n) = 2 e (n) .
Il est facile de voir que si j et m sont des entiers, on a
Card{fn <x ; s(n) = j (mod m)} ~x/m .

En 1966, A, O. GEL'FOWD [2] a montré le théordme suivant.

THEOREME 1, - 8i ~,m, i, m* sont des entiers tels que m =2, m' 22 et
(m,g-1)=l,_qp__§
Card{n <x ; s(n) = % (mod m) et n =4 (wod m')} ~x/m.m? .,
En 1967, M, MENDES FRANCE [3] a retrouvé ce résultat en utilisant les fonctions

pseudo-aléatoires.

Enfin, en 1970, J. BESINEAU [1], par cette méme méthode, a montré le théordme sui-

vant.

THEOREME 2. - Si g et g' sont des entiers >2, 4 et 4' des entiers, m

et m' des entiers >2 telsque (m, g=1)=(u', g"=-1)=1, ona
Card{x <n; s(n) = i (mod m) et s'(n) = 4' (mod m?!)} ~ x/mm? ,

en appelant s et s' les fonctions "somme des chiffres™ dens la base g et g'.

1424 = Ce dernier théordme donne la solution d'un probléme proposé par GEL'FOND [J].

Nous nous proposons ici de rdésoudre un autre probléme proposé aussi par GEL!'FOND,

THEOREME 3. -~ Soient m, g, j des entiers tels que m>22, g=2, (m,g-1=L.
Soit

Tl(x) = Card{p <x, S(p) =3 (mod m)} ’
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ou la lettre p désigne un nombre premier. On a

T,(=) = W£X) * °(1oz 7

n(x) étant le nombre de premiers infériecurs ou égaux & X .

Notation. - Dans toute la suite, p désignera un nombre premier.

Dans le paragraphe 2, nous donnerons quelques lemmes prélininasires a la preuve de

ce théordme ; et au paragraphe 3, nous esquisserons sa démonstration.

Signalons que, de la méme maniére, on peut montrer le résultat suivant.

THEOREME 4. - La suite (xs(p))p>2 est équirépartie modulo L si, et seulement

gi, x est irrationnsl.

1+3. = Remarquons qu'une condition du type (n, g- 1) =1 , dans les hypotheses

du théoréme 3, ne peut &tre évitée.

0 (mod g - 1) est

i

En effet, on a s{n) =n (mod g - 1) , et 1'égalité sp)
équivalente & p =0 (mod g - 1).

Par conséquent, Tl(x) =0 deés que g >3 , et le théordme 3 tombe.

2. Quelques lemmes préliminaires.

Dans toute la suite, A désignera la quentité

. 1
'z—m (1og gsln-é-g~ log sin Zne ) .

I1 est aisé de voir que 1/2 <A <1 .

2.1 IEMME 1. - Soient v, m, g, q des entiers tels que m>2, g22,

(m ,g8-1)=1, 1<qg<n=-1, v>=0.30it @ un nombre réel. On a

ﬂs:é I[sin me(og” + q/n)] / [sin wlag’ + o/m]| < gL

Une démonstration de ce lemme se trouve dans [2] de fagon implicite. Nous ne la

donnerons pas ici.

2,2 IEMME 2, - Soient n , g ,d4 , q des entiers tels que m2>2, g22,

ad=21, L<qg<m-1. Posons

.. 4 .
s(n) = EijSn/d exp(21ﬁ5 s(n - d3))

£(x) = (M, (L exp(2img 4) )Y /(1 =2ty <P

0<4<g=-1, 0<v<k =1,
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od f est une fonction méromorphe sur C & valeurs dans C , et o est un entier,

1<p<d.Ona, pur tout k =20, pour tout p

S(&° - p) =§-11-Jl "

f(x) ax .

Preuve. - Elle s'appuie essentiellement sur 1'égalité suivante, que l'on démontre
terme a terme facilement.
v _
e g —_ 0 ¢ s ad o H
ﬂv(ZE exp(211‘rm ~) X ) =4 exp(21ﬂm s\n)) x |,
k

03

0<n £ -1, 0gs<g~-1, 0Lvk=-1.

On termine la démonstration en calculant le résidu de f au point O , qui est le

seul pble de f dans le cercle (lx| =3%) .

2.3 LEMIE 3., - Avec les mlnes hypotheses qu'au lemme 2, et (n, g~ 1)=1, on a

p=]

lS(n)l < cy nA y © étant une constante ne dépendant que de m et g .

Preuve, - On utilise principalement la g-additivité (au sens de GEL'FOVD) de la
. S _ . A 4 < o
fonction s , clest-a-dire s(nl + n2) = s(nl) + s(nz) si n) =g n, et n, <g.

Donnons le principe de la démonstration.
On établit facilement la relation de "récurrence" :
s(n + Egk) = exp(Ziﬁ%-s) x S(n) + S(sgk -p),
avee 1 <p<d, si n< gk et ee (0,1, ... 8 -1}

Par conséquent, si on écrit l'entier n dans le base g,

k, kj
= N ] . & p >1 >... > .\.
n=¢ g + + €. & avec kL <y > kJ z0,

la majoration de lS(n)l est ramende a la acjoration de iS(gk - p)l avec 1< p <d,

[

Puis, & l'aide du lemme 2, on sc ramene au calcul de 1tintégrale

1 1
51T J‘x[=% f(x) dx .
En remarquant que
1
lim =— I f(X) dx = 0
R 2im IX}:R ’

. k t

on obtient S(g - g) = - &' Res(f , exp(2iﬂa)) , ou Res(f , exp(2in§)) désigne
le résidu de la fonction f au point exp(2iﬂ§) , et T' la soume étendue aux
indices t tels que (exp(2iﬂ§)) soit pble de f .

I1 est facile de voir que

ot 1 . t ot
|Res(£ , exp(2in))| = 3 T} |(sin melz g +3) / (sinmlz e +I)|,0gvsk-1.
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Il ne reste plus qu'a utiliser le¢ leume 1, et la relation de récurrence pour majo-

rer |S(n)]| .

244 IBNME 4, - Avec les mémes Qy_p_p_‘l}ﬁ_é_sg_g qu'au lemwe 3, on a

|>

o (4 A
1<5%n exp(me s(ag)] < ce(nd) .

Preuve. - C'est imuédiat en vertu du lemme 3,

Remarque. - Pour la suite, il est important de constater que les constantes c,

et A ne dépendent pas de 4 .

3. Principe de la démonstration du théoreme 3.

Elle découle immédiatement du théoréme suivant,

THEORRME 5. - Soit f : N —> C une fonction arithmétique, vérifiant :

(1) f£(n) = 0(1) pour tout n ;
(i1) il existe deux constantes A et ¢ telles que O <A <1, ¢ >0 et

— cm—————— e ——

pour tout d 21 entier,
A
3 {
Izlgjglq £(dg)| < elma)” .
Alors on a

S N
£ = [ —
p<y £(p) = o(log 1\T> *

Preuve. - On raffine une méthode de I. i, VINOGRADOV [7]. Nous ne donnerons pas
la démonstration. Elle se trouve dans [6].
Nous sommes désormais en mesure de prouver le théoréme 3., On éerit
1 .. .
Tl(x) = E'Zq ZpSX exp(21ﬂ%-(s(p) -3)), 0€£q<€mn-~-1,

ou encore

~

mx) 1y . q . .
Tl(x) =—+= Zq exp(- 21”% ) Zp$x exp(21ﬁ%s(p)) s, 1<qg<m=-1.

La fonction n —-'}exp(Zin-x%s(n)) vérifie les hypothéses (i) et (ii) du théoréme 5

grice au leume 4,

Nous avons donc

ZPSX exp(Ziﬂ%S(p)) = 0(102. ) )

ce qui termine la démonstration,
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4. Remarque.
4el. - Signalons pour terminer que le théoréme 3 est 1ié au probléme suivant :

Existe-t-il une infinité de nombres preuiers, dans la suite de Fermat 22n + 17

Soit s 1la somue des chiffres en base 2. Dire qu'il y a une infinité de nombres
de Fermat premiers, c'est dire qu'il y a une infinité de premiers p tels que
s(p)=2 .

Le théordme 3 dit que, pour tout entier mw 22 , il y a une infinité de nombres

premiers p tels que s(p) =2 (uod u).

4,2. - Enfin, répétons le dernier probldue posé par GEL'FOND dans [2] : Evaluer

Cardtn < x 3 dn% = j (mod m)}
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