FRANCOIS ARIBAUD

Représentations linéaires p-adiques des groupes compacts
totalement discontinus

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 11, n°2 (1969-1970),
exp. n° 16, p. 1-24

<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1969-1970__11_2_A1_0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1969-1970, tous droits réservés.

L’accés aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1969-1970__11_2_A1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 16-01
(Théorie des nombres)
lle année, 1969/70, n° 16, 24 p. 20 avril 1970

REPRESENTATIONS LINEAIRES p-ADIQUES
DES GROUPES COMPACTS TOTALEMENT DISCONTINUS

par Francgois ARIBAUD

l. Introduction.

On se fixe une fois pour toutes un corps p-adique K , c'est-a-dire une exten-
sion algébrique, de degré fini, du complété Qp du corps des rationnels Q , pour
la valeur absolue p-adique. On désignera par A 1l'anneau des entiers de K , par
k 1le corps résiduel de K , par g le nombre d'éléments de k , et par v la va-
luation canonique de K (& valeurs dans 1'anneau des entiers). On supposera que K

est muni de sa valeur absolue normalisée :

x = )

Soit E un K-espace vectoriel. Ure ultranorme sur E est une application

x => |lx|| de E dans 1l'ensemble §+ des nombres réels positifs, telle que :

(U1) Pour tout x dans B , 1'égalité ||x]| = 0 équivaut & x =0 ;

(U2) Pour tous x et y dans E, on a

% + vl = max({|=l] , Y5l])

(U3) Pour tout x dens E , et tout a dans K, on a

laxl| = |a] 1=l .

On appelle espace de Banach sur K (ou plus simplement espace de Banach p-

adigue), un K-espace vectoriel ultranormé qui est complet pour la distance ultramé-

trique d(x , y) = |lx - ¥l .

Dans ce qui suit, nous nous proposons d'étudier les représentations linéaires con-
tinues d'un groupe corpact dans un espace de Banach p=-adique. Etant un espacs ul-
tramétrique, un espace de Banach p-adique est totalement discontinu. Par suite; la
composante connexe du groupe est représentée par 1'automorphisme identique dans
toute représentation linéaire continue p—adique du groupe. Autrement dit, on peut

se limiter aux représentations des groupes compacts totalement discontinus, ce que

nous ferons dans ce qui suit.

4
DEFINITION 1. - Soient G un groupe compact totalement discontinu, et E un es-

pace de Banach p-adique. Une représentation de G dans E est une application U
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de G dans l'espace des automorphismes continus de E , telle que :@

———

1° 8i e est 1'élément neutre de @, U(e) = idg 3

20 Quels que soient g et h dans G, on a U(gh) = U(g) U(n) ;
30 L'application g k=> U(g)x est une application continue de G dans E , quel

que soit x € B ;

4° L'application x F->U(g)x est une application continue, quel que soit g € G.

LEMME 1 (Théoréme de Banach-Steinhaus). = Soit (u.) une famille d'applica-

i'iel
tions linéaires continues de E dans F, E et F étant des espaces de Banach

p—-adiques. Supposons que, pour tout x € E , on ait sup Hui(x)H <o , Alors
i

sup [l < .
i

Comme E est un espace de Baire, étant un espace métrique complet, la démonstra-

tion du théoréme de Banach-Steinhaus "réel ou complexe" se transpose aussit8t.

COROLLAIRE 1. = Soit U wune représentation continue du groupe compact G dans

1'espace de Banach E . L'application (g , x) b~s U(g)x est une application con-

tinue de G x B dans B .

Lt'application g p-> U(g)x é&tant continue, on a, puisque G est compact,

sup HU(g)xH <o pour tout x . D'apres le théoréme de Banach-Steinhaus, on a

g
sup ||U(g)]| = ¢ <» . Pour tous g, g, € G et tous x, x; €E, on a
g

[u(e)x - Ue)x,) = [9(e)(x = x;) + [0(e) - Ulgy)] x|

et
[0(g)x = U(gy)xyll € max(ule)(x - z))!| , [U(e) - U(g,) ] %, D)
Or
lu(e)(x = XO)H <oz - XOH , quel que soit ge G ,
et

[0(g)x - Ulgy)xyll g max(Cllx ~ x|l , [[U(e)xy = Ulg)x, )

d'ou aussitdt le corollaire.
Q. E. D.

CORCLLAIRE 2. - Les notations étant celles du corollaire 1, il existe un C > 0

tel que, pour tout g e€ G, on ait

L<lvellse .
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D'aprés le théordme de Banach-~Steinhaus, il existe une constante C >0 , telle
que llu(g)]l £ ¢ pour tout g e G . D'autre part, il résulte de 1'identité
u(e) (g™ = U(e) = iy
que l'on a
(el (g™ > fue)l = 1, pour tout g€ G .
1

-1
Comme |[U(g” )l g C, on a !U(g)ll 25 -
Qo E. D.

COROLLAIRE 3. -~ Les notations étant toujours celles du corollaire 1, la topologie

de E peut &tre définie par une ultranorme pour laquellie la représentation U est

unitaire (i. e. pour laguelle tous les U(g) sont de norme 1 ).

Posons, pour tout x e E ,
=]t = sup flu(e)x|| .
g

I1 est immédiat que Hxﬂ' est une ultranorme sur E pour laguelle les U(g) sont

tous unitaires. D'autre part, dans les notations du corollaire 2, on a

1| = I(e)x!] < suplv(e)x] = l=]" < olixf .

~N

Q. E. D.

Nous dirons qu'une représentation linéaire continue d'un groupe compact G dans

un espace de Banach p-adique est algébriquement (resp. topologiquement) irréducti-

ble, si les seuls sous—espaces (resp. fermds), stables sous 1l'action de G , sont

(0) et E .

Nous nous proposons de démontrer d'abord le théordme suivant.

Id ~
THEOREME (4). - Si U est une représentation linéaire continue algébriquement

irréductible du groupe compact G dans un espace de Banach p—adique E , E est

de dimension finie.

On ne sait pas si le résultat analogue est valable pour les représentations topo-

logiquement irréductibles. En particulier, une représentation topologiquement irré-

ductible est~elle algébriquement irréductible ?

I1 existe une classe particulidre de représentations pour laguelle la réponse a

la question précédente est triviale. Nous dirons qu'une représentation U est de

type I, si son noyau (i. e. le sous-groupe H de G des h tels que U(h) = id )

est ouvert. Le deuxi®me objet du présent travail est de caractériser les groupes
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compacts dont toutes les représentations topologiquement irréductibles dans un es=-
pace p—-adique sont de type L.

soit C(¢ , K) 1'espace vectoriel des applications continues de G dans K,
. 11

qui est un espace de Banach p-adique pour 1'ultranomme |If|| = sup |£(g)

existe une représentation naturelle de G dans QﬂG ’ K), a sagoir celle qui asso-
cie la fonction f(g-1 x) & la fonction f£(x) et & 1'élément g de G . Une for-
me linéaire sur EKG , K) sera dite invariante, si elle prend la méme valeur sur

une fonction f , et sur sa translatée, par un élément quelconque de G . Une forme

linéaire continue et invariante sur EﬂG ’ K) , qui prend la valeur 1 sur la

fonction constante égale & 1 , sera appelée une mesure de Haar sur G .

Le deuxiéme théoréme que nous établissons est le suivant.

THéORﬁME (B). = Soit G wun groupe compact totalement discontinu. Il y a équiva~

lence entre :

(i) Les p-sous=groupes de Sylow de G sont finis 3

(ii) I1 existe une mesure de Haar sur le groupe G , et cette mesure de Haar est

unique (ctest la limite projective des moyennes des quotients finis de G ) 3

(iii) Toute représentation de G est semi-simple, i. e. tout sous—espace fermé,

stable par 1'action de G , de 1'espace d'une représentation, admet un supplémen—

taire topologique également stable par l'action de G .

De plus, si G satisfait & 1'une des trois conditions équivalentes précédentes,

toute représentation topologiquement irréductible de G est de type I (i. e. pro=-

vient d'un quotient fini de G ).

2. Quelques résultats d'analyse fonctionnelle p—adigue.

4
DEFINITION 2. — Soit E un espace de Banach p-adique. On dit que 1'ultranorme

de E est régulidre si, pour tout x € E , il existe un a € K tel que x| = |a

I1 revient au méme de dire que tout élément non mul de E possdde un homothéti-

que sur la sphire unité.

LEMME 2. - Soit E un espace de Banach p-adique. La topologie de E peut 8tre

définie par une ultranorme régulilre.

Pour tout x non nul dans E , désignons par L, 1'ensemble des nombres réels
positifs h de la forme h = |a| pour un a € K , tels que |a| >|x| » On véri-

fie sans difficulté que 1'on définit une ultranorme régulidre par p(x) = inf L,
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si x#0, et p(0) =0.0na |x| <p(x) . Comme O est le seul point d'accumu-
lation de 1'ensemble des nombres réels qui peuvent se représenter comme valeurs abe
solues d'éléments de K , p(x) tend vers O avec x j par suite, p est compa-

tible avec la topologie de E .
Q. E. Do

Soit I wun ensemble quelconque. On désigne par c(I) 1'ensemble des familles
(ci) indexées par l'ensemble I d'éléments de X , telles que c; tende vers O

suivant le filtre des complémentaires des parties finies de I :

Pour tout € >0 , il existe une partie finie L de I , telle que Ici|‘$ €

pour tout i ¢ L .
Pour de telles familles (ci) , On a suplcil <® , On définit une ultranorme sur
c(I) par

el = sup leg ]

LEMME 3. = Muni de 1'ultranorme précédente, qui est régulidre, c(I) est un es-

pace de Banach p-adique.

Que l'ultranorme soit régulidre résulte de ce que, K étant de valuation discré-
te, 1'ensemble des nombres réels, qui sont des valeurs absolues d'éléments de K ,
n'a pas d'autre point d'accumulation que O . La vérification du fait que c(1)

est un espace de Banach est standard.
Q. E. D,

PROPOSITION 1. = Soit E un espace de Banach p-adique dont l'ultranorme est ré-

gulidre. Il existe un isomorphisme isométrique de E sur un espace c(1) .

Pour la démonstration, on se reportera 3 [3], § 1. La proposition 1 peut égale-

ment se traduire sous la forme d'un résultat d'existence de bases orthonormales.

PROPOSITION 1 bis. = Soit E wun espace de Banach p-adique dont 1'ultranorme est

régulidre. I1 existe une famille (ei>ieI d'éléments de norme 1 de E , telle
que
(1) Si (ci)iel est un élément de c(I) , la famille (Ci ei) est sommable dans

E, et

”Z ci ei“ = Sl;p Ici, H

(ii) Pour tout x dans E , il existe (ci)iEI dans c(I) , tel que x soit la

somme de la famille sommable (ci ei) .
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De la proposition 1, on déduit le corollaire suivant.

COROLLAIRE. - Soit E un espace de Banach p-adique dont 1'ultranorme est régu-

liére. Si F est un sous—espace fermé de E , il existe un projecteur continu de

E sur F , dont la norme est N

DEFINITION 3. - Un sous~ensemble S de 1l'espace de Banach p-adique E est ul~

traconvexe si, pour tous s et t dans S, et tous a et b entiers dans K

(i. e. de valeur absolue <1 ), ona as+ bteS.

Un ensemble ultraconvexe n'est pas autre chose qu'un sous-A-module (A , anneau

des entiers de K ) du A-module B .

LEMME 4. - Soit S un ensemble ultraconvexe dans l'espace de Banach p-adique E .,

Si S a un point intérieur, 3 est ouvert.

L'ensemble S ayant un point intérieur, il existe un s € S et un ¢ >0 tels
que tout t distant de s de moins de ¢ soit dans S . Considérons un s' €S
guelconque. Comme S est un module sur l'anneau des entiers A de K , on a
s=-s8'"€ S8 .8 t' est un élément de E distant de s! de moins de e, on a
ls = (¢t + s =8|l <e, soit t'+s~s'e€S.0r s-stes, d'oh t'eS.

Autrement dit, la boule ouverte de centre s' et de rayon e est contenue dans S.

Qe B. D.

Soit C un ensemble de E . L'intersection des ensembles ultraconvexes fermés de
E qui contiennent C est un ensemble ultraconvexe fermé, que 1l'on appelle 1'enve-

loppe ultraconvexe fermée de C , et que l'on note u(C) ; on voit aussitbét que

u(C) est l'adhérence dans E du A-module engendré par C . Si tout élément de C

est de norme < r , tout élément de u(C) est également de norme < r .

THﬁORﬁME 1. = Soit C un ensemble fermé d'un espace de Banach p-adique E

d'ultranorme régulidre. Pour que C soit compact :

(1) 11 faut que, pour toute base orthonormale (ei)iEI de B, il existe une fa-

mille (bi)iEI de nombres réels positifs tendant vers O suivant le filtre des

complémentaires des parties finies de I , telle que, pour tout élément ¢ =2 c, e,
H ] i i

de C, on ait ’Cil'$ bi pour tout i ;

(i1) I1 suffit qu'il existe une base orthonormale de E , et une fa-

(e3)ser
mille (bi)iEI de nombres réels positifs, tendant vers O suivant le filtre des

complémentaires des parties finies de I , telles que tout élément c = 2 c; e de

C satisfasse aux conditions lcil < bi pour tout 1 .
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La condition est nécessaire ¢ Soit C un ensemble compact de E . Pour tout
c=2c, e; , On a Icil,s Hc” pour tout i ;3 il en résulte que, pour tout i , la
5 Hel

famille des ;s C parcourant C , est bornée. On posera bi = sup Icil . Soit
ceC

e un nombre réel > 0 quelconque. L'ensemble C étant compact, on peut trouver
des éléments Cy g +e» 5 C en nombre fini de C , tels que C soit recouvert par

les n Dboules ouvertes de centres c; et de rayons ¢ . D'autre part, pour tout

1<p<gn, on peut trouver un ensemble Lp I, tel que, si cp =2 cp 5 ej s ON
’
ait ‘cp jl<$ e pour j & Lp » On posera L= U L_, qui est un sous-ensemble
b

1o

fini de I . Soit alors c¢ un élément quelconque de C , et soit i un élément

quelconque de I n'appartenant pas &8 L . On peut trouver un p tel que

lle - CPH < e

soit, si c=2c, e, et c_=2c_ . e ,
i i P pyi i
s:p lci - Cp,il < g et ]cil RS max(|cp,i| ’ e) .

Si i n'appartient pas & L , on a Icp,il e et |ci! < e« Comme bi = sup]cil,
on a également Ibi‘ < e » Autrement dit, pour tout e >0 , il existe un sous-—
ensemble fini L de I , tel que bi.s g pour tout i n'appartenant pas a L ,

ce qui revient & dire que la famille bi tend vers 0O suivant le filtre des com~

plémentaires des parties finies de I .

La condition est suffisante : On va montrer que, si la condition (ii) est satis-
faite, on peut, pour tout e >0 , recouvrir C par un nombre fini de boules ou-

vertes de rayon e , ce qui établira la compacité de C puisque C est complet.

Soit € >0 . On peut trouver un sous-ensemble fini L de I , tel que fbil Le
pour i # L . L'ensemble des combinaisons linéaires L a, e, des e, » pour
LeL

2 € L & coefficients a, de valeur absolue < b2 s st compact. On peut donc

trouver des éléments en nombre fini Ci 9 Chg eee s C de C , tels que, pour
n

tout ¢ € C, il existe un p pour lequel sup |c, - ¢ | < e o D'autre part,
4eL £ TR
pour i £ L s ONn a
lci - Cp,ii's max(!cil ’ Icp,il),s bi ’

dtou

lo = epll = mn(ong le, = o, ,1 5 svo ley = oy, 1) s e

Autrement dit, l'ensemble C peut &tre recouvert par les boules ouvertes de cen-—

tres c, et de rayons ¢ .
Qe Eo D.
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COROLLAIRE 1. - Soient E un espace de Banach padique d'ultranorme réguliére,

et (ei)iEI une base orthonormale de E . On considére un ensemble compact C

dans E , et on pose, pour tout i€ I ; bi = Ssup lcil s OU c; est défini par
ceC
c =2 c, e, . L'enveloppe ultraconvexe fermée u(C) de C est composée d'éléments

x=2 X, e, de B, tels que Ixil.s bi pour tout i . En particulier, u(C) est

compacte.

I1 suffit de remarquer que le sous—ensemble de E des x = 2 X, € tels que

lxif < bi pour tout i , est un ensemble ultraconvexe qui est compact dlaprés le

théorsme précédent.

COROLLAIRE 2. - Soit C wun ensemble compact d'un espace de Banach p-adique. Si

le sous—espace vectoriel F des éléments de B , qui sont absorbés par 1'enveloppe

ultraconvexe fermée u(C) de C, est fermé, le sous—espace de E engendré par C

est de dimension finie, et coincide avec F ,

Montrons d'abord que F est un sous~espace vectoriel de E . Il est évident que
F est stable par la multiplication par un scalaire. Soient v, et Y, deux é1é-
ments de F ; il existe a, et a, dans X de valeur absolue > 1, tels que

1 2
s € a; u(C) pour i =1, 2 . On a alors

1

3\
E; D)e a a2(D +D) ca a, D, avec D = u(C) .

y1+yzealaz<'§;D+ 1%

Soit t une uniformisante de K , i. e. un générateur de 1'idéal maximal de
ltanneau des entiers de K . Tout élément s de K peut s'écrire sous la forme
s = ut” s OU u est un entier "inversible" (i. e. dont 1'inverse est un entier),
et ol n est un entier positif ou négatif. Comme D = u(C) est stable par la mul-
tiplication par un entier, écrire que D absorbe F revient 3 écrire que
F=Ut"D » 1 parcourant tous les entiers positifs. Chaque £ 0D est compact,
et est en particulicr formé. Comme F est fermé, donc complet, il résulte du
théoréme de Baire que l'un des t = D a un point intérieur, et est donc ouvert
d'aprés le lemme 4. Comme t © D est également compact, F est localement com-
pact, et il résulte du théoréme de Riesz (cf. BOURBAKI [17, chap. 1, § 2, n’ 4,
théoréme 3) que F est de dimension finie. L'ensemble des combinaisons linéaires
d'éléments de C étant partout dense dans F , et F &tant de dimension finie, il
en résulte que F est 1l'espace vectoriel engendrd par C .

Q. E. D,
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3. Démonstration du théoréme (4).

Soit U wune représentation algébriquement irréductible du groupe compact G dans

l'espace de Banach p-adique E , et soit x # 0 dans E . L'ensemble
¢c=(v(e)x | gec)

est compact, et il en est de méme de son enveloppe ultraconvexe fermée D = u(C) .
Soit F 1le sous—espace de E des éléments absorbés par D . L'espace F est non
nul, puisqu'il contient x # O . Comme C est stable par 1l'action de G , il en
est de méme de D = u(C) , et de F qui est ainsi un sous—espace vectoriel de E
stable par G . Comme U est algébriquement irréductible, ona F=E, et F est

donc complet. D'aprés le corollaire 2 du théordme 1, F = E est de dimension finie.

Qe Es D.

On remarquera que le raisonnement qui précéde ne peut s'appliquer aux représenta=—
tions U +topologiquement irréductibles ; on sait alors seulement que F est par-
tout dense dans E , et l'exemple des espaces d'applications montre qu'!il existe
des espaces vectoriels, de dimension infinie, qui contiennent un ensemble compact

C , tel que les combinaisons linéaires d'éléments de C soient partout denses.

4. Unicité de la mesure de Haar.

Soit G un groupe compact totalement discontinu. Le groupe G posséde un systé-
me fondamental de voisinages de 1'élément neutre e , composé de sous-groupes nor-
maux ouverts ; si H est un tel sous-groupe ouvert, le quotient G/H est fini. Si
E est un K-espace de Banach p-adique, on désignera par ,E(G , B) 1l'espace de
Banach p-adique des applications continues de G dans E , muni de 1'ultranorme

£l = sup [£(e)] .
g

Soit H un sous-groupe invariant ouvert de G , et soit p 1'homomorphisme ca~
nonique de G sur G/H . L'homomorphisme p se transpose en une application conti-
nue de C(G/H , B) dans ¢(a, E) , qui est injective. L'espace c(e/H , E) st'i-
dentifie, par cette application qui est isométrique, au sous-espace fermé ‘g(G ’ E)H

des applications invariantes par H .

LEMME 5. - La réunion des QKG ’ E)H y lorsque H parcourt le filtre des sous~

groupes ouverts normaux de G , est partout dense dans C(G , E) .

Soit f une application continue de G dans E . Comme G est compact, f est

uniformément continue et, pour tout e > 0 , on peut trouver un sous=groupe invariant
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ouvert H , tel que [|f(gh) - £(g)!] < e pour tout he H et tout ge G . Choisis-
sons un systéme de représentants (gi) de G/H dans G, et posons k(g) = f(gi)

si g€ g; H . La fonction k , qui est localement constante, est continue. Dtautre
part, si g € g; B, ona
1£(g) = k(&)l] = ll£(g; n) = £(g)l < .

Qs Es D,

Soit m une mesure de Haar sur G de normme c¢ : pour toute f G.Q(G ’ K) , On a

lm(£)

tion & chacun des C(G , K)H = C(G/E , K) , et on est donc remené & 1'étude des me-

< cllfl] . D'aprés 1e lemme 5, m est entidrement déterminde par sa restrice

sures de Haar sur un groupe fini,

Nous supposons, dans 1'alinéa qui suit, que G est un groupe fini d'ordre o(G) .

Soit dg la fonction sur G égale & 1 en g, et & O ailleurs. Ona 1 = 2 dg ’

g
soit 2 m(dg) =mn(1) =1 . Mais dg n'est autre que la translatée de de par

« Toute

~1 . \
g, dlou m(dg) = m(de) et o(G) m(de) =1, d'ou m(de) = @
fe QKG ’ K) peut s'écrire d'une fagon, et d'une seule, sous la forme f =) a dg

g
avec a_ €K . Onadonc n(2 a_d) = L 2 a_, ce qui montre que m coincide
g g 8 o(c) g

avec la moyenne sur le groupe fini G , et qui entrafne 1'unicité de m . On remar—

quera d'autre part que, puisque HdeH =1, on a ]m(de)l.s ¢ (= norme de m) ’

I-S c , ou lo(G)l est la valeur absolue p-adique de l'entier o(G) .
I 1
o(c)
existe des éléments 8, de K de norme <1, un a, au moins étant de norme 1,

soit [
o(@)
On a d'ailleurs c =

: comme la boule unité de QKG , K) est compacte, il

tels que

|

o= 180 g 1] = 17 o) I

1 I .
o(@)
Revenant & la situation générale d'un groupe profini quelconque G , on voit que,
pour tout sous—groupe normal ouvert H de & , On a ]o(G/H)! Bw% : en effet, m
induit sur G/H une mesure de Haar de norme inférieure & la norme de m , c'est—a—-

Mais IZ ag' < suplag] =1, d'ot ¢ < l

~

a

dire & ¢ . Soit P un p-sous-groupe de Sylow de G . On sait (cf. [4], chap. I,
§ 1, n° 4, prop. 4) que, pour tout sous—groupe invariant ouvert H de G,
P/P nH estun p—sous—groupe de Sylow de G/H s+ on a donc Io(P/P N H)I 2,1/0

pour tout H , d'ou lo(P)] 2,1/0 s 1. €o P est fini.

DEFINITION 4. = Un groupe compact totalement discontinu est dit p~régulier, si

8es p—-sous=groupes de Sylow sont finis.
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Nous pouvons résumer ce qui préceéde par le lemme suivant.

LEMME 6. = S'il existe une mesure de Haar p-adique sur le groupe compact totale-

ment discontinu G, G est p-régulier.

On en déduit, en particulier, qu'il n'existe aucune mesure de Haar p-adique sur

Z L]
~P

4., Bxistence d'une mesure de Haar sur un groupe pjzéggligz.

On considére, dans tout ce qui suit, un groupe compact totalement discontinu p-~
régulier G . Si o(P) est 1'ordre d'un p-sous-groupe de Sylow, on posera

l L I s OU Io(G)l est la valeur absolue de l'entier o(G) considéré comme

o(G)

élément de X .

C =

Soit H un sous=groupe ouvert normal de G , et soit E wun espace de Banach p-
adique. Si f est une application continue de G dans E , invariante par H
(i. e. une application qui provient d'une application T de G/H dans E ), on
posera

1 =/=
MH(f) =— 2 f(3) .
o(G/H) gee/H

On obtient ainsi une application linéaire continue de gﬂG ’ E)H , muni de 1'ultra-
norme de la convergence uniforme, dans E . On vérifie, comme au paragraphe précé-

dent, que cette application est de norme

1 < l 1

l < I =2c
o(G/E) o(a)
Soit L wun sous-groupe ouvert invariant de G , qui est contenu dans H . On a
g, Bf cge, 5)b.
LEMME 7. - M} induit M  sur c(a, B)" .

Choisissons un systéime de représentants (si) de H dans G , et un systéme de

représentants (tj) de L dans H . Les (si tj) forment un systéme de représen—

I
tants de L dans G . Pour toute f € C(G, B)Y , on a

L(£) = —L— 5 £(s, t.) = 2L 5 00y
() o(G/L) 1,3 ey tJ) o(G/L) i #(ay)

puisque, f étant invariante par H , on a f(si tj) = f(si) . Par suite,
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ML(f) L5 £(s.) = MH(f) .

) o(c/m) 1 1t

Q. B. D,

Le lemme 6 montre qu'il existe une application linéaire unique M de U C(G , E)-
Ml g

dans E , telle que la restriction de M & C(¢ , B)Y soit M, . Comme
pour tout H , on a également !|Mll < ¢, en considérant M comme une application
linéaire de l'espace ultranormé non complet U C(G , E)H (pour 1'ultranorme de la
convergence uniforme) dans E . D'apres le lemme 5, U_Q(G ’ E)H est partout dense
dans C(G , E) , et M se prolonge par continuité en une application linéaire con-
tinue, de norme < c , de _Q(G , BE) dans E . Il est immédiat que M est invarian~

N
te par G , puisque chaque I, 1l'est, et que l'image, par M , de la fonction cons-

tante sur G , égale & a , egt a . Bn prenant pour E 1le corps K lui-m8me, on
obtient une forme lindaire sur G(G , E) qui est une mesure de Haar. On a donc
établi 1'existence d'une mesure de Haar pour un groupe compact totalement disconti-
nu p-régulier, et plus généralement l'existence d'une application lindaire conti-
nue invariante np de QKG , B) dans E s prenant la valeur x sur 1l'application
constante qui associe x & tout g € G . Une telle application ne est d'ailleurs
unique, comme on le voit en reprenant les raisonnements du paragraphe 3 ; elle est

la limite projective des applications moyennes définies sur les quotients finis.

On remarquera que 1'existence d‘'une mesure de Haar peut aussi s'établir pour un

groupe compact totalement discontinu semi-simple, au sens de 1l'alinéa (iii) du

théoréme (B). Soit G un tel groupe, et considérons la représentation naturelle

par translations de G dans 1l'espace des fonctions continues .Q(G , K) . Les fonc~
tions constantes forment un sous-espace de ‘Q(G , K) , qui est stable sous 1'action
de G ; on désignera par F un supplémentaire topologique de ce sous-espace, sta-
ble sous l'actionde G . Si he C(G, K) , on peut écrire h=k + £, o k est
une fonction constante, et ou f est dans F . Les applications hpsk et hp>f
sont des applications linéaires continues et, pour tout g € G, on a, en désignant
par hg et fg les translatées par g de h et de £, hg =k + fg o I1 en ré-

sulte que la forme linéaire continue sur C(G , K) , définie par
m(h) = unique valeur prise par la fonction constante k
est une mesure de Haar p-adique.

Nous pouvons résumer les paragraphes 3 et 4 par les lemmes suivants.

LEMME 8. - Pour qu'il existe une mesure de Haar p~adique sur le groupe compact

totalement discontinu G , il faut et il suffit que G soit p-régulier. La mesure

de Haar est alors unique, et plus généralement, pour tout espace de Banach p-adique
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E , il existe une mesure de Haar unique m, sur G & valeurs dans & .
o]

On écrira encore IG f(x) dx au lieu de mE(f) , pour toute application continue
de G dans B .

LEMME 9. = Tout groupe compact totalement discontinu semi-simple, au sens de 1'a-

linéa (iii) du théortme (B), est p-régulier.

5. Représentations linéaires p-adiques des groupes compacts p~réguliers.
e N el et e o] L e e N e T a AT AW WV S NP AW e e L e e W o Y

Dans tout ce paragraphe, on désigne par G un groupe compact p-régulier. La

norme de 1'unique mesure de Haar p-adique sur G sera notée c .

LEMME 10.~ Soit A wune algébre de Banach p—adigque, c'est-d~dire un espace de

Banach p-adique sur lequel est défini un produit ab tel que [labl| < [la]| |0l

S5i £ et g sont deux applications continues de G dans E , 1l'application de G

dans B , définie par

h(x) = JG () ely™") @

est continue; et on a

Il < el el -

On a, pour tout =x ,

In(x)| < e sup ll£(xy) ey < e sup [|£(x)]| swp |lgr™h)])
y y ¥

< ofifl] fell -

Pour tout xe€ G, posons fx = f(xy) . Pour tout ¢ >0 , on peut trouver un sous-

f(xy) - £(x'y)]| <e¢ ads que =l ew , et

groupe invariant ouvert H , tel que

cela quel que soit y (uniforme continuité) ; autrement dit, fo - f “.$ e des

1 1 Xlil
que xx' €H . Ona, si xx* e€H,

(=) = =zl = HJG[f(xy) - £(x'7) 1 e™) ay]
< e sup |2(xy) - £(x'y)] sup [le™h)| < cellel] -
¥ y

Q. E. D.

Si 1'on modifie la norme de C(G , A) en posant Ih||' = c|lnll , il résulte au
lemme précédent que G(G , A) est une algtbre de Banach p-adique pour le produit

de composition. Ce qui précdde s'applique évidemment & C(G , K) .



16-14

Soit U une représentation continue de G dans un espace de Banach p-adique &E.
Pour tout x dans E , l'application, qui & f € Q(G ’ K) fait correspondre 1'ap-
plication h j=> f(h) Uh x de G dans E , est une application linéaire conti-
nue, que 1l'on peut donc "intégrer" par rapport & la mesure de Haar p-adique & va-
leurs dans E . D'apres le corollaire 2 du lemme 1, il existe une constante D
telle que ||U Il <D pour tout g e G et, par conséquent, HU x|| < D! . D'autre

part, comme mE , mesure de Haar 3 valeurs dans E , est de norme Lc,ona

HJG £(n) U, x dmp(n)f < e sgp 1£(n) 1, (x)]]

~N

S o oup |£(n) | up [o, (]

< el ol

~N

dtou il résulte que 1lfon définit un endomorphisme linéaire continu Uf de E par

Uf(x) = JG f(h) Uh(x) dh .

LEMME 11. = Soit C wun ensemble ultraconvexe fermé de E , stable par l'action

de G . Pour toute f e (6, K) telle que Ifl| = suplt(e) <2, et tout daec,
g

on a Uf(d) e .

En modifiant au besoin 1'ultranorme de E , on peut supposer que les U_ sont
unitaires. Soit € >0 wun nombre réel positif quelconque. On peut trouver un sous=—

groupe invariant ouvert H de G , tel que

|f(gh) - £f(g)| <& et IUgh(d) - Ug(d)| <g, pour tout g €G et tout h e€H.

Soit (gi) un systime de représentants de G/H dans G , et posons

S(g) = f(gi) ’
si g€ g; H .

Les applications s et V sont localement constantes, donc continues, et on a

IIs!] \<-é- s If=sll<e, et !]Ug(d) - Vg(d)” < g pour tout g . Par suite,

HIG £(z) v _(a) dz - IG s(z) v, (a) az]

< HJ [£(2) - s(2)]U_(a) dz + J s(z)[U_(a) - v _(a)] azl]
< max(]] J oL£(z) - s(2)] U (d) dz|| , HI s(z)[U (a) = v (d)] dzl|) .
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Mais
W fe(a) = o)1 () sl < ol = ol Il < eeldll

HJG s(z)[UZ(d) - Vz(d)] dzH < CUSH sup HUZ(d) - Vz(d)H

Se

D'autre part,

fG s(z) V_(4) dz = ——— 3 s(g,) 7 (2

o(G/H)

]

L S fe) U (a) .
o(G/H) |

lSCyona !

f(g,)
Comme | = | <1, et L1 5 f(gi) Ug (a) appartient 2

— R 9
o(G/H) o(a/H) o(6/H) i
1'ensemble ultraconvexe C . Comme, d'aprés ce qui précéde, j, f(g) Ug(d) dg peut

8tre approché d'aussi prés qu'on veut par des é1léments de la forme

—L _See)U (a) ,
o(G/H) &

on a JG f(g) Ug(d) dg € C ,
Q. E. D.

LEMME 12. = Soit C wun ensemble compact de E . Pour tout ¢ >0 , il existe un

sous~groupe invariant ouvert H de G , tel que, pour tout d € C ef tout h e H,

on eit [[U, d=-dl} <e.

D'aprés le corollaire 1 du lemme 1 du paragraphe 1, 1l'application (g,(ﬂ k—a-qu

de G xC dans E est continue. Pour tout & >0 et tout d € C , on peut trou-

ver un voisinage Vd de d dans C , et un sous-groupe invariant Hd e de G
s
tel que !Uh Z - z” < g pour tout sz € Vd et tout h € Hd e On peut recouvrir
$
C par un nombre fini de Vd y Soit le y ove g Vdn « On posera H =N Hdi,e .

Pour tout z € C, il existe un di tel que 1z € Vd s 8si hel < Hd g 7 ona
i i?
!
”th"zh<3‘

Qe E. D.

PROPOSITION 2. ~ Soit U wune représentation linéaire continue, du groupe compact

totalement discontinu p~régulier G , dans 1'espace de Banach p-adique E .
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L'application £ F-&»Uf est une représentation continue, de 1l'algébre de Banach

QKG ’ X) , dans 1'algdbre de Banach L(E) des endomorphismes linéaires continus de

E , munie de l'ultranorme de la convergence uniforme.

T1 est évident que 1l'application f P—é’Uf est linéaire. D'autre part, elle est
continue puisque, comme on 1l'a vu plus haut, on a, pour tout x € E et toute
fegle, K,

lop =i < oll] sup Ul lix]
g
dtou
o) < oliel] sup o)l .
g

RIS

Reste a voir que cette application est compatible avec les produits.

En modifiant si besoin est 1'ultranorme de E , on supposera les Ug unitaires.,
Soient f et g deux fonctions continues sur G . I1 faut montrer que, pour tout
beE, ona Uf*g(b) = Uf(Ug(b)) . Le produit de composition étant continu, on
peut supposer que f et g sont invariantes par un sous-groupe normal ouvert L

de G . Comme U est linéaire, on peut également supposer que Hf” < e et Hg”$:%;

on a alors, d'aprdés le lemme 10, [|f » gl < %-. On désignera par G 1?enveloppe
ultraconvexe fermée des Ux b, xe€G. Soit € >0 . D'aprés le lemme 12, on peut
trouver un sous-groupe ouvert normal H de G , tel que HUh d - dH < g pour tout
heH et tout d € C, et on peut supposer que H L (i. e. on peut supposer que
les fonctions f et g sont invariantes par H ). Choisissons un systéme de re—

présentants (xj) de G/H dans G , et posons VX = Ux si x € X, H ;s on a done
i
HVX d=-U, dl <&, pour tout x € G et tout d e C (on a supposé les U, uni-

taires, etc.), et Ve V.=V avec h(x , x') € H . Par suite, si

decC,

xx! Uh(x,x')

!IJG £« g(x) U (@) ax - JG £ x g(x) V. (d) dxl| < cllfl] llel| sup [0 (a) = v (a)]]
< oliel llele s5 ¢ -

Mais f et g étant invariantes par H , il en est de méme de

[

-1 1 -1
£ wglx) =, flzy) ely") ay =m§f(mj) g(xj )

et
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JG f o« g(x) Vx(d) ax = > (f » g)(x .) v, (a)

o(G/T{) i i

= 12Zf(xx)g(xl)V()
o(6/H)< 1,3 =

) [
!lJG £ x g(x) Vx(d) dx - JG £(x) V_ dx(\JG g(x) Vx(d) dx)”

- |- L el %) e(") 7, (@)

o(e/m)? 1,
- 2 £z, =z, ) g( L v, V(@]
O(G/“) 1,3 RS
= Z xg L - :
HO(G/H) [Z £(x x) el )[in(d) Ve U XJ,xsl)(d)]]

<e Uf” gl sup llU V sug lla - U, dl <
X he

Pour tout de C, on a

;
||JG £(x) U_(d) ax - J, £(x) v (a) axl| < ellfll sup U () - v () g ¢ ,
et de ménme

“ [
ng g(x) UX(d) dx - JG g(X) Vx(d) dxli 6 €

Si deC, on a également JG g(x) Vx(d) dx € C , d'aprés le lemme 11, et
uf (x) U dx\JG g(x) U (a) ax) - Jﬁ £(x) v, dx(J g(x) v (a) ax)|
1J (x)(U, = 7) dx(J g(x) U (a) ax)

+ JG f(x) v, dx(fG g(x)(UX(d) - Vx(d)) dx)gg

< mex(ellt]| sup /(v - vy)(JG g(x) U (a) ax)j ,
v

clsl sup [} cligl sup 0,(a) = v, (@)
y X

Smax(z , ¢) = ¢
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Finalement, pour tout d € C ,

~n

ugwéd)-uguéd»ugmmﬁwﬁ%m)-Jfozgx)QJ@<mn,

[
1y £ = (=) VX(d) dx

- (JG £(x) V_ dx)(JG g(x) v_(a) dX)”

i r
g £(x) 7, ax(), e(x) 7 (a) ax)

- (fG £(x) U, dx(fG g(x) U (a) ax))])

1 A 1
£ max&; E g E e) =5 €

Mais ¢ est arbitraire.
Q. E. Dl

I1 est facile de déterminer la structure de 1'algébre de convolution 'Q(G , K) .

Introduisons d'abord la définition suivante.

DEFINITION 5. - Soient E un espace de Banach p-adique, et (Ei)iEI une fa-

mille de sous-espaces fermés de E . On dit que E est somme directe topologique

de la famille des (Ei) , 81 les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) Pour tout xe€ E, il existe une famille sommable, et une seule, (Xi)iEI

'l rd . — .
d'éléments de E , telle que X, € Ei pour tout i et x = 2. Xi 3

(i1) L'application x +—e»xi est continue (et lindaire), quel que soit 1 .

Soit A wune algébre de Banach p-adique, et soit (Bi)iGI une famille d'idéaux

bilatéres fermés de A . On dit que A est composée directe des Bi » i l'espace

A est somme directe des sous—espaces Bi « I1 est immédiat que si X, € Bi et
X, € Bj y i#35, 0ona X Xy = O . On en déduit que, si x et y € A, et si
X =2 X, et y =2 yj sont "les développements en série" de x et y ,

Xy = 2 X ¥y, o

PROPOSITION 3. - Soit G wun groupe compact totalement discontinu p-régulier.

L'algdbre de convolution C(G , K) est composée directe d'idéaux bilatéres B, -

Pour tout i , Bi est une K-algébre simple de dimension finie, et il existe au

moins un sous=groupe ouvert normal Hi de G , tel que Bi ne comprenne que des

fonctions invariantes par Hi .
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AH .1z .
(i) Pour tout sous-groupe normal ouvert H de G, QKG y k) est un idéal bi=-

latére de C(G , X) .

Supposons par exemple que g soit invariante par H , et soit f wune fonction

continue sur G . On a, si he H,

Ce
ti

si

£« g(xm) = J £(any) g(™Y) ay = ) £(x(hy)) e((ay)™ 1) ay

= Jr f(xy) gy ' n) ay = ‘ f(xy) ey ™) ay = £ » g(x) .

On montre de méme que g w £ est invariante par H .
(ii) Tout idéal bilatére de C(G , k)Y est un idéal bilatére de C(G , K) .

Soit dy 1la fonction sur H, égale 3 1 sur H , et nulle & l'extérieur de H.

tte fonction est continue, et elle est élément neutre pour le produit de convolu-—

on dans C(G , K)F . si g appartient 2 un idéal bilatdre I de C(G, K)H , et
£, f E‘Q(G ,K), ona

fxg

£u(dywe)=(fady) =g (vesp. gx f' =gx (4 » £1) ) .

Comme ,Q(G , K)H est un idéal bilatére de Q(G y K) , T % dH (resp. dH % £ )
~ H

ap

es

partient & (@, K)H . Bnfin, coome I est un idéal bilatdére de C(G , K)™ ,

(f % dH) *xg=%Lxg (resp. g ¥ (dH % f’) =g % f! )

t un élément de I .

(iii) soit 2=y c(c , K)H 1'algdbre de convolution des fonctions sur G qui
H

sont invariantes par au moins un sous-groupe ouvert distingué de G . L'lalgébre D

es

t composée directe (au sens algébrique) d'idéaux bilatires, qui sont des K-

algebres simples de dimension finie.

Considérons 1'ensemble

de
un

by

a

(Bj&)!&EL des idéaux bilatdres de C =C(G , K) , qui sont
s K-algebres simples de dimension finie. Cet ensemble n'est pas vide ¢ soit H
sous~groupe ouvert distingué propre de G ; 1'idéal Q(G y K)H y, qui s'identifie

c(6/H , K) , est, puisque K est de caractéristique 0 , une K-algdbre semi-

simple de dimension finie, et elle est composée directe d'idéaux bilatéres simples.

S

L # 4", le fait que B, et B,, soient simples entraine que =0 .

Comme pour tout sous-groupe ouvert distingué H de G, g(G, K)H est ccmposée

directe de B, , et comme toute f de D appartient 2 une cle, x

de
L

)H , toute £

D est somme d'éléments appartenant chacun & un Bz $ comme Bﬁ'BE' =0 si

#4' , une décomposition de f en éléments appartenant aux B, est unique.

4
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(iv) I1 existe une constante a telle que, pour tout £ et toute fe D, on

ait Wf | < allf] , si £, est la composante de f sur B, .

4

Si feD, il existe un sous-groupe ouvert distingué H de G , tel que
feg(e, x)*
A tout idéal bilatére simple Bz de C(G/H , K) , correspond un idempotent central

. La fonction f peut s'interpréter comme une fonction sur G/H .

e, de l'algdbre C(G/H , K) . Soit KXK' une extension de degré fini de K , qui

£
est corps de décomposition de G/H . Chaque e, est somme d'idempotents centraux
de g(e/H , k'),

(1) (n)

e =e£ +oo-+e£ .
On a

lle

z” = sup leﬁ(x)l,s max sup leéi)(x)l .

b'd i x
On connait les idempotents centraux de C(G/H , K!') : pour tout eél) , il existe

un caractére Xél de degré rz1 tel que, pour tout x € G/H ,

(l)(x) (1) (l)(x)

(ce résultat se déduit des relations d'orthogonalité pour les caractéres, cf. [5],
chap. V, § 22, qui se transcrit aussitbt pour les représentations absolfment irré-

ductibles d'un groupe fini sur un corps de caractéristique O ). Par suite
BRICIRINIOI

A

Or v(l)(x) est une somme de racines de 1'unité dans X' 5 on a donc Ixél)(x)l,S 1
pour tout x , et on obtient finalement Hezﬂ <1 . Comme pour tout £ , on a
£f =1f e

£ £
mesure de Haar sur G .

EH < CHfH y OU ¢ est la norme de la

, 11 résulte du lemme 10 que ||f
(v) Démonstration de la proposition : D'aprés le lemme 5, 1'algébre D est par-

tout dense dans G(G , K) . Toute f e C(G, K) est la limite d'une suite de

Cauchy £ o de D . Décomposons chaque f 1) sur les Bz o Pour tout £ , tous

i et j, on a, d'aprés (iv),

1268) - £l ¢ opet) - 23y

Pour tout £ , la suite en i , (fél)) , est une suite de Cauchy ; elle est con-

vergente, et on notera sa limite fﬂ .

ne dépend pas du choix de la suite de Cauchy f convergeant

La limite f

(1)
£ 1)
vers f 11 sufflt de voir que si £ tend vers O , on a fz =0 s or

1e0) < o)
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La famille des fg est sommable ¢ pour tout i , tout j , et tout sous-ensemble

fini L' de 1l'ensemble L des idéaux B, , on a

)
(R D I PSSO VA CO e TN IPAC e
Y b T abe b Sgen g ’

Passons 3 la limite sur j 3 par prolongement, on obtient 1'inégalité
(DS D P PN PIC RPN
4 AR '

LeL’ LEL!
(1)
te un sous-—ensemble fini J de l'ensemble L des Bz , tel que, si L' nJ est

vide, fy =0 pour tout £ € L' . Pour un tel L' , on a H 2 : sz,é ce « A tout
’ L€L

e >0 , on peut donc associer un ensemble fini J , tel que J n L! = ¢ entratne

Soit € >0 ; il existe un i tel que Hf(l) - fll < ¢ . Comme £/ €D, il exis-

| Z fz!‘$ ce . La famille des (fﬂ) est donc sommable.
Lelt
Reprenant 1'inégalité

DA R i N PR A
LeLt

@) _ 5 p8) g0

étant
ger, ¢

et passant & la limite sur L' , on trouve, puisque f

une fonction de D ,

12 o5 el ol g
LeL

En passant & la limite sur i , on en tire f = 2 f, .
gel ¥
Enfin 1'inégalité ”fﬂH'S chH , valable d'aprés (iv) pour les fonctions de D,
Se prolonge a la limite. Elle montre que, pour tout £ , l'application f F—> ?ﬂ

est continue.

La démonstration de la proposition 3 est ainsi achevée.
Q. E. Do

PROPOSITION 4. -~ Toute représentation topologiquement irréductible d'un groupe

compact totalement discontinu p-régulier, dans un espace de Banach p=-adique, est

de type I (i. e. est définie par une représentation irrdéductible d'un quotient fini

du groupe). Toute représentation continue d'un groupe compact totalement discontinu

p~régulier, dans un espace de Banach p-adique, est semi-simple (i. e. tout sous-

espace fermé invariant possdde un supplémentaire topologique qui est également in-

variant).



16=-22

(i) I1 existe une constante d >0 , ne dépendant que de l'espace E et de la
4 ’

représentation U de G dans E , telle que tout sous-espace fermé de E , inva-

riant par 1'action de G , soit l'image d'un projecteur p de norme < 4 inve-

riant par G (i. e. tel que Ug P = pUg pour tout g€ G ).

D'aprés le corollaire de la proposition 1, il existe une constante a >0 , telle
que tout sous-espace fermé de E soit 1'image d'un projecteur de nomme L a. Soit,
en particulier, p un projecteur de norme < a , dont l'image est le sous-espace
F considéré. Décomposons l'espace E sous la forme Im p + Ker p . Par rapport a

cette décomposition, on peut représenter U _  par une matrice

on a Sg =pU p, Wé =pU (1 -p), et Tg = (1 - p) Ug(l - p) , dtol

g g
2 | 2
Isgh < o gyl Il ow gl
et
)l < a2 sup U .
g

Comme Ugh = Ug Uh , On a
Sgh Wéh .Sg Wg Sh Wh
0 Tgh 0 Tg 0 Th

S Sh Sg Wh + Wé Th
0 Tg Th ’

et en particulier W

oh = Sg Wh + Wg T . Posons

h
M=IGWhT-1dh ’
h
qui est une application de Ker p dans Im p dont la norme est, d'aprés la propo-
sition 2, inférieure ou égale &
. el 4 2
¢ sup ngj sup HTgH‘$ ca <sup HUgH) .

g g g
On a
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; :
MT =) W T dh = J W T dh
h -1 -1 -1 \=1
€ h g glg n) (g "h)

A .
= J . T . dh= J(sg 0o+ W T )T

d'ou

(1) MT =S M+ W_ .
g g g
Soit q 1'endomorphisme qui, dans la décomposition Im p + Ker p , est représen—

1 -HM
té par la matrice ). On a
0 0

loll 5 =up(1 , 1)) < oup(s 5 ca(amp 0% -
g

Cette derniére constante ne dépend que de l'espace E et de la représentation U ;

on la notera d . Comme

5 1 -«M\f1 ~-MNM 1 -M
q = ( = =q ’
0 0 0 0 0] 0

q est un projecteur. Enfin

sg wg L -
U o q =
€ o 7 J\o o
g
S =S I S W =T
g g g
0 0 0 0 ,
d'apres 1'identité (1), d'ou
T
1 -M Sg Jg
U °oq = ::q_oU .
g o o f\o
g

L'assertion (i) est démontrée.

(i1) Si U est une représentation continue de G dans E , et si x € E est
#0 , il existe un idéal bilatdre simple B de 1'algdbre de convolution E(G , K),

tel que U(b)x #0 pour un b € B au moins.

I1 suffit de remarquer que la somme directe (algébrique) des idéaux bilatéres

simples de Q_(G , K) est partout dense.
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(iii) Si F est un sous-espace fermé de E invariant par G , il existe un pro-
jecteur p # 0 invariant par G (i. e. Ug P = pUg pour tout g € G ), de norme
< d, dont 1'image est l'espace d'une représentation topologiquement irréductible

de G . Le sous-groupe normal H de G des h , tels que Uh p =7, est ouvert.

Soit x # 0 un élément de E . D'aprds (ii), il existe un idéal bilatdre simple
B de _Q(G ’ K) ’ fel que U(B)x # 0 . L'ensemble U(B)x est un sous—espace de di-
mension finie de E , donc un B-module de dimension finie somme directe d'un nom-

bre fini de B-modules simples. Mais B est un idéal bilatdre de 1'algdbre

,Q(G/H , K) d'un quotient fini de G y et tout B-module simple peut aussi s'inter-
préter comme un (G/H)-module irréductible. Si 1'on prend pour p un projecteur de
norme K d , invariant par G (cf. (i)), dont 1'image est un composant simple de

U(B)x y on obtient un projecteur qui satisfait aux conditions de (iii).
La proposition est une conséquence immédiate des assertions (i) et (iii).

Qe+ E. D.

Avec la démonstration de la proposition 4, s'achdve la démonstration du théoréme

(B).
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