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Séminaire DELANGE~PISOT-POITOU 1301

(Théorie des nombres)
lle année, 1969/70, n° 13, 6 p. 9 mars 1970

REPARTITION MODULO 1 DE LA SUITE X°

par Martine PATHIAUX

1., Introduction.

Soit S 1'ensemble des nombres de Pisot, c'est-d-dire, 1l'ensemble des entiers al-

gébriques > 1 dont tous les conjugués sont intérieurs au cercle unité.

Soit T 1'ensemble de Salem, des entiers algébriques > 1 dont tous les conju=
gués sont intérieurs ou sur le cercle unité, 1'un au moins étant sur le cercle uni-
té.

I1 existe des caractérisations (C. PISOT [1] et [2], SALEM [3]) des nombres de §
et de SuT &l'aide du reste modulo 1 des suites M = ot e ol

<-l u €7 .
n ~~

1
=338 <3

THEOREME 1 (C. PISOT [1]). = Soit o« > 1 3 une condition nécessaire et suffisante

pour que o appartienne & S est qu'il existe A € R, tel que

2
<o ,
En

F s

co

Le théoréme 1 peut &tre amélioré en remplagant la condition 2 ei < o par

N 5 n=0
Ne» n=0

’ N\
THEOREME 2 (C. PISOT [2]). = Soit o > 1 ; une condition nécessaire et suffisante
pour que <« appartienne & S U T est qu'il existe A €R, A >1, tel que

1
lenl'\< 2ec{a + 1)(1 + log M) ? vnzo .

La démonstration du théordme 1 utilise les déterminants de Kronecker Dg , et
celle du théordéme 2 le principe des tiroirs.

Dtautre part, la méthode utilisée dans le théoréme 1 permet de conclure dans le

cas ob g, = o(nl/z) .

L4 A
THEOREME 1'. ~ Soit o > 1 3 une condition suffisante pour que « appartienne &

-S est qu'il existe A € R, tel que

"
leal < (1 + 7% 20(a + 1)’

fnel .
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On se propose de redémontrer les théordmes 1, 2, 1' par une autre méthode, et de

donner une générslisation du théoréme 2.

’ \
TEOOREME 3. - Soient o >1 ef 0gq<=%

appartienne & S est qu'il existe A < KO » tel que

D) e y(a) = 1
e, | < il e #(q) 26e1™% o(q + 1)(1 + (1og A + 1)/(1 = q))

s une condition suffisante pour que «

1~q

YT a4

Le principe consiste & généraliser celui du théordme 2 en utilisant + équations

au lieu d'une seule.

Une valeur approchée de KO est 18,6 .

2. Lemmes.

LEMME 1. - Soient r + 1 formes linéaires indépendantes, & coefficients entiers

rationnels, et &8 s + 1 variables, avec r+ 1< 8,

413

V. = 2 a.v

0<ir 3
'3 - . ’ ~ 9
1 j=0 J J!l ~

s+1

il existe une solution (ao y seo as) appartenant & 2Z y Vérifiant

I R LR LA

ou D est un majorant des déterminants d'ordre r + 1 .

Démonstration. = Supposons par exemple que le déterminant d'ordre » + 1 de va~

leur absolue maximum soit

VO,O oo vO,r Vj,O
D(Vy y wee s V) = , 0w V= : et D= ID(VO s eee s vr)| ,
vO,I‘ voe Vr’r v
JsT

et résolvons le systéme d'indgalités
(1) {lyil <1, 1ie{0, vee , 2} .
Complétons le systéme (I) par s -~ r inéquations.

Iyil<1’ ief{0, ... , 7} ,
(1)

]a.| A4, r+1Ljgs

j <
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S=I

Le théoréme de Minkowski permet d'affirmer que si D > A , le systime (II) admet

une solution (ao g seo 4 as) appartenant 3 _Z_S+l . Posons A = Dl 8= ; alors
'ajl le/(S-r) pour je€ {r+1, ... , s} . Mais
8.0 VO,O + LY + ar Vr,o = - (ar+1 vI‘-f-l,O + e + as VS’O) 9
8 Vp,0 * ttt t By Vp =" (am-l Vel Tttt By vs,r) y
soit
s D(VO yoeee s Vi1 v‘_j s Vg s voe s vr)
!ail =] X a, 5 |y
jer+l 9
ou encore
lail < (s - r)Dl/(S_r) , pour i€ {0, ... , ¥} ,
d'ou

; la, | < (z + 2)(s - r)Dl/(S"I') i
i=0

LEMME 2. - Soit le systdme (I) :

(I) {yi:'—ao U.i+...+as us+i=0, 16{0, cee o t} ’

i
avec t<s~-1 et u, =k -, .
——— —— l

Si le systéme est de rang r+ 1 ou r<t, il existe une solution de (1) appar-

S
s+1 y Telle que

tenant a 2

; lail < (r+2)(s -2)(s+ 1) QZS()\ + 1)2 (1+ c!)21:' i, I‘]1/2(8-1:-) ,
i=0 ,

i=r
A = su .
S, T uP igl pM(l):Syr ?

p,(i) désignant une suite de r entiers distincts compris entre 1 _e_’g_ t, _e_‘!_:_

r
= sup 2. 2. ,
v i=1 w(l)

pj,s,r

\)(i) désignant une suite de r + 1 entiers distincts compris entre j -~ 1 et

3 +s .

Démonstration. ~ Le systdme est de rang r + 1 , il est alors équivalent a
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yo-_—_O,
V(1) = 0, avec 1g<p(1) <u(2) <.oo <plx) gt ,

(11)

Tu(z) =0 -

Les déteminants dlordre r + 1 extraits du systdme (II) sont alors identiques &

ceux dfordre r + 1 extraits du systéme (III),

(111) 5
2, = Z a. n. ’
1500 4 94
avec
3,1 = %u(a)+s = Mu(i)+s-1
ou encore

5,1 = @ (a)+5-1 7 i)+
En appliquant la majoration de Hadamard relative aux déterminants, on obtient

2 2s 2 or
DI g (x+ 1) (A + 1)° (1 + a) by p

N

et le résultat du lemme s'obtient 3 1'aide du lemme 1.
En utilisant les notations du lemme 2, on a la condition suivante.

LEMME 3. - Pour que la relation 8y Uy *oeee ta U = 0 soit vraie quel que

soit ne N, il suffit que, V n >t ,

(4) (1+ af)ZS Q/ZS()\. + 1)2 (r + 2)2(3—1') (s = r)Z(S-I‘) (r + 1) O_i(s—r) As,r <1 ,

en posant

o, = sup le. | .
ndiga+s+l

Démonstration, = I1 suffit que

iao(en - aen_l) Foees + as(en+s - Q€n+s~l)| <1, pour n >t + 1 ,
soit
s
> lail(l + a)on <1, pour n >t |,
i=0

et en appliquant le lemme 2, on obtient la condition (A4).
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3. Remarques.

(a) Si r=t=8-~-1 en utilisant l’lnégallté entre moyennes arlthméthue et
’
géomé tri que, on a

2 2
> si(i + l) .
i=0

Se] 2s-l

As,r'< SZ(s-l)

Bl

< 55 , avec eé décroissant avec n , alors

r . r
< St .
As,r N S2r 2

En particulier, si ¢! = S et 0<qgg E-, on a
Ton+ )4 SN2

st g 2¢°(m+ )T

et la condition (A) devient :

(A1) *28(1 + 0028 QZS(X + 1)2 (r + 2)2(S_r) (s - r)Z(S-r) (r + 1)r<1"2q)+1 2(3—2q)r
(t + 1)22ts=7)

<l
ou encore

(am) (1 + @)28 &S wzs(k + 1)2 (r + 2)2(s-r) (s - r)z(s—r) 2(3—2q)r (r + 1) T <

1
(t + 1)298

o]
(¢) 88 5 u_ z" n'est pas une fraction rationnelle, quel que soit r il
o B p d o0’
Ne=! ’

existe r > T,

est s = 1 . Donc quel que soit 5o » il existe s 2;30 tel que s -r=1,

tel que Dg #0 . Soit s=r+ 1 s alors le rang du systéme (I)

4. Applications.

1° 3i 1im Sn = 0 , en utilisant les remarques 3 (a) et 3 (c), on retrouve le

théoréme 1!,

2° Si = %-, en utilisant les remarques 3 (b) et 3 (a) et le lemme 3, on ob=

tient la condition :
s, tel que s =T =1 et w(l + a) a(h + 1)1/3 (s + l)l/s 2 <13
et la remarque 3 (c) permet de retrouver le théoréme 1'.

3° 81 g =0t Dans la condition (A"Y, t n'intervient pas. On choisit donc
de fagon que r prenne le moins de valeur possible, soit t =0, r=0, et on

obtient la condition suivante,
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{1 + o) o) + l)l/s 2s <1 ,
et on retrouve ainsi le théordéme 2.

4° 0 <q <-% : Dans la condition (A"), les termes dépendents de r ’

f(s , r) = 2(3-2q)r (s = r)z(s-r) sTolr + 1).(z + 2)2(s-r)

est une fonction décroissante de »r , si 8 <7 . En prenent t =s - 1, on obtient

alors
¢(1 + o) olh + 1)1/S Zsl-q <1 .

log A+ 1

T, J+ 1, et on

On détermine s de fagon que { soit maximum, soit s = [

obtient

1
VS I -
217 ole + 1)(1 + (log A+ 1)/(1 - q))l q
La condition sur s <7 entrafne la restriction X ho avec XO ~ 18,6 . D'ou

le théoréme 3.
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