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RÉPARTITION MODULO 1 DE LA SUITE 03BB03B1n

par Martine PATHIAUX

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU

(Théorie des nombres)
Ile année, 1969/70, n° 13, 6 p. 9 mars 1970

1. Introduction.

Soit S l’ensemble des nombres de Pisot, c’est-à-dire, l’ensemble des entiers al-

gébriques > 1 dont tous les conjugués sont intérieurs au cercle unité.

Soit T l’ensemble de Salem, des entiers algébriques > 1 dont tous les conjur

gués sont intérieurs ou sur le cercle unité, l’un au moins étant sur le cercle uni-

té.

Il existe des caractérisations (C. PISOT ~1~ et ~2~~ SALEM [3]) des nombres de S

et de S u T à l’aide du reste modulo 1 des suites han 

- 1 2  ~n  1 2 , u EZ.
THEOREME 1 (C. PISOT [1]). - Soit of > 1 ; une condition nécessaire et suffisante

pour que c~ appartienne à S est qu’il h E ~ , tel ue

Le théorème 1 peut être amélioré en remplaçant la condition Z e 2  "’ par
N 

lim I ïie’=0 .
~ 

’

THÉORÈME 2 (C. PISOT [2]) . - Soit CY>1 ; une condition nécessaire et suffisante

pour que cf appartienne à S u T est qu’il existe B>1~ tel que

La démonstration du théorème 1 utilise les déterminants de Kronecker D§ , et

celle du théorème 2 le principe des tiroirs.

D’autre part, la méthode utilisée dans le théorène 1 permet de conclure dans le

e~ = 

, ,

THEOREME 1 ’ . - Soi t cY > 1 ; condition suffisante pour que cy appartienne à
. S est qu’il existe X é R , tel ue



On se propose de redémontrer les théorèmes 1, 2, lt par une autre méthode, et de

donner une généralisation du théorème 2.

3. - Soi ent a > 1 et o   1 wne condition suffi s ante our ueTHEOREME 3. - une condition suffisante pour que 03B1
appartienne à S est qu’il existe 03BB  03BB0 , tel que

Le principe consiste à généraliser celui du théorème 2 en utilisant t équations
au lieu d’une seule.

Une valeur approchée de ~.~ est 18,6.

2. Lemmes.

LEMME 1. - soient r + 1 formes linéaires indépendantes, à coefficients entiers

rationnels~ et à s + 1 variables, avec r + 1 ~ s ,

il existe une solution (a0 , ... appartenant à Zs+1 , vérifiant

où D est un majorant des déterminants d ’ordre r + 1 .

Démonstration. - Supposons par exemple que le déterminant d’ordre r + 1 de va-

leur absolue maximum soit

et résolvons le système d’inégalités

Complétons le système (I) par s - r inéquations.



Le théorème de Minkowski permet d’affirmer que si D le système (il) admet
une solution (a,, y ... 0 y a ) appartenant . à J~ . Posons A == D /~’’~~ ; alors

|aj|  D1/(s-r) pour j 
. 

e (r+ 1 , ... , s) . Mais

ou encore

2. ~ Soit le système 

avec t  s - 1 et u. ~i .
Si le système est de rang r + 1 où r  t , il existe une solution de (I) appar-

tenant à ~ y telle que

~,ti~ désignant une suite de r entiers distincts compris entre 1 et t i et

désignant une suite de r + 1 entiers distincts compris entre j - 1 et

j + s .

Démonstration. - Le système est de rang r + 1 , il est alors équivalent à



Les déterminants d’ordre r + 1 extraits du système sont alors identiques à

ceux d’ordre r + 1 extraits du système ( III ) ,

ou encore

En appliquant la majoration de Hadamard relative aux déterminants, on obtient

et le résultat du lemme s’obtient à l’aide du lemme 1.

En utilisant les notations du lemme 2, on a la condition suivante.

LEMME 3. - Pour que l a rel ation a0 un +... + as 0 soit vraie quel que

soit n E N ! il suffit que, ~ t ,

en posant

Démonstration. - Il suffit que

et en appliquant le lemme 2, on obtient la condition (A).



3. Remarques.

(a) Si r = t = s - 1 , en utilisant 1 ’inégalité entre moyennes arithmétique et
géométrique, on a

(b) Si 1  ~’n , avec e’ décroissant avec n, alors

En particulier, si e’=20142014~20142014 et O~q~~, on a~ 
(n+ 1)~ 

et la condition (A) devient :

00

(c) Si n’est pas une fraction rationnelle, quel que soit ra’ iln=0 ° 0

existe r tel que D~ 0 . Soit s = r + 1 , alors le rang du système (l)
est s- 1 . Donc quel que soit il existe tel que s -r= 1

4. Applications.
1° Si lim S = 0 , en utilisant les remarques 3 (a) et 3 (c) on retrouve le

théorème l’.

2° Si q = ~. y en utilisant les remarques 3 (b) et 3 (a) et le lemme 3~ on ob-
tient la condition :

B s , tel que s - r = 1 et ~(l+~)c~X+ (s+ 2  1 ;
et la remarque 3 (c) permet de retrouver le théorème 1~

3" Si q = 0 : Dans la condition (A")~ t n’intervient pas. On choisit donc t
de façon que r prenne le moins de valeur possible, soit t = 0 ~ r = 0 , et on

obtient la condition suivante,
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et on retrouve ainsi le théorème 2.

4° 0  q ’7:- : Dans la condition les termes dépendants de r f

est une fonction décroissante de r 9 si s  7 . En prenant t = s - 1 , on obtient

alors

On détermine s de façon soit maximum, soit s = ~ ~’og ~, ~‘ + ~’ > + 1 > et on
1 - q

obtient .

La condition sur s  7 entraîne la restriction ~ ~ ~~ avec B.. 2~ 18,6 . D’où
le théorème 3.
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