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Séminaire DELANGE=-PISOT-POITOU 12-01
(Théorie des nombres)
1le année, 1969/70, n® 12, 4 D 2 mars 1970

COHOMOLOGIE DES COURBES ELLIPTIQUES

par Marc BACHMAKOV

Le but de cet exposé est d'établir une dualité dans la cohomologie des courbes
elliptiques sur un corps de nombres algébriques qui généralise un fait démontré par
CASSELS [ 3].

1. Notations et rappels de résultats.

Soient k un corps de nombres algébriques, E une courbe elliptique définie sur
k . Si B est aussi définie sur un corps K , pour toute extension normale L de
corps K , les groupes de cohomologie de ¢al(L/K) = G , dans le groupe des points
de E sur L , seront notés Hi(G , B) . On désigne par k une cldture algébrique
de k, et G son groupe de Galois sur k . De méme, pour toute place = de k ,
on désigne par k_ une m~complétion de %k , E; sa cl8ture algébrique, et G 1le

groupe de Galois de E; sur 1«:,T .

i

On définit le groupe de Safarevidé-Tate comme le noyau de 1 'homomorphisme

i: EY(G¢,E) -» Iu'(e ,E) .
kil

Ce noyau sera désigné par I1, et le conoyau de i par B . CASSELS [3] a démon-
tré, en faisant 1'hypothdse que Il est fini, que Char B~ A , ob A =B(k), x

est 1'adhérence de A dans [] A,T s avec Aﬂ = E(kﬂ) . I1 est connu, d'apres SERRE
i
TP
[4], que A =~ lim A/nh . Les résultats analogues peuvent 8tre obtenus pour les p-

composantes des groupes introduits, en utilisant seulement 1'hypothése que la p-

composante de T soit finie.

Considérons un ensemble S des places du corps k . Désignons par ks - 1'exten~—

sion maximale de k , non ramifiée en dehors de S , et par G, son groupe de

S
Galois sur k .

P b i te HX tes d a
our un nombre premier p , on note i ,... les Pp-composantes des groupes de Co=
homologie correspondants. Introduisons 1'ensemble ¥ des places du corps k con-
tenant tous les diviseurs premiers de p , toutes les places oi E a une mauvaise

réduction, et les places archimédiennes.
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PROPOSITION 1. = Pour tout ensemble S 2 ¥ , le noyau de

E) - 2 Hl(GTT , B)
mes

ig

1
: HP(GS ,

est la p-composante de M (cf., par exemple, [1]).

Le conoyau de iS sera noté BS . Notre but est de calculer BS sans 1'hypothé-
se de finitude de 1M .

2. Calculs.

PROPOSITION 2, -~ Il existe un ensemble fini ¥' tel que, pour tout S o> %!, le

noyau de 1'homomorphisme

)

1 1
H(GS,El) - H(C—TT,E

nes 1

soit nul, oi E, désigne le noyau de la multiplication par p dans BE(k) (ef.

[3D).

Dans tout ce qui suit, S désigne un ensemble fini des places de k contenant

1

T et %' . Onnote B, W, (G , E)N R (BS)N , etc., les noyaux de la multi-

plication par pN dans les groupes correspondants. Introduisons les groupes de
Selmer SN ’

O—->A/(pNA)—->6N -> M => 0 .

PROPOSITION 3. - Le conoyau de 1'homomorphisme

: BN B), -> X E'(G_,E)

es 1

Is,1

est isomorphe au groupe Char sl .

Démonstration. — On utilise les résultats de TATE [5] sur la cohomologie du grou-

pe GS . La proposition entrafne que Ker Jg , ne dépend pas de S (qui a été
H

choisi comme il a été dit plus haut). Ce noyau sera noté gt .

PROPOSITION 4. ~ On a la suite exacte

0 —3 I/pll —s BF Y5 (BS)1 —>0 .

L'application o est définie par le diagramme suivant :
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(6, 5 B) m=mm—> By =mm——> 0

gl(G, , B), —————> 3 HY(G , B)., ———> R} ———s 0
S 1 T 1
¢ "o
0 0 .

La proposition entrafne que (BS)1 ne dépend pas de S .

3. Le groupe Ag o

Congidérons le diagramme :

0 s B/(5" 8) s> EM(cy , )

Sy By
A4 v v
N
N Aﬂ/(pNA) s T EYC , B) .
T ™ N
es mes

N PP -1 . N
Le groupe AS est défini comme Yy (In BN) . On note AS le groupe lim AS .

C'est un sous~groupe de

. N
Mar=T 1ma/(p 4) .
mes mes

PROPOSITION 5. = On a la suite exacte

4 1 ~,
0 —> AS/(ASnpﬂES A%) —_— G = ml/(_m1 AT =-> 0 ,

ou T contient les éléments de M infiniment p-divisibles dans 11 .

PROPOSITION 6. — Char(BS)l gAS/<AS np Tl AT'T) .
es
Cela résulte du fait que
I/plW ~ Char IIIl/(IH1 n )
(ef. [2]).
THEOREME. - Char By o A

] S

La construction de 1l'accouplement correspondant peut 8tre trouvée dans [l].
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COROLLAIRE, = dim [l = dim, A

2 . a 2
E? g - T+ dinH (GS » BE) , o dim T et dimH (GS, E)

sont les dimensions des composantes p=divisibles, et r est le rang de E sur k.

Ce fait était déja indiqué dans [1). I1 entratne un critére de finitude de la p=-

composante de Il .
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