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Séminaire DELARNGE-PISOT-PCITOU 8-01
(Théorie des nombres)
1le annde, 1969/70, n° 8, 10 p. 19 janvier 1970

UNE APPLICATION DE LA THﬁORIE ERGODIQUE
A LA THEORIE MéTRIQUE DES FRACTIONS CONTINUES

par Pierre WASSEF

le Préliminaires et définitions.
L e N e O e a e ey Y P N P
Etant donné un espace de probabilité (2, §, u) , o Q est un ensemble, 5

une o-algébre de parties de Q , et p une probabilité sur $ , on dira qu'une

application mesurable T de () dans lui-méme est ergodique, si :
(1) T préserve la mesure
w(T7H) = u(a) FAe S ;
(ii) Les ensembles invariants par T sont de mesure 0 ou 1,
(v2es), (War"@®) =0 => W) =0 o 1) ,
A désignant 1'opération "différence symétrique" de deux ensembles.

THﬁORﬁME ergodigue de Birkhoff. = Si f est une fonction de Ll(Q y S M) y et

si T est ergodique pour (0, §, u) , alors

) n-1
(1.1) 1im% > f(Tk w) =JQfma p. s. [u] ,
n-o T k=0

la notation p. s. [p] signifiant que 1'égalité (1.1) est vraie, sauf éventuelle-

ment pour les éléments w d'un ensemble A e § tel que u(A) =0 .

On pourra trouver la démonstration de ce théordme dans NEVEU [6], BILLINGSLEY [1].

2. Application a la théorie métrique des fractions continues.
WN\MWWMWI‘MMWMNW\M

(A) Rappelons que tout nombre réel w peut 8tre considéré comme étant la va~

leur d'une, et d'une seule, fraction continue

W= [a,O ;s a ces , &

n

L y eeel= 8, + 1/(a1 + 1/(a2 + 1/(a3 +1/...)))

ou les a, sont des entiers vérifiant a; >0,81 i>0. 8. w est rationnel,
la fraction continue 1lui correspondant n'a qu'un nombre fini d'éléments, et réci~
proquement ; dans ce cas, nous conviendrons, en vue de 1'unicité, de ne considérer
que les fractions continues finies dont le dernier élément est différent de 1 s CE

qui est toujours possible.
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Nous ne considérerons dans cet exposé que le cas ol 8 = 0 , clest=a=~dire ou
we (0, 1), exception faite du point 1 . Nous étudierons les propriétés d'ergo-

dicité de l'application T définie par

1 .
'{Eﬁ y si 0<wg1l ,

Tw =
0, si w=0 |,

ot {o} =a=-[a], si [o] désigne la partie entidre du nombre réel positif o .
I1 est clair que si w = [0 j By s By g ene 5 By eee]y

Tw = [0 3 By 9 By eee 5y B, cesl] .

On posera, d'autre part,

[?»l‘]’ si 0<wgl ,
a (w) =
+o, 8 @w=0 |,

a (w) = al(Tn-l w)

i
it

py@) =1, polw) =0, p(w)=a(e)r, (w+p (o), n31,

(2.1)

il
il
]

0 (@) =0, gylw) =1, q o) =2a/()q_(&)+q (e, nz1,

avec la convention que pn(w) et qn(w) ne sont définis que pour an(w) fini.

Nous rappelons les résultats suivants qui se démontrent par récurrence (cf.
KHINSIN [3])

(2.2) 0=[0; a/(0), ayw), ..., alw)+ o], n>1 ,
(2.3) ap (@) o (0) = p (0) g _.(0) = (- 1)", n>0 ,
p_(w) + tp__.(w)
(2.4) [05 8,(w) 5 oo s & (w) + 4] = qz(;") s @21, 0gtg)
(w
(2'5) [O ) al(w) y e an(w)] =§nn_(:)‘)y ) (n >/O) ’

po(w) + (1" @) p ()
D)+ (P w) g ()

(2.6) W
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(2.7) - < | SNy L (> 1)
’ q, (@l (0] + q _;To] I ® qn(w)' Nq (w)oq )’ z !
(2.8) o) %222 g ) 522 )
(2.9 1o ® <=, (n>2) .
! e e S i

Bnfin, si a, , &, , +e. , & sont des entiers positifs, on notera A
1 2 n 81985998,

1'ensemble des we (C, 1) tels que ai(w) =8 , 1gign. Il est clair que

. , st llimage de l'intervalle (0, 1( par la fonction b, ..o » définie
1275 19"
par
p, + ¥p
-1
(2.10) ¥ (t) =[0, a, 4, oo , 8 +t]= . ’
8l 1 n q, + tqn-i

ou les p; et les 4 sont construits & partir des a; par les formules (2.1) ;
or dlapres (2.3), cette fonction est croissante pour n pair, et décroissante pour

n impair ; par conséquent ¢

Pp Pp + Pp-1
-, ~——:7——-—{ , si n est pair ,
9 9p T peg

al PIaT) an

P +D . D
]-E;———E;é-, 27, si n est impair .

Gy * ey 9y

Donc, si A désigne la mesure de Lebesgue sur ltintervalle (0 ’ 1) s 11 découle
de (2.8) que

K(Aa oy & ) = - < é 1 °

’* -

1 n qn(qn + qn-l) 2

Les intervalles de la forme Aa a sont appelés intervalles fondamentaux de
12"

rang n ; la derniére inégalité montre que la classe de tous les intervalles fonda=-

mentaux, lorsque n varie, engendre la tribu des boréliens de 1'intervalle (0 s 1) .

(Bn ce qui concerne la théorie des fractions continues, voir KHINCIN [3].)

(B) La théorie métrique des fractions continues a pour objet, étant donnée une

P,
propriété (P) portant sur les quotients partiels a, ou sur les convergents —E-,
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de déterminer la mesure de l'ensemble des nombres réels dont les quotients partiels
ou les convergents vérifient la propriété (P). En particulier, on pourra étudier

™M timportance" de telle ou telle loi d'approximation d'un nombre réel par ses con-
vergents, suivant la mesure de 1l'ensemble des nombres qui la vérifient. Le théoreme
ergodique, appliqué & la transformation T définie au début de cet exposé, va nous
donner des renseignements sur les propriétés vérifiées ou non presque-partout,

clest=d=dire sur un ensemble de mesure 1 .

Notons que les résultats que nous obtiendrons sont connus depuis 1935~1937 par
les travaux de KHINCIN et de Paul LéVY, mais que les démonstrations ergodiques (cf.
BILLINGSLEY [ 1] 3 ROKHLIN [7]) sont sensiblement plus simples que les démonstrations

d'origine.

Brgodicité de la transformation T . - I1 est clair que T ne préserve pas la

mesure de Lebesgue A . Cependant, il est une mesure de mé&me type spectral que A
et pour laquelle T est ergodique, c'est la mesure de Gauss, P , définie sur la
tribu borélienmne 8 de (0, 1) par

1 Jr dx

log 2 Al +x? Leb .

P(a) =

Remarquons que la classe des ensembles de P-mesure nulle coincide avec celle des

ensembles de A-mesure nulle.

THEOREME 1. = T est ergodique pour la mesure P .

Preuve.

1° T préserve P : Il suffit de vérifier que T préserve la mesure des inter-

valles de la forme (0, o) , @ <1 3; or

T—l(EO,af])=+§ i, b

les intervalles [k i = kj étant disjoints, il suffit de vérifier que

ja

0T+x "~

Jl/k
1/ (k+) 1 Fx !

or

J“l/k

1 1
1/ (k+o) 1 Fx log(l + Eﬁ - 1og(1 T u)

Jb/k dx

of/(k+1) T+ x ?

i

- o
logkl + k> log(l + o 1)
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dtolh le résultat.

2° Brgodicité de T : Fixons n entiers positifs a, , 8y s see y B3 notons
ES

— — | 1
wn = &al’m’an et An = Aa1,m,an . La longueur de l'intervalle An est

+ (¢ (1) - ¢ (0)) , selon la parité de n ; d'autre part, d'aprés (2.6), on peut
Wn ¥n ’

écrire W = ¢n(Tn w) si we An ; donc si 0gx<yg 1, llintervalle
ol xgT w<ylna
aura pour longueur =+ (wn(y) - ¢n(x)) , selon la parité de n , par conséquent

MT (&, y0) n An)

x(An)

4, (v) = v (=)

1 (1) = 4,(0)

= M=, ¥0/8,) =

ce qui s'erit, dlaprds (2.3) et (2.10),

(q + )
MER(Gx 5 30/8) = (5 = %) ——Bmnol ;

(g + xq,_)(a, + va,_,)

or on a toujours
Wt o)
(g + o) (o + 73,)

on obtient donc, en posant A = x, y(,

1
7% J

(2.11) 28) e MTTH)/0) < 2M8)

et il est clair que (2.11) reste vraie si 1'on remplace A par une réunion dis-
jointe finie d'intervalles (x , y(, et par conséquent lorsque A est un boré-

lien quelconque de 1'intervalle (0, 1) .

D'autre part, la densité de la mesure de Gauss par rapport & A\ varie entre

5 12g 5 et igé—§ , donc, pour tout bordlien ¥ < (0, 1), on a
A1) A(1)
M) 1) < X,
57052 S P S 1552

On peut donc trouver deux constantes positives absolues o et B8 , telles que
(2.12) oP(a) < P(T(8)/b) < 8R(8)

quel que soit le borélien A de 1l'intervalle (0, 1), et quel que soit 1'inter—

valle fondamental An .
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Supposons maintenant que A est T-invariant, clest-3=dire que P(a A T Ha)) = 0 ;

on peut écrire, en vertu de (2.12),

P(AnaA)
oP(8) < P(4/n) = -——~—-——n—- .
P(An)

si P(A) >0, cela peut s'écrire
P(An n 4)
(2.13) oP(s)) § ————=P(a/2) .
P(4)

Cette inégalité reste vraie lorsqu'on remplace A, par une réunion dénombrable
disjointe d'intervalles fondamentaux, comme ces réunions forment une algdbre qui
engendre la o-algébre des boréliens de 1'intervalle (0 , 1), 1l'inégalité reste

vraie lorsque l'on remplace A par un borélien E < (0, 1), soit
oP(E) < P(E/2) , EeB 3

en particulier, lorsque E = A° , on obtient P(Ac) =0 , ce qui achéve la démons-

tration.

On déduit du théoréme ergodique le résultat suivant.

THEOREME 2. - Quelle que soit f € (o , 1), 8, P),ona

1

P
1 i dx
5 JO f(x) —— D s. [P ou A] .

Z £(T° )
D10

n—v+oo =

Applications.

1° 8i f est la fonction caractéristique de 1'ensemble des we (0, 1), tels
que al(w) =k , ol k est un entier positif donné, on obtient que la fréquence
asymptotique de k pammi les quotients partiels al(w) ’ a2(w) sy s+ est presque
slrement égale 3

fl/k 1 (x + 1)2

log >0
log 2 1/ (k+1) 1 ¥ x  log 2 K(x + 2)

-

en particulier si Qq = {o | an(w)<§ g, n>1} , alors P(Qq) =0 . On en déduit
que 1l'ensemble des w , dont les quotients partiels sont bornés, est de mesure nulle
(P ou 1) .

2¢ 8i f{w) = log al(w) , on obtient que

1im QJél(w) .o an(w) ﬂ (1 + L )(log x)/(log 2) pe 8. [P ou A] .
N~ k + 2k
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3° BEn ce qui concerne les problémes des applications diophantiennes, le résultat
le plus important est le suivant.

LEMME FONDAMENTAL.

2
.1 T
llm-ﬂlog qn(w) =m Pe Se [P ou )\] .
-0

Preuve. = I1 est clair, d'aprds les fommules (2.1), que p. . (w) = qj(Tw) ; par

341
conséquent,
-1
( ) 1 TI}[ }:‘)1’}.4-1---1{(‘1k UJ)
a = Tk-l ’
ap(w) k=l ( w)
n
et d'aprés (2.5), ceci est égal & [ [0 ; ak(w) g oes s ah(w)] . D'autre part, on
k=1
peut écrire (2.9) sous la forme
-1 1
(v)  |1og 1y - log[0 ; ak(w) y eee s gn(w)]l.s ;E:E:T . 1gkgn .
En convenant de noter 6 , 91 ’ 62 y «ss des nombres réels tels que ]eil‘s 1,
(a) et (b) peuvent s'écrire
n n 9
log L 2 log Tk~1 W+ —E:%:— ’
g (@) k=1 k=1 2
d'olu
1 g oot 8
-r-l-]_ogq'n(w):: -ﬁ-z lOngUJ+—— H
k=0
or, d'aprés le théordme 2,
1 n-l Tk J log x dx
lim - = 2 log T w= log 5do 1o g P oS- [p3 ,
N k=0

en intégrant par parties lt'intégrale de droite, on obtient

1 ® 1
J log x dx J ax _ k J
T+ x 0 log(x + 1) x kzo - 1) 0 k 1 ¢

Qs E. Do
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On déduit du lemme et de (2.7) que

(w)
1im ;ll-loglw-pnw
N+ a, )

I
l=__6.—l—0_é‘—§ Pe Se [P] .

THéORﬁME FONDAMENTAL de la théorie métrique des fractions continues. = Soit f(q)

une fonction positive définie sur les entiers positifs.

(a) Si 1a suite qf(q) est non croissante, et si la série 2 f(q) diverge,
a

alors, pour presque tout w[A] , 1'inégalité

‘w_EI <f_(_(l}.
q q

a une infinité de solutions en p et q .

(v) Si 1a série 3 £(gq) converge, alors, pour presque tout w[A] , cette inéga-

q
1ité a au plus un nombre fini de solutions en p et q .

Démonstration. — Cette démonstration, que 1'on trouvera dans [1] et [3], est ba-

sée essentiellement sur le lemme fondamental ci-dessus et sur le lemme suivant.

LEMME 2. =~ Soit {an}n une suite d'entiers positifs ; 1'ensemble des nombres

réels we (0, 1) tels que 1'inégalité an(w) >a ait lieu pour une infinité

©
. . z L) 1
d'entiers n , est de mesure O ou 1 , sulvant que la série 2 = converge ou

n=0 “n

diverge.

Preuve. - Soit En = {w | an(w) > an} y T laissant la mesure P invariante,
on a P(En) = Pl{o | al(w) > an} ; or, dire que al(w) > équivaut a dire que

1 .
we (0, ar—fg-i( ; par conséquent, Pfw | al(w) > an} ost de 1'ordre de Z}— , et
n n

il résulte du lemme de Borel-Cantelli que, si 2 é—- converge, l'indgalité

n n
an(w) >a n'est réalisée qu'un nombre fini de fois au plus, sauf sur un ensemble

de mesure nulle.

D'autre part, 1'inégalité

oP(4) < P(T™™ /) Aes ,

stécrit

n+1 + 1)
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ou An désigne un intervalle fondamental de rang n , et «' wune constante abso~

lue. Or il est clair que En+ est indépendant de An s et que les ensembles Em

1
forment une suite indépendante ; par conséquent, P(En+l /An) = P(En+l) y 6t on en

déduit

k
1
P(EENE . n e nE) <1 (l - ) H
m m+1 n+k 1=0 a'(am+i + 1)

I . z . ’ . 1 .
or ce produit diverge vers zéro si la série > = diverge, auquel cas on a
n n

P(E® n E°
m m+

ce qui exprime que l'inégalité ah(w) > o n'est réalisée qu'au plus un nombre fi-
ni de fois, sauf sur un ensemble de mesure nulle.
Q,' E. D'

Preuve du théortme fondamental. — Pour prouver (a), fixons un entier N tel que

2
L

12 log 2

log N > . D'aprés le lemme fondasmental, 1l'inégalité

1 2
E-log qn(w) > log N

a lieu au plus pour un nombre fini de valeurs de n , sauf sur un ensemble de mesu-—

re nulle.

si 3(n) = 8 £(0%) , 1le fait que la suite {qf(q)} soit non croissante implique
que
q=i g
2 £(q) < 2 log N.3(n) ,
q=1\Tn

de sorte que la série 2 &(n) diverge si la série 2 f£(q) diverge et, dans ce

n q
cas, il résulte du lemme 2 que 1l'inégalité

(@)

an+1(w) > -
3(n

a lieu pour une infinité de valeurs de n , sauf sur un ensemble de mesure nulle 3
mais si cette inégalité a lieu, on peut écrire

pn(w) < 1 < 1 < @(n)

@ = < 2 S 2
g (w) a0 q (@ a (0] q/(w q, (w)
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Or on a vu que, pour n suffisamment grand,

(g)

1
= log q (w) <log W ,

soit qn(w) < N° , donc que

3(n) = 1 £(17) € q (w) 2(q (w))

de sorte que

p () £(q ()
- <
() o ()

lw ’

et comme il est clair que les inégalités (o) et (B) ont lieu simultanément pour une

infinité de valeurs de n , (a) est démontré.

La deuxidme partie du théortme est une conséquence du lemme de Borel-Cantelli.

[1]
[2]
[3]
[4]

(5]
[6]
[7]

Q. E. D.
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