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CARACTERISATION DES ENSEMBLES NORMAUX DANS Z

par Frangois DRESS et Michel MENDES FRANCE

l. Introduction.

On rappelle que si A = (Xn) est une suite infinie de nombres réels, on dit que
x € R est A-normal si la suite xA est équirépartie (mod 1) . On note B(A)
1'ensemble des nombres A-normaux, et l'on dit qu'un ensemble E < R est un ensem~
ble nommal s?il existe une suite A telle que E = B(A) . Une intersection dénom-

brable d'ensembles normaux s'appelle un ensemble normal au sens large.

I1 est clair qu'un ensemble E normal (resp. normal au sens 1arge) satisfait aux
conditions suivantes @

(1) 0£E;

3

(ii) Pour tout qe€ 2 =2 - {0} , ona gECE ;

(iii) E est mesurable avec, ou mes(E) =0, ou mes(CE) =0 .

Savoir si ces conditions sont suffisantes semble &tre un probléme difficile. Nous

3*

1'avons résolu dans le cas ou B est un sous-ensemble de Z (il en existe !)

grice 2 une idée de D. CANTOR (communication privée).

2. Résultat obtenu.

Soit m€ Z . On désigne par D(m) 1'ensemble des diviseurs de m (m # O) , et

on pose D(0) = @ . On démontre alors le théoréme suivant.

’, \ 3
THEOREME. — Soit B un sous—ensemble de Z . Les conditions suivantes sont équi~

valentes

(1) B est normal au sens large ;
(2) B  est normal ;
(3) Pour tout gq € Z# ;,ona gBCcB;

(4) I1 existe une suite infinie (mn) de nombres entiers, telle que

@ 3t
B= n (2 -Dm))
n=1

(cette intersection pouvant &tre éventuellement une intersection finie non vide si

presque tous les m sont égaux).
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Ce résultat conduit & deux corollaires :

*
COROLLAIRE 1, — Dans 2 , tout ensemble normal au sens large est un ensemble

normal.

Clest tout simplement 1'équivalence entre les conditions (1) et (2).

COROLLAIRE 2., =~ §1_ (Bi)iGI est une famille d'ensembles normaux dans 2Z , la

réunion U Bi est un ensemble normal.
i€l

Cela provient de 1'équivalence entre les conditions (2) et (3), 1a propridté

@B © B se conservant par réunion.

On démontrera le théoréme, suivant le schéma logique suivant :

(4) (2)

(3) .

Les implications (2) => (1) et (1) ==> (3) sont triviales.

3. Démonstration de 1'implication (3) => (4) .
3%
Soit B © 4 un ensemble vérifiamt la condition (3). Si m £ B, et si dlm,

alors d £ B . Ainsi

3%

3*
mesz - B entraine Dm) €2 -B .

T1 s'ensuit que l'on a
*
U Ddm) =% -3B ,
3
mes -B

et, par complémentarité,
3%
n (2 -dw) =3,

)
meZ =B

ce qui est la condition (4) cherchée.

4. Démonstration de 1'implication (4) ==> (2) .

BEtant donnée une suite (mn) d'entiers, il faut montrer que 1l'ensemble

3= ; (Zf.— D(mn))
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est un ensemble normal. L'idée de la démonstration est suggérée dans une lettre

b

adressée par D. CANTOR & 1'un des auteurs (mai 1968).

<)
. 7 e oos <
On se donne une suite (an) de nombres réels vérifiant o, >0 et 2 o <1l.
n=1
Puis on considére la fonction f continue, monotone croissante, définie par

sin(2mzx)

o]

n=1
Si (én) est une suite équirépartie sur (0 ;, 1 (0 < 8, < 1) , on définit alors
la suite A = (kn) par

-1

Comme £(0)

choix convenable de la suite (an) , B(A) = B . Pour cela, il faudra d'abord éta-

0O et f(1) =1, on a 0 Kn < 1 . On veut montrer que, pour un

blir un lemme général qui concerne les suites O = (en) telles que O.s en <1.

LEMME., - Soit € = (en) une suite telle que 0 < Gn <1. §1 B(@) contient un

nombre entier, alors B(®) ne contient que des nombres entiers.

Soit m wun entier de B(®) , qu'on peut toujours supposer positif. Btant donnés

y€R et ae (0, 1(, on posera

v(y , a) = lim sup %-card{k | 1 $kgn, yo_e (0, al (mod 1)} .

11—

On considdre maintenant x € R , et on étudie son appartenance & B(8) . On peut,

sans restriction, se limiter au cas x positif.

Si mx ¢ Z , 1'équirépartition (mod 1) de la suite m@k entratne
v, fax)) = EELEL o) > fax)

( {mx} désignant 1la différence mx - [mx] ). Ceci montre bien que x £ B(®) .

n
Si, au contraire, mx € Z , alors x = Eé' ( m, entier). Si on suppose que

x € B(B) , il s'ensuit que m, = mx € B(8) . Si on avait alors m, x £Z , on en

1 1
déduirait, comme précédemment, que y(ml X , {ml x}) > {ml x} et que x £ B(®) ,

ce qui est contradictoire. Donc m, X € Z , et il existe un entier m, tel que
m
2
X='n_1_-
1

En répétant ce processus, on en déduit que l'hypothése mx € 3 et x € B(B) en-
traine 1'existence d'une suite infinie m , My y eeo y My ooo d'entiers telle

que
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On en déduit que, pour tout k entier positif,

mk _ (ml m2 cee mk)l/k - (E-lc_)l/k
m,k—l In.m.l e mk_l m

i. e. que, pour tout k entier positif, le nombre mxk est entier. Ainsi x € B(@)

= es0p

m
< = 1

m ?
entrafne x entier, ce qui termine la démonstration du lemme.

Revenant maintenant 2 la suite A = (Xn) définie précédemment, on va montrer que

1'ensemble des entiers de B(A) est exactement

5= n (£ -0m)) ,

et alors le lemme précédent nous permettra de conclure en affirmant que B(A) =B .

S5i g est une fonction continue définie sur R , & valeurs dans C et de pério-
de 1, le critére d'équirépartition de Weyl montre que, pour tout x€ R, on a

linm L g z(xh ) = lim = (Xf—l(é ))
n ENEA ) = n € k

n-—o k=1 n-—o k=1

rl - rl
g(xt™"(w)) du = ¢ glxw) £1(v) av .

En particulier, étant donmné q € Z , on choisit g(x) = exp 2imgx . La moyenne

de Weyl s'écrit alors

n
1
M(qx) = 1im = 2 exp 2imgx
e | "

1 ©
jg exp 2imqxv[ 1l + 2 oy cos onjv] dv .
J=1

1f

L'uniforme convergence de la série » aj cos 2mjv permet d'intervertir les opéra-

r J

teurs < et 2 3

1 rl
M(qx) = IO exp 2imngxv dv + 2 aj "o ©XP 2imgxv.cos 2njv dv .
J

Ce qui nous intéresse est le calcul de M(qx) pour x entier (positif), ce

qu'on supposera désormais.
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La suite (mn) ayant été donnée, on choisira la suite (aj) vérifiant la condi-
tion supplémentaire {j | oy # 0} = {mn} (un tel choix est toujours possible).

On voit alors que si, pour tout entier q >0 et pour tout mo oy 0N a gx # mo

les moyennes M(qx) sont toutes nulles. Donc

B=n(z - D)) <Bs(n) .

Si au contraire, il existe un entier q et un indice m tels que gx = m ooy

alors

M(qx) = 2 %—a >0 ,
qx—mr=0 T n

et on a donc

Ud(m) <=z -3 ,
n

ce qui achdve de démontrer que B(A) = B .

5. Une remarque.

Soit 0y la fonction définie par

M8

1 1
Qx(z) =773 1 an(z Tz -m

et

fl

Une conséquence, pour le moins amusante, de la démonstration effectude au paragra~

phe précédent est le corollaire suivant.

COROLLAIRE, = Pour tout choix de la suite réelle (an) , vérifiant @, >0 et
® 3
nzl o, <1, et pour tout xe R~ 2, il existe qe€ 2 tel que @a(qx) #0 .

On constate en effet que, si x € R~ %, la moyenne de Weyl précédemment étudide

est

M(qx) = exP(zzz%X) = 1 o,(ax) .

Comme x n'est pas un nombre A~normal, il existe donc un entier g >0 tel que
M(qx) # 0 . Le corollaire est ainsi démontrd.

(Texte recu le 12 mai 1969)
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