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Séminaire DELANGE~PISOT-POLTOU 16=01
(Théorie des nombres)
10e année, 1968/69, n° 16 5 mai 1969

SOMMES DE PUISSANCES m-—idmes DANS LES ANNEAUX P-ADIQUES
ET LES ANNEAUX D'ENTIERS ALGEBRIQUES

par Jean-René JOLY

1. Introduction.
Pour tout anneaw commutatif et unitaire A et tout entier positif m , nous dé-
signerons par A; 1'ensemble des éléments de A de la forme

m m m
(1) )+ 8y + ees + B

( s positif quelconque, 8 5 8y 9 see 5 By e L), et par A.m 1'ensemble des é1lé-
ments de A de la forme

m m m
(2) + a, + By T eee £ a

2

(avec également s positif quelconque, et 8 s 85y ees y 8y € A ) ; il est clair
que Am est ie sous~anneau de A engendré par les puissances m—idmes des élé-
ments de A . Nous désignerons d'autre part par w(m ;3 A) 1le plus petit entier s
tel que tout élément de A; puisse se mettre sous la forme (1), et par v(m 3 A)
le plus petit entier s tel que tout élément de Am puisse se mettre sous la for—
me (2) (bien entendu, il n‘est pas exclu a priori que wim 3 A) ou v(m 3 A) soit
infini s voir par exemple dans [8], théoréme (7.30), la construction d'un corps L

tel que w(m ; L) soit infini pour tout exposent pair m ).

L'étude par des méthodes purement algébriques des constantes wim 3 A) et
v(m 3 4) , et la recherche de conditions permettant d'affirmer que A = Am , ont
été entreprises notamment par BIRCH, RAMANUJAM et nous-mémes (voir respectivement
[3], [9], [7]) dans le cas ol A est un anneau DP~adique, et par SIEGEL, BATEMAN,
STEMMLER, BHASKARAN et nous-mémes dans le cas ou A est un amneau d'entiers gl gé-

briques (voir respectivement [10], [1], [11], [2], [6]). Naturellement, 1'étude de
w(m ; A) lorsque A est un anneau d'entiers algébriques (ou un corps de nombres
algébriques) est étroitement apparentée au probléme de Waring, qui a fait depuis
une cinquantaine d'années 1l'objet de travaux fort nombreux j; mais ces travaux repo-
sent presque exclusivement sur 1'application de techniques analytiques et, faute de

compétence suffisante en ce domaine, nous nous abstiendrons de les envisager ici.
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En fait, le but de cet exposé est de résumer les résultats actuellement connus
(connus de 1'auteur, bien entendu) relatifs a w(m 3 4) ’ v(m 3 4) , et Am , dans
le cas ol A est un anneau P—adique (paragraphe 2) et dans lec cas od A est un
anneau d'entiers algébriques (paragraphe 3), puis de les compléter en donnant de
vinm ; A) wune majoration explicite et indépendante de A , toujours dans le cas ou
A est un anneau d'entiers algébriques (théordme (3.3), démontré au paragraphe 4)
ce dernier résultat est une conséquence presque immédiate d'un résultat de RAMANUJAM
(théortme (2.3)), dont la démonstration, donnée dans [9], est d'ailleurs longue et

délicate,

P
L e s N e e e Lara e Y Ve Yo Vo VW ] AP APTNINS

Pour des raisons de commodité, adoptons une notation 3 si p est un nombre pre-
mier, si gq = pf (f > 1) est un nombre p-primaire, et si m est un entier posi-
tif quelconque, nous désignerons par le symbole [q ; m] 1le plus petit nombre P~

primaire p® ayant les deux propriétés suivantes :

- L'exposant g divise l'exposant f 3
-~ Le quotient (pf - 1)/(pg - 1) divise 1l'entier m .
On a alors ce résultat élémentaire (pour une démonstration, voir par exemple [8],

théordme (2.3))

LEMME (2.1). -~ Soit k = Eq le corps fini & q = pf é1éments. Si m est un en—

tier positif, kﬁ est égal au sous-corps de k contenant exactement [q ; m ]

éléments

k = F Fy
m~ ~{qsm]

Ces préliminaires étant posés, désignons par A un anneau P-adique (clest-i-
dire un amneau de valuation discréte complet d'inégales caractéristiques & corps
résiduel fini), et soient k 1le corps résiduel de A, q = pf le nombre d'élé-

ments de k , et e 1'indice de ramification absolu de A .

THROREME (2.2) (voir [87], théordme (2.19)). - Les deux assertions suivantes sont

équivalentes :

i

(a) A
(p) x

Am 3

km s 6t de plus, si p divise m, A est absolument non ramifié.

It

Compte tenu du lemme (2.1), 1'égalité A = A Squivant donc & la condition "mu~

mérique" ci-dessous :
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(¢) [q;m]=q, et de plus, si p divise m , e=1.

Ajoutons deux choses s tout d'abord, dans un anneau P-adique, =~ 1 est toujours
somme de puissances m-idmes (voir par exemple [8], théortme (6.19)) : 1'égalité
A= A.m implique donc, en fait, que tout élément de A sest somme de puissances m=-
idmes 3 pcr ailieurs, méme lorsque 4 # A.m ’ Am est un anneau local, séparé, com—
plet, de dimension 1 (mais non intégralement clos), et A est un Am—module de

type fini (voir [87, prop. (3.14)).

THROREME (2.3) (voir [9], prop. 3). - On a la majoration suivante, indépendante

de 1'anneau ( P-adique) A 3

W(m 3 A).$ 8m5 .
Signalons que BIRCH a domné, par une méthode complétement différente, la majora—
- 2
tion (également indépendante de 4 ) wlm ; &) < mlbm s par ailleurs, nous avons

prouvé nous-mémes que si m est premier impair, on a la majoration plus précise

wim ; &) € 2n ~ 1 (voir respectivement [3], théorime 1, et [8], théoreme (7.34)).

3. Sommes de puissances m-idmes dans un anneau d'entiers algébrigues.
PV W W L it e a e e e o d

Soient maintenant A wun anneau d‘entiers algébriques, K le corps des fractions
de A, et d 1le discriminant de K ; pour tout idéal premier non nul p de A,
convenons de désigner par cp la caractéristique de A/p = A /pA , par e;O et
fp 1tindice de ramification absolu et le degré résiduel absolu de A& , et par

rd f
Np 1le nombre d'éléments de AMp = Ap/PAp s on a donc Np = CPP .

THAOREME (3.1) (voir [2], théoréme 1, d'une part ; et [6], théordme 5, ou (8],

théoreme (4.11), d'autre part). — Les deux assertions suivantes sont équivalentes ¢

(a) A =4 3
, m
(b) Pour tout idéal premier non mul p de A, on a Ap = (A/p)m , et de plus,

si CP divise m , ona e =1.

Notons que, compte tenu du lemme (2.1) et du lien entre discriminant et ramifica=

tion, 1'égalité A = Am dquivaut ici encore & une condition "numérique" :

(¢) Pour tout idéal premier non nul p de A, on a 1'égalité [Np ;m]=DNp,

et, de plus, m est étranger au discriminant d .

(La condition [Hp 3 m]=1p est d'ailleurs automatiquement vérifide d&s que
°n >m 3 il n'y a donc, en fait, qu'un nombre fini de vérifications numériques a

effectuer, pour voir si un couple (4 s m) satisfait & la condition (c).)
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Le théordme (3.1) a été démontré pour la premidre fois par SIEGEL pour m = 2
(voir [10], théoréme V), et par BATEMAN et STEMMLER pour m premier gquelcongue
(voir [1], théordme 3). Bn ce qui concerne le cas général, la démonstration donnéde
par BHASKARAN est de type arithmétique en ce sens qu'elle s'appuie sur des calculs
de congruences modulo des puissances d'idéaux premiers j; elle utilise d‘tailleurs
certains des résultats obtenus par BATEMAN et STEMMLER dans [1] et [11] ; 1la dé-

monstration du théordme (3.1) que nous donnons nous-mémes dans [6] est au contraire

de tjpe algébrique : elle consiste & noter que A = Am si, et seulement si,
Ap = (AP) pour tout idéal premier p non nul de A, puis que A _= (4) =i,

n A A A P po
et seulement si, A = (Ap)m ; comme A est un amneau BP-adique, il suffit alors
dtutiliser le théoreme (2.2). Naturellement, les deux démonstrations sont essen-
tiellement équivalentes ; remarquons simplement que les techniques de 1'algébre
commutative (localisation, complétion, etc.) sont particulidrement bien adaptées au

type de probléme envisagé ici ; nous aurons d'ailleurs une nouvelle occasion de le

constater au paragraphe suivant.

/ L -
THEOREME (3.2) (voir [27], théordme 1). = Pour tout entier positif m , il existe

un entier b(m) tel qu'on ait la majoration

v(m ; 4) < b(m) ,

pour tout anneau d'entiers algébriques A .

Ce théoréme est tout-3-fait analogue au théoréme (2.3), 3 ceci prés qu'il ne nous
donne pas d'ordre de grandeur pour la quantité majorante. Nous allons combler cette

lacune en démontrant le résultat suivant

THEORFME (3.3). - Quels que soient 1'entier positif m et 1'anneau d'entiers al-

gébriques A, on a 1'inégalité

v(n 3 A) < Ly 8m5 .

Le théordme (3.3) généralise 1'indgalité
vin; &) P w-1)/34+1

obtenue par STEMMLER (voir [11]), dans 1le cas ol l'exposant m est premier ; 1l'or
dre de grandeur est seulement un peu moins bon 2 au lieu de 2m—1 (ceci tient
au fait qu'on est obligé, dans le cas général, d'envisager les valeurs paires de

m).
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4. Démonstration du théoreme (3.3).

LEMME (4.1). = Soient A un anneau, m un entier positif, et B un anneau quo-

tient de A . On a alors 1l'inégalité

v(m;B)sv(m;A) .

LEMME (4.2). = Soient A A, ,

leur produit. On a alors 1l'inégalité

ses Ar des anneaux en nombre fini, et soit B

win ; B) € sup win 3 Ai) .
1gigr
La démonstration de ces deux lemmes est immédiate ; signalons seulement que le
lemme (4.2) devient faux si on y remplace w par vV (comme on le voit sur 1'exem-

ple suivant ¢+ r =2, m=2, et A1=Aé=§:).

LEMME (4.3). = Soient A un anneau, m et s deux entiers positifs, et a un

idéal de A ayant la propriété suivante : Tout élément de « est de la forme

(3) toa Ea,E s £ oo (al,az,...,aseA) ;

on a alors 1l'inégalité

v(im 3 ) < s+ v(m s Aa) .
I1 suffit pour le voir d'appliquer la définition de v(m 3 A) .

LEMME (4.4). = Soient A un anneau d'entiers algébriques, m et n deux en-

tiers positifs, et p un idéal premier non nul de A . On a alors 1'inégalité

win 3 4/p") < gm° .

Prouvons ce lemme : p étant en fait un idéal maximal de A , on a un isomor-

phisme canonique
p /B W
/ P/ P

(voir [4], chap. II, § 3, n® 3, prop. 9) ; mais on a également un isomorphisme ca=

A,n A
A" A ~ A /P L
P b h/r
(voir [4], chap. III, § 2, n° 12, formules (21), et n° 13, prop. 19). A,/pn est

/N
donc isomorphe & un quotient de AP , d'ou, en appliquant le lemme (4.1),

nonique



16=06
/N
win 3 &/p%) g win b)) s

, A
le lemme (4.4) résulte alors du théoréme (2.3), et du fait que Ap est un anneau
fB—adique .

Venons—en alors & la démonstration du théoréme (3.3). Soient A un anneau d'en-
tiers algébriques, et m wun entier positif ; 1l'identité bien connue (voir par

exemple [5], théoréme 402)
m=1 1 1~h

(4) ma= 3 ("7 ) (-1 ((a+n)"~n"
h=0

montre que tout élément de 1'idéal a =m! A est de la forme (3) (voir lemme (4.3))

avec

m=1 m - 1 -1 m
s=2 2 (") =22 =2"
h=0

le lemme (4.3) donne donc 1'inégalité

v(n 3 &) < rvin g &) .
D'autre part, dans A a , qui est un anneau fini, = 1 est somme de puissances m-
itmes, d'ou évidemment 1'inégalité

v(m ; &a) < win 3 &) .
I1 suffit donc en fait de prouver 1l'!'inégalité
(5) w(n 5 4/a) € 8n°
or, dans 4 , qui est un anneaun de Dedekind, 1'idéal a se décompose en facteurs
premiers
n, n n

1
TEP Pyoeee Prr

(1es P premiers non nuls et deux & deux distincts, les n, >0 ), et le "théord-
me chinois" (voir par exemple [ 4], chap. II, § 1, n° 2, prop. 5) donne un isomor-

phisme canonique

Was (4o x (/o) x o x (W) 3

1'indgalité (5) résulte alors immédiatement des lemmes (4.2) et (4.4). Et le théo=

réme (3.3) se trouve démontré.
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Deux remarques pour terminer g
(a) Tout d'abord, si l'exposant m est impair, on peut, au lieu de (4), utiliser

1tidentité

m-1
(6) m(a+(@-1/2) =3 "7 (= )" asn)® ,
h=0

qui n'en est d'ailleurs qu'une écriture différente ; la démonstration ci-dessus

mdne alors a la majoration plus précise

vim 3 &) g 2 4 om’ .

(b) Si maintenant 1'exposant m est premier impair, 1'indgalité (5) peut &tre

remplacée par celle=ci :
(7) wln 5 &/a) gm=-1 ;

i1 suffit pour le voir d'appliquer le résultat signalé dans les dernicres lignes du
paragraphe 2. Remplagant dans la démonstration ci-dessus 1'identité (4) par 1'iden—

tité (6) et la majoration (5) par la majoration (7), on obtient alors 1'inégalité
v(n ; &) & R R R

toujours pour un armeau d'entiers algébriques A , bien entendu.
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