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Séminaire DELANGE~PISOT-POITOU 8a~01
(Théoriec des nombres)
10e année, 1968/69, n° 8a 27 jenvier 1969

ENSEMBLES D!ANALYTICITE EN ANWALYSE p—-ADIQUE

par Blhanan MOTZKIN et Philippe ROBBA

On appelle ﬁp la cl8ture algébrique du complété du corps des ratiomnels muni de

la valeur absolue p=-adique.

Nous nous proposons de démontrer le théorsme suivant :

s \
THEOREME. - Un ensemble quasi=connexe est un ensemble d'analyticité. Autrement

dit, étant donné un ensemble quasi-connexe A , il existe une fonction analytique

f sur A qui ne peut 8tre prolongée analytiquement sur aucun ensemble quasi-

connexe K contenant A .

Nous allons construire explicitement cette fonction. Mais pour ce faire, il faut
d'abord étudier de prés la nature des gquasi-connexes, ou plutdt de leurs complémen—
taires. Un ensemble dont le complémentaire est un quasi-connexe sera appelé un

Ce=Qe=Coe (complémentaire de quasi—connexe).

Soient A wun quasi-connexe, et B son complémentaire. Nous supposerons désor—
mais que B est borné, ce que l'on peut toujours obtenir a 1'aide d'une inversion

puisque A est ouvert.

LEMME 1. - Soit B un c.-q.—c. borné, et soit A 1le plus petit disque fermé

contenant B . Soit AO un des disques intérieur de A . Alors AO nB est:

(a) Soit le disque ouvert A. tout entier,

0
(b) Soit un c.-q.—C. contenu dans un disque fermé A' de rayon inférieur & celui

de Ay,

(¢) Soit l'ensemble vide.

I1 suffit de prouver (b). Or CAO et (B sont des quasi-connexes d'intersection

non vide 3 leur réunion est donc un quasi-connexe, donc Ao NB est un c.-q.-c.
Maintenant, si Ay N (B est non vide et différent de AO , soit a un point de

AO n (B ; puisque (B est quasi-connexe, il existe un nombre fini de rayons excep-
tionnels T, <eee < tel que B soit contenu dans la réunion des cercles

|x - al =r g eee Ix - al =T . A est le disque X - al,g T, e AO le dis~-

1

que IX - al < T s donc AO N B est contenu dans le disque ‘X - a],s’rn_l <rT, .
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LEMME 2. - Soit A un quasi-connexe (dont le complémentaire est borné). I1 exis-

te une suite finie ou dénombrable de disques ouverts disjoints Dk H ]X - akl < .
contenus dans (A , et une suite finie ou dénombrable de points (bk) appartenant

au complémentaire de la réunion de A et des D » tels que, si K est un quasi-

connexe contenant A strictement, alors

(a) Ou bien K intersecte 1'un des disques ouverts, Dk par exemple, et alors

Au(Xn Dk> est quasi-connexe,

(b) Ou bien K contient un disque D , contenant au moins un des bk , et tel

que AnD#Qg.

(Le Mou bien" n'est évidemment pas exclusif.)

Soit A 1le plus petit disque fermé contenant CA =3B . Si A est de rayon nul,
il est réduit & un point, et B aussi. On choisit alors ce point qui répond 3 la
question. Si le rayon de A ne fait pas partie du groupe des valeurs de ap y A
n'a qu'un disque intérieur coincidant avec lui, et alors on a B = A . On choisit
ce disque ouvert qui répond & la question. Si on n'est dans aucun de ces deux cas,

soit A cee An s e+s la famille dénombrable des disques intérieurs de A .,

1 ’

Considérons B nA_ . Si BnA =4 , A geral'un des disques Dk annoncés,
n n n n

i B n An est non vide et différent de An s on choisit un point g de B n An'
A

On notera qu'il existe alors un m différent de n pour lequel B n & n'est pas

vide.

Soit alors A£ le plus petit disque fermé contenant B n An . On recommence le
raisonnement : ou bien Aﬂ est aussi un disque ouvert et B = Aﬁ sera un des Dk ’
ou bien Aﬁ se réduit & un point et B n An est un point qui sera un des bk s OU

bien alors il y a une infinité de disques intérieurs An y soe o An s et on pour—
1 m

suit le raisonnement.
On obtient ainsi une famille finie ou dénombrable de disques ouverts qui sont nos
Dk s et une famille finie ou dénombrable de points de CA « La suite (bk) sera

formée de points de cette famille qui n'appartiemment & aucun des Dk .

Soit alors K wun quasi-connexe contenant A , et soit x un point de K n (A .
Alors, ou bien =x appartient & 1'un des Dk et le lemme est prouvé (on vérifie
sans peine que (K n Dk) U A est un quasi-connexe), ou bien x est un des points

obtenus lorsque B n An 0 en étalt restreint & un point, x appartient 2 la
l’ 29 b P

suite bk

et intersecte A, ou bien, enfin, x appartient & 1'intersection d'une suite in—

y et un disque de centre x et de rayon assez petit est contenu dans K

finie de disques ouverts emboités An N e ? An n n.n « On notera
1? 2? 4 P 1? 27 ’ P’ p+l
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A 1'intersection de ces disques. Alors K doit contenir un disque D

nl’nz’...’nk’...

de centre x , et contenant tous les An - 4 partir d'un certain indice np y
17 ’ P

car autrement X ne serait pas quasi-connexe, ce qui achéve la démonstration.

LEMME 3. - Soit D 1le disgue ouvert IX - ai < r . 11 existe une fonction analy-—

tique sur (D, f , de module majoré par 1 , qui ne peut pas 8tre prolongée ana-

lytiquement en dehors de {p.

Soit Bn une suite d'entiers > 0 fels que Bn -> + o et Bn/n -> 0 quand

Oy n _ O+l

n —-»wo , S0it g une suite d'entiers > 0 tels que <r £p « On pose
n 7 p <

B0 on=B
c, =P non s alors lcnl =7 nome

La série 2 cn/xP converge uniformément pour |x| > r , puisque
n=1

e /18 < lo 1/ cp

et que ce dernier terme tend vers O puisque Bn - + ©

Mais le rayon de convergence de cette série est r , puisque

o /n -8_/n
lim nﬂl£n| = lim p T % lim D n ’
N

n—w N~
or
dn/n ~8n/n
lim p =T et lim p =1 .
n-—-o0 n-—

On sait qu'alors la fonction f , somme de cette série, ne peut pas 8tre prolon-
gée en dehors de (D ([1]).

De plus, f est majorée en module par 1 , puisque chaque terme de la série

Démonstration du théordme. — Soit donc A un gquasi-connexe, avec B = CA borné.
s et D

Soient Dk : IX - akl < . Xk

Soit fk la fonction associée au disque D.k au lemme 3. Soient o et Bk deux

suites de nombres p—adiques non nuls, tels que I”kl et |Bk| tendent vers zéro

les disques et les points définis au lemme 2.

quand k tend vers 1'infini, et que l'on ait Iﬁi' # ]Bji pour i #J .

On appellera A8 1l'ensemble des points de A qui sont & une distance supérieure

by

4 € du complémentaire de A . Pour tout € >0, Ae est un quasi-connexe et

U A =4.
>0 &
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La fonction annoncée dans le théoriéme est la fonction

f(X) =

=M

o fk(x) +- E Bk/(x - bk) .

On voit que la premidre série converge uniformément sur le complémentaire de

U Dk , donc sur A, et que la deuxi®me converge uniformément sur 1'ensemble EE
k

des points x tels que !x - bkl > g pour tout k , donc sur AE s et ce quel que
A

soit ¢ >0 . La fonction f est donc bien une fonction analytigue sur

Supposons alors gue f se prolonge sur un quasi-connexe K contenant A . Si
K intersecte le disque Dm s f se prolonge a fortiori sur le quasi-connexe

Au (K n Dm) . La série 2 o fk(x) convergeant uniformément sur ( U Dk , dé-

k= k#n
finit une fonction analytique sur A u (K n Dm) . De méme, la série 2 Bk/(x - bk)
k A5
converge uniformément sur Er qui contient Dm , donc cette série définit aussi

m
une fonction analytique sur 4 u (K n Dm) » donc s1 f se prolonge sur AlJ(KnﬂDm),

la fonction

o, £ (x) = £(x) - kin o £y (x) = i B/ (x =¥ )

se prolonge aussi sur A u (K n Dm) y Ce qui contredit la définition de fm .

Supposons alors que K ne rencontre aucun des Dk sy 11 contient alors un disque

D contenant au moins un bn et tel que AND#P . Alors A UD est un quasi-

connexe, et si f se prolonge sur K , elle se prolonge a fortiori sur A uD.

D n'intersecte aucun des Dk . Soient (bi)iEI les points de la suite bk qui
appartiennent & D . On voit facilement que les séries 2 f(x) et X (x -
= % Tk k¢18k/ B

définissent des fonctions analytiques sur D U A . Donc si f se prolonge sur
Duld, la fonction

g(x) = 2 pg/(x=-10.)=7(x) -2 £(x) - 2 8/(x-1)

ier * 1 x £ K k;éIk/ k

se prolonge sur D u A . Or, comme cette série converge uniformément sur Ee v(Cp,
qui est quasi-connexe, et que, pour e assez petit, EE intersecte A, g défi-
nit m8me une fonction analytique sur tout 6P y ¥ compris le point & 1'infini, donc
g(x) doit 8tre constante et méme nulle puisqu'on voit que Ig(x)l -> 0 quand

%] > .

Mais si on effectue le développement en série de Laurent de g pour !x] grand,
on trouve que le coefficient du terme ~é est 2 Bi # 0 . On obtient donc une
- iEI
contradiction, ce qui ach&ve la démonstration.
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