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Séminaire DELANGE--PISOT-POITCU 6-C1
(Théorie des nombres)
10e amnée, 1968/69, n° 6 13 janvier 1969

FRONTIERES ANALYTIQUES DANS LE DISQUE UNITé
D'UN CORPS VALUE NON ARCHIMéDIEN COMPLET BT ALGéBRIQUEMENT CLOS

par Yvette AMICE

Le probléme suivant m'a été posé par B. de MATHAN : Soit K 1le complété de la

cl8ture algébrique de Qp ,

n
r={xek| inel, £ =1} et =T - {1} .

&

est-elle limite uniforme de polyndmes sur " 2 La réponse est

1
1 -
non, comme ncus le verrons & la fin du § 1, car aucune fonction strictement analy-

kY

3%
sur ' . En tentant de

La fonction

tique sur la boule unité de K ne coincide avec T
’ - : Id 3 - ;19 . . 3 3
caractériser les fonctions définies sur T , et qui y sont limite uniforme de po-

lynémes, la notion de frontiére analytique s'introduit naturellement.

1. Notations. Cas du disque unité.

Soient K un corps valué complet non archimédien et algébriquement clos, et A

son anneau de valuation {disque unité fermé). Nous noterons ]K| 1'ensemble des

lx] ou x €K .

Soient B une partie de K , et f une fonction continue sur B et & valeurs

dans K , nous noterons

Iy = sup [£(x)]
xeB

la norme de f pour la convergence uniforme sur B (éventuellement HfHB =+ ® ),

DITNITION, - Soit B une partie de A 3 nous dirons que B est une frontigre

analytique dans A , ol y est analytiquement dense, si toute fonction & valeurs

dans K , définie sur B et qui y est limite uniforme d'une suite de polynémes,

est prolongeable de fagon unique en une fonction strictement analytique sur A .

3%

A propos du probléme initialement posé, nous allons montrer que I' , ou plus gé~

néralement toute partie infinie de I , est une frontidre enalytique dans A , d'ol

il résulte évidemment que n'est limite uniforme de polyndmes sur aucune

1 =
partie infinie de T .
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PROPOSITION 1. -~ Pour gue B so0it une frontidre analytique dans A , il faut et

il suffit que 1l'une des propriétés équivalentes suivantes soit satisfaite :

(1) Le diamdtre trensfini 7(B) est égal & 1 ;

(ii) Pour tout r < 1 , tout recouvrement de B par des disques fermés de rayon

r est infini

(iii) Pour tout polyndme » e K[X], ”PHA = J?HB ;

Soit E 1l'espace de Banach des fonctions strictement analytiques sur A , muni
de la norme de la convergence uniforme sur A . On salt que B s'identifie a
K{X} , espace des séries restreintes & coefficients dans K , muni de la norme
" sup des coefficients", et que l'espace E. des fonctions polyndmes y est dense.

0]

Soient EO A et EO B 1'espace des fonctions polyn®mes muni de la norme de la
9 b
convergence uniforme sur A et sur B respectivement, et soient EA =E et EB

leurs complétés.

La restriction & B définit une bijection ¢ de EA dans EB si, et seulement
si, B est infinie. Dire que B est frontidre analytique équivaut a dire que o
est bijective et bicontinue. Donc, d'aprds le théoréme de Banach, il existe M tel
que,

VIe EA ’

LEMME. - Soient E et F deux algdbres de Banach sur K , et soit «© wun homo-

morphisme d'algebres injectif et continu de E dans F tel que H@(x) 7 > HXHE .

S3i la norme de F est muitiplicative, « est une isométrie.

En effet, o étant continu, il existe M tel que,

yxeh, Hm(x)HF.s MHXHE .

Alors, pour tout n €N , on a

n

ol = ool < My < =2

H@(X>“F N HXHE .

La norme de EA est multiplicative : la condition (iii) équivaut donc & la "den—

sité analytique'.

Rappelons que le diam®tre transfini d'une partie B de K est défini de la fa-

¢on suivante : pour tout n € N , soiw
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)2/11(1’1—1)

()= sw (N |x - xj| .

X % €8 Igi<jsn
on montre que la suite T est non décroissante, le diametre transfini de B est
7(B) = lim Tn(B) (ef. par exemple [1] ou [3]).
Soient B satisfaisant a (iii), et r < 1 ¢ choisissons bl € B, il existe

b, € B tel que, si Ql(X) =X-Db, ,onait

la, ()| >

On peut ainsi construire par récurrence une suite bl g see 3 D wes» 4 b €B,

telle que, si Qh(X) = (X - bl) cee (X - bn) , on ait

IQn(bn+l)| T

n?

Alors

n 1

/ ", -
OO N T N Y I [ L CD I i
1i<jisn I 1gige-l

donc Tn(B) > r2/n , dtod T(B) =1 .

Soit B wune partie de A contenue dans une réunion de q disques fermés situés
3 des distances mutuelles msjorées par d et de rayon 1r ; un calcul classique
montre qu'alors

9

r(8) < a2 ;e

donc si 7(B) = 1, la condition (ii) est satisfaite.

Supposons enfin que B satisfasse & (ii) ; pour montrer que (iii) est vraie, il
suffit de montrer que si P est un polyndme unitaire & coefficients entiers,
Pe A[X]; HPHB =1, BEn effet s'il en est ainsi, soit P € K[X] , on peut repré-

senter P sous la forme

P=yp. P, + P, P+ .0 + Py Pk ,

00 1
ol Pi e A[X], Pi unitaire et P, € K avec |pox = HPHA > ‘pll > eee > lpn' .
Alors
1Pl = Ippl IBollg = Impl = lIBll, -

Soit done @ € A[X], Q unitaire : Q(X) = (X - al) veo (X = an) ol o, € A,
Quel que soit r < 1 , d'aprés la condition (ii), il existe b € B et tel que
o - ail >r, i=1, «va yn, donec la(p) | > o , dTou sup 1Q(p)| =1, ce qui

Y 7 . e
acheve la démonstration. beB
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Exemgle : Toute famille infinie de racines de 1'unité a un diamdtre transfini

égal & 1 : c'est donc une frontidre analytique.

2. Généralisation & d'autres quasi-connexes fermés.
’\’WMNVVWVWV\MNV\'WWVWM_WNV

Soient D un quasi-connexe de K , et B une partie de D ; nous dirons encore
que B est analytiquement dense dans D , si toute fonction définie sur B et &
valeurs dans K , qui y est fractions rationnelles sans pSles dans D , est prolon—
geable, de fagon unique en une fonction analytique sur D . On déduit immédiatement

de la proposition ci-dessus les corollaires suivants.

COROLLAIRE 1. ~ Soit D wun disque fermé de rayon r ; une partie B de D y

est analytiquement dense si, et seulement si, T(B) =1 .

COROLLAIRE 2, — Soit D= {xe X | |x=al >r}; une partie B de D y est

1 . 1
) = T (ot B~a

analytiquement dense si, et seulement si, T(ETTT.- désigne 1'ima-

).

ge de B dans l'inversion x =->

X - a

Plus généralement, si l'espace H(D) des fonctions strictement analytiques sur
D se décompose en somme directe d'espaces H(Di) s OU Di est un disque fermé ou
le complémentaire d'un disque ouvert, nous pouvons encore caractériser les ensem-

bles analytiquement denses.

Condition de Gruson. - Nous dirons qu'un fermé D de K est un ensemble de

Gruson, s'il satisfait aux conditions suivantes :

(i) D est borné, soit DO le plus petit disque fermé contenant D 3
(i1) D contient au moins deux points ;
(iii) Pour toute boule fermée b de rayon r € IKI , contenue dans DO y l'en~

semble des boules ouvertes de rayon r contenues dans b et rencontrant D est

infini.
D étant fermé, son complémentaire dans DO est réunion disjointe d'une famille
de boules ouvertes (bi)ieI . Soit Di = Cbi sona D= DO n (121 Di) .

Soit D un fermé de Gruson, et soit H(D) 1l'espace des fonctions analytiques
sur D, c'est-a-dire le complété de 1l'algdbre des fractions rationnelles sans pdles
dans D pour la filtration de la convergence uniforme sur D . L. GRUSON a montré

([2]) 1a proposition ci-apres.

PROPOSITION (GRUSON). - Si D est un fermé de Gruson, 1'espace de Banach H(D)

s'identifie par les restrictions 3 la somme directe de H(DO) et des HO(Di)
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(1e1), ol H(DO) est 1'espace des fonctions strictement analytiques sur Dy

et HO(Di) 1'espace des fonctions strictement analytiques sur Di et nulles a

1'infini.

De ce résultat, et de la proposition 1, on déduit le corollaire suivant.

n(n D, ) ou D. est un
%0 iel — 0

disque fermé de rayon r et Di ={x ek l |X - ail z.ri} . Pour qu'une partie B

de D y soit analytiquement dense, il faut et il suffit que 7(B) = r et

COROLLAIRE 3, = Soit D wun fermé de Gruson, D

1 1 .
T(-E_.:-_—CY.):;;’ iel.

Exemples @

1° Soit D 1a couronne fermée £ Ix] < r ; la condition de densité analytique

stéerit alors 7(B) =r et 7(& ) = dL

2° Soit D 1le complémentaire dans A d'une famille de disques ouverts Di ’
dont les rayons s tendent vers zéro : c'est un fermé de Gruson, et on peut ap-

pliquer le corollaire 3.

3. Probleémes.

1° Quel sens raisonnable faut-il donner & la notion de frontidre analytique dans

un disque ouvert ?

2° Comment généraliser la proposition 1 au cas de plusieurs variables ? Plus pré-

cisément, si K{X cee Xn} est l'espace des séries restreintes en n varias-

1 ’
bles, qui définit les fonctions analytiques sur le polydisque unité
= {X ! IXil 1, i=1, ... ,n} ,
K[X1 y sen Xn] y est dense.

I1 est alors naturel de dire qufune partie B de A" est une frontidre analyti-
que si toute limite uniforme sur B de polyndmes est prolongeable de fagon unique
en une fonction analytique sur A" . on voit que, gréce au lemme 1, ceci édquivaut

encore 3 la condition (iii) de la proposition 1 :

LR ] 9 X] *

B = Ul vE ey, .

L3 r - k3 s . n )
Pour cela il est nécessaire que, pour toute forme lindaire ¢ € (x°) , de norme

1, on ait T(m(B)) = 1 (sinon on peut construire des polynémes de la forme

Q =

i

I Ow

- !I . | - . s L
. @(X ai) tels que HQkhAn =1 et JQk“B >0 ), mais cette condition
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n'est pas suffisante. Soit, par exemple, pour n =2,

B:{(xl,xg), X, =0 ou X2=O} .

Soit ¢ wune forme lindaire o(X) = a, X, + a, X, , de norme 1 = sup(lall y Iazl);

alors ofB) = a, Aua, A=A, oril est clair que

[ |
X, Xfly=0< Hxl Xzi‘Az =1 cee o

On peut aussi montrer qu'une condition suffisante pour gque B soit analytique-~
ment dense est qu'il existe une famille dense d'hyperplans Hi tels que, pour tout
i, (Bn Hi) = 1 , mais il ne me semble pas, a priori, que cette condition soit

nécessaire,

BIBLIOGRAPHIE

[1] BERTRANDIAS (Frangoise). - Diam®tre transfini dans un corps valué. Applica-
tion au prolongement analytique, Séminaire Delange-Pisot : Théorie des nom=—
bres, 5e année, 1963/64, n° 3, 13 p.

[2] GRUSON (L.). = Algdbres de Banach ultramétriques, Journées Poitou—-Aquitaine
[1966. Poitiers] (a parattre).

[3] HILLE (Binar). - Analytic function theory. Volume II. = Boston, Ginn and Com—
pany, 1962 (Introductions to higher Mathematics).

(Texte remis le 1€ février 1969)

Mme Yvette AMICE

Prof. Pac. Sc. Poitiers
Route de Chauvigny

86 - POITIERS



