BENALI BENZAGHOU
Sur le quotient de Hadamard de deux fractions rationnelles

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 10, n°1 (1968-1969),
exp.n°1l,p. 1-14

<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1968-1969__10_1_A1_0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1968-1969, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1968-1969__10_1_A1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 1-01
(Théorie des Nombres)
10e annde, 1968/68, n® 1 18 novembre 1968

SUR LE QUOTISNT DE HADAMARD DE DEUX FRACTIONS RATIONNELLES

par Benali BENZAGHOU

1. Définitions et rappels.

l.1. Rappels sur 1'algdébre de Hadamard. - Soit K wun corps commutatif de carac—

(o]
téristique zéro. R(X) est 1'slgdbre des séries formelles ) a, 2 3 coeffi-
n=0
cients dans K représentant des fractions rationnelles (voir [1]) ; le produit (de
Hadamard) est défini par
® oo} [ee]
n=0 n=0 n=0

Flus précisdément

[e0]
<" n
A= A%C a X e R(K) <==> 1 Ay g see p Q €Ky B = q 8 L e+ 8

pour tout n >0 ,

P(X)

MEK(X) , Q(0) #0, degP <deg Q .

<==> A =

Si E est une partie de K ,

R(E,K):{A:ZanxneR(K) , a B pour tout n} .

1.2. Probldme du quotient. — Soient A =2 a_ e RK) et B=2 b, e REK) .

Nous supposerons que a = 0 lorsque bn = 0 , et nous posons &, = bn c, en con-
venant que c, = 1 lorsque bn = 0 (nous pouvons toujours nous ramener i ce cas

grice & un théordme de Mahler [5]).

I1 s'agit d'étudier des conditions suffisantes pour que C = Z.cn ) = ®(K) .

G. POLYA a étudié le cas b =n et c e2Z ([7]), généralisé par D. G. CANTOR
[3]:

Roient A =2 2, *ewr(c), b =Pn) ou P(X)eg[X].si c, est un entier

s

algébrique pour tout n , alors 2 e, e R(g) .

Ce résultat est encore vrai pour une extension commutative quelconque de Q
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S0oit K un corps commutatif &» coractéristique zéro ; soient A =2 a, ™ e R(K),
a

n .
alors 2 ¢ X e R(K) .

In effet, il existe ua corps L ayant un degré de transcendance fini sur § et
contenant tous les & tous les coefficients de P(X) et tous les coefficients
de la récurrence entre ies & - L est isomorphe & un sous-corps L' de C, et

nous sommes ramends au théoréme de Cantor.
e

&, PISOT a étudié le cas o B a un pdle simple dominant ([6]).

]
- S 4 5 . 5 n .
Scient A = L.ah e R(g) , B = L.bn & e R(g) , bn = i§1 Qi(n) Bi . Si

]3.{ < }8 i pour 1 = 2 oo g et deg Q, =0 et si c_ € Z our tout =n
1 1 ’ 9 1 ’ n< 4 P y

alors 2 e, e ’R(g) .

Signslons ce résultat de J. F. RITT [8] 3

s .2 4 6.2
Scit 2 Xj e’ =-clz) 2 Wy e J g M.y 0L 5, M. s B.eC . S1 c(z) est une
j=l ¢ ;j:l < J J J J T 'Y~Z
fonection analytique entitre, alors slle est de la forme e(z) = 2 v, e J ’
j=1 ?
v. + ¥. € C .
J 7 YJ -
: Fy Lo s ; oz N n _
Dens | 1], nous =zvons caractérisé tous les <léments A = Z,ah X de ﬁ(g) tels

~ ,Il,! p ’ s - « o’ \ .
que 2 X /e, € R(Q) . Plus généralement, on a le théoreme suivant :
. ?

’ \ . - . ’ 13 . 7 .
THEQREME O. = Scit K un corps commutatif, de caractéristique zéro ; soit & le

groupe des unités de R(K) . Alors :

A=2a X €9 <=> il existe un entier m > 1, Uy 9 eoe 5y O,

tel que, pour =0, 1, ¢ee ,m =1, au+tm =

Soit A e 9,

St T 9 Fpper T T Yy By 9 € L

n
a, _ Pi(n) oy ¥n .

S
1=

1

I1 existe un corps 1 ayant un degré de transcendance fini sur le sous—-corps pre-
mier de K , que nous identifions & Q , et contenant tous les a et les a -

L est isomorphe & un sous-corps de C , et nous sommes ramenés a [1].
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[ae]
1.3. Fonctions de Pélya. = La série formelle A = 2 a, Xt , & coefficients dans
n=0
K , est une Tonction de Pdlya, s'il existe un entier m > 1 et des éléments
; . T
. . = - =
U 9 Xy s eme p G, C€ K tels que, pour w=0G,1, . ,.,ma=1, au+rm = au o

pour tou T .

Les fonctions de Pdlya forment une partie multiplicativement stable de R(K) ; 1le
thécrdme O dit que les fonctions de Pélya & coefficients non nuls forment le groupe

des unités de 2(K) .

1.4. Suites de Pélya. — Soient k wun corps de nombres algébriques, q son an-—

nean d'entiers. Un idéal premier T de U est un diviseur premier de la suite

(cn) de Xk , s'il existe un terme non nul de la suite de valuation B-adique non

nulle.
@((cn)) désignera 1'ensemhle des diviseurs premiers de l1a suite (Cn) .

’
POLYA = carsctérisé les suites f{c_ ) de 7 telles que @((c_)) soit fini et
© n
. A ‘ . . ‘
c J ¢ L représente une fraction raticnnelle. I1 a montre que C est alors
n=0
une fonction de Pdiya [7 1.

3

Il

Tne suite (¢ ) de k& +$elle que f((oﬂ)) soit fini sera dite une suite de

7
Polya de k .

Remarque. — Soit J 1le grouve des ideélss de Xk ; pour a € k , soit (a) 1'i-

/\Cf
o
p—
m
¢y
2

dtle principal associé , clest-d-dire a est une unité pour tout
W
v ¢ 3(a) . Soit (aﬁ) une suite de k

(an) 28t une suite de Pélya de ¥ <«=> 18 fini , S(ah) cs, ¥n ,

—=> %8 fini , (ah) €Jy, ¥n ,

(1es a, sont des S-unités).
2. Enoncé du théoréme principal.

THEOREME 1. - Soit K wun corps commutatif, de caractéristique zéro.

oo} w@

Soient A= J a X*ek), B= 2 b X e®XK), a =b c_ (en supposant

— o B oo B n n n —————_—
que a = 0 si bn = 0 , et en convenant que c, = 1 dens ce cas).

0]
Si (cn) est une suite de Pélya.de Q, alors C = > ) & e R(Q) s &t C est
n=0

une fonction de Polya.
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2.1. =Pour b =1 et a_ < Z pour tout n , nous retrouvons le résultat de

[es]
iy (N N PR AN 5 o - A n—n r; o~ : >
PROPOSITION 1. - Soit A= 2 a8 X € 5%(42 , J‘) tel que (ar) soit une suite de
P ~ D, ~ P ————— e — L
=\

. . ’ N . . .
Polyre de Q o Alors A est une fonction de Polya, clest-a-dire qu'il existe un en-

tier n > tel que

m-1 8 x*
w7\
AZ) = 2 .
=0 1 - o x"
i
Remargues.,
Y o ol A . . - n+1i )
(o) 81 4 e R, 5 i1 existe g € Z tel que g &, =u € Z pour tout =n . Si

. /o 4 P . .
(a ) est une suite de Polya de Q , i1 en est de méme de (un) ; ce¢ qui prolonge

immédiatement la proposition 1 & C(g) .

&7 .o o 31 7 . I . z N
(b) La preposition 1 redonne une autre démonstration (algeurlque) du théoreme O
o)
- - . o n
dans le cas K = @ . En effet, soit A = 2 a, X e F(g) y 2 # 0 pour tout =n ,
@ n n=u N
tel que 2 X /e'n € xf;(g) . I1 existe q, et a5 de Z tels que
n=0
N1
U= q. a €2, ¥n ,
n “i N ~ :
- n+l i 91
= . — v
n” % 3 ~ 7 ' ?
n
atol

=<

n
U vn = (ql q,)) ?

ce qui montre que (un) ., et par suite (an) , sont des suites de Pdlya de Q .

LN . . - .
THREORMIE 2 (de locansahoq). ~ Soit (an) tne suite de Pélya de Q . Alors :

[ee]
pour tout nombre premier p , Ap = 2 Ianlp XHER(Q),
® n=0
A= 7 a X er(y <>
n=0 Ofi
4y = Zo sen(a ) e r(g .
Nn=

Remarques.
(a) Soit (an) une sulte de § .

(an) est une suite de Pélya <==> pour presque tout p, A =8 |,
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et nous avons une "formule du produit' dans R(g) s

AL l1A =86 .
0
o P

\ ) ) B, N NP
Notons gue &4, = L-}an X~ pour la valeur absclue archimedienne.

(b) Bnongons deux corolleires du théoreme 2 :

N 7 n . . V4
Soit & =2 |a e RCQ) , Ou (an) est une suite de . Alors Ap est né-

!

]4
P np_ ’ / 4 3
cessairement une fonction de Polya, et la suite \Vp(an)) est formée d'un nombre

fini de progressions arithmétiques.

o
Soit A= 2 &, e Q(ﬁ} -~ Alors
n=C
(i)_ [e2]
2. ]a l e "{(ﬁ) <==> 2 Sgn(an) e R(ﬁ) .

Pour déuontrer le théordme 1, nous sllons établir une série de lemmes.

LEME 3.1, - Soient 4= & e ®g), B=2b, e Rg) .

(a) I1 existe un entisr m > 1 +tel que, pour chaque p =0, 1, ..o , m =1,

[ee] o)
. - o - r
A o= 2 a X, B = 2 D X
Mo Ty WATE Mol o WD
satisfont 2 la propriété (r) :
( y0i e f/v 1V 1les ) > . —
(r) Soient tegr le pbles de Am,u , {Bi} ceux de Bm,u Aucun des quo

) o5  Bi @i i Bj
tients - , =3

p 5B 9. B n'est une racine de 1'unité autre que 1 .
(6 D . O, / .
- J d

(b) Si A et B satisfont a (r), et s'il existe une relation

r

a = >,
alors a_ = cyn b pour tout =n .
n n
Si o est pble de A , alors il existe «' pble de A tel que o = a™ .

Mokt ot B! ol ! B!

. . i i i
On considere tous las guotients —y , =v » 51T » =7 %
o Py " By 7 o By

L . N
= relatifs &4 A et B, et on
J J
choisit m tel quiaucune puissance mn~iéme de ces guotients ne soit racine de 1'u=-

nité autre que 1 .
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4 n L n
. =, P h . N ~ . Tan N e
Mentrons (b). Soient a_ = £ P.(n) s, b= 2 0.(n) p. . Par hypothése,
R n ., 1 i n . A 1
i=1 i=1
n H
y Voo r X rm
a = 2 P.(u+m ot = > Qs +rm) B . r>r o
1T ifi 1( ) i i Wi Yu s " ) Py By o 0

e A 11 N .
Les o sont distincts, de méme les Bi (par 1'hypothese (r)) : dton

L' =4
a? = Yu B? ==> o, = yBi (par r ) ,
dtol Pi(g + m)yW = % Qi(u + m) == Pi(X) = ch(X) ’
et a, = cyn bn .
Remargue. - Il suffit de supposer %g%rm = ou yz berm pour une infinité de 1 .

LEMME 3.2, = Soit ¥ un corps commutatir de caractéristique zéro. Soient

5 n - N n Y . .
A=2g X e®RE , BP=2ib X €RX),et a =Db_c (avec les conventions
al ! n ! n n
dédja utilisées).
Si la suite (CT> ne vrend gu'un nombre fini de veleurs, alors elle est périodi-
So oo oen T n
que (ot 2 c
Rappelcns le résulta
- A C ! -\ cis . -
Soient A = fn i a =20} .98 I(A) ezt infini,
n L

alors 2 e UKK) .
neI(A)
Soit ¢ 1l'une d*une valeur prise une infinité de fois par la suite (Cn) :
I ={n| =c} =1(A-cB) . Conme A-cBe &K), 2 X e®&K).Ceaqui
i nel,
implique de plus que chague valeur c¢ est prise une infinité de fois.

C
n

8

LEMME 3.3, = §9§E_ A= 2 a, e R(g) , et soit p un nombre premier. Alors il

n=0
existe un entier m > 1 et un entier u <m - 1 tels que, pour r > Ty o

rp->v (a ) soit une fonction affine.
p “utrm

Démonstration.

Ae Q) => 1qed , q a =8a€Z, Yn ,



,

U ! [T Ty ey e po= o

guiTit Atdtaciir le lowwe rvour A € R, & .
i 2o

(b) Soient B un ennesu commutatif unitaire Tini, et (ar) une suite de
+
rifiant une relatiocn

a = q, a_ . + woee + a our tout n >0 . € B .
nth 11 Tndhel U & » P 7Y Y
Llors 1z suite (a ) est periodicue & partir d'un certein rang Dy Si G, est
N 2
inversible dans ® , alors Ry = 0O (suite strictement périodique).
Considérons :
. / 3
Ja. N /0 1 0 e 0
n+1\ n
a .t Jo o 1 0o .. 0lfa
n+2 | n+1
1 ) :
- ° g 1 .
} - A .
\ ; ¥ oe 0 1 | ¢
i t }
“ \ I\
a .. - 9. . cew i \a
\ n+h \qn he1 qy \\n+h— 1 s
U =11 U
n+1 ’
i7>0, n tels que U . =T (card 5 fini) g
0 N+ n,.
U O
d'ou
U = 7n>0
Y R H e .
0, 0+
h-1 . _ -
33 st M o= (.- i o ) 1T in]e U = U i N
Si det M = (- 1) %, est inversivle, Upm =V, ¢ 71 >0

(c¢) Soit ¥ wun corps

°
?

velué, de valuation discréte, & corps résiduel fini

soient ¢ son anneau de valuation, U son groupe d'unités. Soit (ah) une suite
de  vérifiant a

L= a + eee + a fn>0 . e e U
b T 1 Fhihel U & s ] > 9y ‘
Alors il existe une sous-suite (ap+rm> de valuation constante.
. i . i |
En effet, soit a = tel que laul = 1nf{laol y eee g iah_1|} . Posons

o oee 1 ! = 9l + . ¢ .

a =11 a', a' ¢ U, et a =1 a pour tout n 3

b M Mo ’ n n -

1 Gtant une uniformisante de K . Les a' sont dans @, et vérifient la méme ré-
n b

a - Modulo 1'!'idéal maximal de & , la suite (aﬁ) est stricte-
ment périodicue j

;s il existe donc une scus—-suite (a' )
T

currence gue les

dtunités.
(d) Seit K an corps valué, 2 vaiuation discrdte et & corps résiduel fini. Soit
(an) une suite de I définie par

jas]
i
N

n ~ al 0
o= Pi<n) oy Pi(x) e x[x], @, € d 3

(=8
I

iy
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alors il existe une sous-suite (a ) telle que F—> v(a ) soit affine
Wtem Hem :

pour T a.ro .
Quitte & multiplier les 8, ~Dpar une constante, on peut supposer les :RJX)E(i[X]'

Considérons o, 5 «eoo 4 @, € U Uppp v v r O U, 0<4 s 81 £ =8,

1
Ve
clest le cas (c). Si 4 =0 , posons @, = J 33 , ag e U, et sodit v = i@f(vj).
, v . ' S 11 \% t
Posons «. = m o! pour chague Jj , et a' = 2 P.(n) ¢! ., Alors a = a',
J J n 521 i J n n

et nous raisonnons sur la suite aﬂ .

Supposons donc 0 < £ < s . Posons

L 8
u_ = 2 P.(n) a? , v, = S p.(n) o .
tog=1 Y ! j=+1 J
- Y .
3oit !ﬁz = 1nf(!w2+ll g ees s }asl) , A>0, alors
i An
anl < Inl .
érifient 1 ati = . b 1
Les u, veriii t une relsation Wy =9 Yger F + QW s VI, 0U
3 4 m,+1
1 ~ q_.X"'toc"'q = “ (1"’0.’.)3 ’ m.=degP- ’
1 h . J J dJ
J=1
donc q. € d et q € U.
3 h
Par (c), 1l existe une sous-guite (up+rm) de valuation constante. D'ol
v(au+rm) = v(u + rm) + v(uu+rm) ’ r a,ro ’

T > v(ag+rm) est affine.

Pour établir le lemme 3.3, soit A = Z‘ah e m(g_, 9

Il

S
P2 Pi(n) d .
i=1

a
n

Soient k 1l'extension de Q engendrée par les oy et les coefficients des Pi ’
A son anneau d'entiers, P un idéal premier de A au~dessus de p . Soit K 1le
complété de k pour la valuation BP-adique. On applique (d) dans K dont la va-

luation prolonge celle de Qp , en notant que les o, e & (lemme de Fatou ([4])).

Remarque. — Le lemme peut s'énoncer pour un corps de nombres :
Soit (an) une suite d'un corps de nombres algébriques k telle que

2 " e & .
a X'e (k)
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Pour toute valuation non archimédienne v de %k , il existe une sous-suite (au+{ﬂ)

telle qua T b-> V<ag'rn) soit affine pour r = Ty e

1L

4, Démonstration du théordme 1.
Pa W W W W P W S B ataar e eV ol o e e e

Dans toute la suite, lorsque nous écrirons a = b c, s DOUS supposerons que

n
&, = 0 1lorsque bn =0 , et dans ce cas nous prendrons c, = 1.
Comme I(C) =1fn| c =0} =1I(4), par le théorbme de Mahler nous pouvons sup-

n
poser dars toute la suite I(4) = ¢ . La démonstration se fera en quatre étapes, en

prenant successivement K = Q , Q_ (clbture algébrique de 9 ) sy G, K quelconque.
4.1s K =0 . ~ La dénonstration se fait par récurrence sur 4 = card @((cn)) .
4 =0, alors c e {f- 1, + 1}, et 1le lemme 3.3.

Nous pouvons toujours supposer que A et B vérifient la propriété (r) du lemme

3.1, sinon nous raisonnons sur chajue couple A , B .
m, My
Posons
@l(n) @z(n) (

[¢] = £ ses P, € - + . .

n n 1 Pp 9 25 -1, 1} ’ @J(n) €3
11 existe une sous-suite (a ) telle que

g+rm1
v a = A T + 8 ur > . .
P, M+Tml) ! 1 pour T 31, (1emme 3.2)

De la suite (bp+rm1) , nous pouvons extraire une sous~suite (bv+rm2) telle que

vp1<bv+rm2) = Kg T+ 8, pour 3.r2 .
D'ol il existe une sous-suite (c ) telle que
pA+Tm
vpl(cu+rm) =Ar + 8, pour » a-ro .
Posons

a _ _S+Ar ot S,

Btrm T F1 w+rm T2%
alors

H — 1

ap.+rm = Cutmm bp,+rm ! 2Ty
avec

.mz(u+rm) x%(u+rm)

Q
|

wtrm T Eptrm P2 e Py *
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Par 1l'hypothése de récurrence, 2 c' X~  est une fonction de Pblya. Il existe

n' tel gue

\)-'-tm’ \J\’/'\{V s T € i, \):O, l, e ,m'-l ’
dton
a = C yt E pour t
vttm? v ‘v ovttm! ? o ?
et de nouveau; par le lemme 3.2,
n
a =c¢y b, pour tout n .

n n

4,2, X = § . = I1 existe une extension galoisienne k de degré fini sur 9
contenant tous les a, et tous les bn : soit G son groupe de Galois. Pour tout
ceG,

oA =2 G(ah) e ®/(k)
n

et

.
~—r

i
8

Mgle,) ¥ e ®g)

Soit s = [k:Q] :
E\I],//\(a ) = n k/g<b ) b4

/G

et par 4.1, L_Ci X' est une fonction de Pblya. D = ¢® est donc inversible dens

R(x) , et par suite € est inversidle.

4.3. K=¢ .

i
—t
—

| existe ure Q-algibre L de type finl, contenant tous les ay

e
-

et tous les bn H existe un Q~homomorphisme ¢ de L dans :g . Alors

o(h) =2 o(a) X" e R(Q ,

n
et
m(ah) = @(bn) c, -

4,4, K corps commutatif de caracterlsthue zéro. — 11 existe un corps Kl

ayant un degré de transcendance fini sur Q 5 et contenant tous les a, et tous

les bn . I1 existe un isomorphisme de Kl sur un sous-corps de C .

5. Théoreéme de PbOlya pour un corps de nombres.

THE OREMm 3. = Soient k un corps de nombres algébriques, et (a ) une suite de

Polya de k . Alors :
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A= Z'ah X' e R(k) <==> A est une fonction de Pdlya .

Soient k' 1'extension galoisienne engendrée par k , G son groupe de Galois,
S
M=, 9
- A . 4 . . s 3= / .
3i A est une fonction de Polys, il est immédiat que \an) est une suite de
Pllya de Xk .

Soit (an) une suite de Pélya de k , alors (N(ah)> est une suite de Pdlya de

e

Q- L3 he Rx) , alors B = H(A) e R(g) , et B est donc inversible. Comme

B = A fb chd , A& est lui-méme inversible dans R(k) , et A est une fonction de
TEl
cte

Pblya, per 1.3.

Remarque. — J'ignore si le théordme 1 est encore velable si je prends pour (cn)

. T
une svite de Polya d'un corps de nombres.

€. Applications.
[ e S daa ad

LN .
6.1, UYBORELIE 4. - Soient 4 e R(Z ) B e R(Z ] a =Db ¢ . Supposons
F2E) ’ L s ) 'n n n Pp
cue ¢

(1) c_ € Z pour tout =n ;
(2) #((c))) n@((v)) fini ;
o

(3) sup ) < e, gg_ T(d) est le nombre de diviseurs positifs de d € gﬁ ’

-~

7(0) =0 .

Alors (cn) est une suite de Polya (et elle est périodique).

Pour b_ = 1 pour tout n , on retrouve un résultat de J. BERSTEL [2].

Nous pouvons toujours supposer que A et B satisfont & la propriété (r) du

lemme 3.1.

Soit

N

g. € Ay, £0 .

an+h = ql n+h~1

Supposons que @((cn)) ne soit pas fini.

Soit p, € @((on)) ) Py ¢ @((bn)) , et p, ne divisant pas g,

la suite (6;) est strictement périodique, d'ou il existe une sous-suite (c“
L

. Modulo Py

)
1y
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dont tous les termes sont divisibles par p, . Si e (c )) est fini, alors
1 pl+rml
par le théoréme 1, 2 ¢ i X° est une fonction de Pélya, et il existe donc m'
r MY
tel que
3 r
(&\)—Fm’ \)YV wtrm! ?
aloy
n
a = cy bn ’

par le lemme 3.1 (b), et @((cn)) serait fini.

I1 existe donc e P((c n e((b_) et ne divisant pas
p2 (( p‘l_}_m")) y ) }é (( n)) 9 p2 2 P qh ’
P, # p, - Comne
L W, @
AN / i I\r
a = P.olu, + mm,) o, (o,
L+ 2 Pyluyg 41) i ( i >
1 1 di=1
m m
o - - ]. - . - . . rd . - 1 Y
le produiv des o, (avec leur muitlpllclte) est, au signe pres, 4, 3 d'ou la
suite ‘5Q . ) modulo P, est strictement périodicue. I1 existe une sous--suite
1-.1111
(c ) de (c ) aont tous les termes sont divisibles par p, . On cons~
Wt ul+rml 2
< <

truit ainsi une suite infinie de nombres premiers divisant les termes de sous-

suites de (cn) , contreirement 2 1'hypothese sup T(CP) <o,
0 1
3

. N \ .
6.2. = 3oient aey , a#+£ 1, (x(n)) wune suite de Z . Alors

o
z aw(ﬂ) Kﬂ c 3(9\) P /\_ a“(ﬂ(]’l) Xl’l c (R(Q)
n=0 n=0

<==> Hm el tel que, pour =0, 1, oo ,m =1,
r - w(p + rm) soit affine .

In effet, la suite est de Pélya dens §Q .

En particulier, soit (a ) uns suite de Qp , alors
Tlal e dQ) <=> Imell tel , =0, 1 1
| nip & € RY <= imell tel que, pour u = s g see g I = s
n i

r k—a»vp(au+xm) soit affine .

~vp(ap)
it R # ( . s = P
Soi A e ?(Qﬁ) y A 0 pour tout n . Alor a =D bn ’

%lanlp e Mg <> DT S

n
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En effet, A =2 |a

n

7(g) implique que A est une fonction de Pblya, et

i ’
inversi ﬂe dans R(g) .

. n . Y N | ! 3
Posons a =D bn . D1 L-bn Q= Kygp/ , comme (Ian'p> est vne suite de
. 5 8 .n , s e s
Pdlya de 3, 2.%3~K‘ c R(Q) , par le théortme 1.
jal
A QA e /v) D( A s ' S + : lexist
6.3, ~ Soit f{X) = = € &(A) . 31 £ n'est pas constante, il n'existe pas

v;LJ;.
d'ensemble fini de nombres premiers {pl y oo 5 D, tel que
AL

o, (n) o, (n)
f(l’l) = i Pl ev e pz' ’ (Dj(n) € Z ?

pour tout n (ou pour les n d'une progression arithmétique).

si un tel ensemble de nombres premiers existait, (f(n)) serait une

suite de Pélya de § , et come 2 P(n) Xt ei(g) et 2 Q(n) X e ®(g) , Zf@ X"
n n n
sereit une fonciion de Pilya.
{
I1 existerait = tel gue rg“ + zm) _ Pu) @, 9

X = e === f = Ctev
o+ oem) QW) W

H

s , /! . . . .
théoréme de Cantor \1.4), il n'existe pas de fraction ration-

i
)
{9
H
1~
@

Remarque.

nelle f£(X) non pclyndme telle quse f(n) soit entier algébrique pour tout

N
e
—~
A
rH
-

n (ou pour tous les n d'une progression arithmétique).

o " "
. < n _n ‘. iy
6.4, =~ S0it A= —X € &(§ avec « € Z € 7 >0 =1
. Y ) 5. ] n 4a Bn 4 Bn ) (Ofn 9 Bn)

Supposons que P\(ap)) soit fini, et que P((an)) n @(<Bn)> = ﬁ . Mors 2 o, )

- n o 7
et 2 B, X sont des fonctions de Pélya.

n * n+1 %n
i1 existe g &4 tel que ¢ ~=—=u_€ 4,
~ B. n o~~~
n
n+1
G o =pB_1u .

Pui%que ((a )) est supposé fini, @((Bn)) est fini, de méme @((un)) . Doy

L.a— e w(Q) , et A est une fonction de Pdlya ; il existe m +tel que

n
+1m T au ) r
*E =5 Y. =% Cg#) .
Parem By TR
Cas particulier : Soit (aﬁ> une suite de Z . Si ——-e R(g) glors
> 4

11

2a X € R(Q) .
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Plus généralement, si (a ) est une suite d'entiers algébriques non nuls telle

- nl
’ = )
que £ —— € Q) , elors 2 a X e R(Q) .
o ¢
totons, comme consdquence, que si A € &Kg} et B € GKQ) s C €7 et

Iy

o no.n o . . . . . o n ,

L — X e v{g} (en marticulier si A est inversible), alors Z.;g X" e a{g) .
n n
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