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10e année, 1968/69, n° 13, 8 p. 17 mars 1968

COMPORTEMENT DES FONCTIONS ARITHMETIQUES COMPLEXES, MULTIPLICATIVES,
A VALEURS DANS LE DISQE |z| < 1

par Emmanuel GILQUIN

A toute fonction arithmétique f , on fait correspondre la fonction

M(x) = 2 f(n) , o xeR .
ngx -

Quand % ~» + ® , si %-M(x) tend vers une limite finie, cette derniére sera,

par définition, la valeur moyenne de la fonction f .

Dans ce qui suit, nous nous limiterons aux fonctions arithmétiques, multiplicati-

ves, et telles que ]f(n)]~$ 1, Vne Q% (ces fonctions forment la classe mo )y

en vue, en particulier, d'une application & la recherche des lois de distribution
des fonctions arithmétiques additives & valeurs entieres (ef. exposé n® 5 de ce
Séminaire, par H. DELANGE).

La conjecture d'Erdls : "Une fonction de WO , ne prenant que les valeurs + 1
ou = 1 , admet une valeur moyenne", a été démontrée par WIRSING, qui & émis une

conjecture plus générale

"Pour toute fonction de ﬁo y 11 existe un nombre complexe CO , un nombre réel

8y s et une fonction Lo(u) , de module 1 , a oscillation lente, tels que

l+ia
O volx)  (LaDn .

M(x) = CO Lo(log X) X

La démonstration compldte en a été donnée par G. HALASZ ([3]). On peut 1'alléger

notablement en utilisant des théorémes précédemment démontrés par H. DELANGE ([1]

et [2]).

Schéma de la démonstration. — On part de la fonction

s £(n)
F(S):Z 2 (S::O'-I-it, O'>l) .
n=

Pour utiliser au maximum la multiplicativité, on associe & f 1la fonction £
strictement multiplicative (c'est—-3-dire telle que £ (m)of (n) = £ (mn) , pour

3 s,
tout m et tout n de N ),définie par

f*(p) = f(p) pour tout p premier .
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Pour o>1,

F#(s) =OZ° f*(n) -1 (l . f*(p) . fiéz(p) + .“> - exp(g A(n) f’(n)\ .
p s

P D ‘n=1 n

0, dans le cas contraire .

¢ 1 1 1 >
Nous voulons comparer |F (s)| et T e Or t(o) = — + G(o ~—) » Donc on

peut, en fait, comparer |F'(s)| et ¢(o) .

F (s s AMn —i s Mo
Bt - onfE 2gd wie ) 570/ emf M2

“lon

= exp<~ noé x(ﬁ) (1= Re[f*(n) n-it])> .

La série en exposant est une série & temmes positifs. Sa somme, qui est positive,

est, pour t fixé, une fonction décroissante de o .
Etudions le comportement de cette derniére quand ¢ =-» 1+ 0, & t constant.

Deux cas se présentent s

(A) I1 existe au moins un 2y réel, tel que

* —-ia
)\(n) (1 - Re(f (n) n O)) = A, constante finie .

(o}
n

1im
o1

= M8

(B) Pour tout +t fixé, cette somme tend vers + © quand ¢ =-» 1+ 0 . Or cet~
te somme est une fonction décroissante de o . En appliquant le théoréme de Dini,

on déduit que cette somme tend vers + ® quand o =-» 1 + O , uniformément par

rapport & t sur toute bande |t] <K.

Donc, dans ce cas, E#(s) = c(—(;—_l_——l-> (6 => 1+ 0) uniformément par rapport &

t sur toute bande ltl <K .
I1 est nécessaire et suffisant, pour qu'fon soit dans ce cas, qu'on ait, pour tout

o«
t réel, 2 ')'\'%Q' (1 - Re(f*(n) n-lt)) =+ ® , ce qui équivaut &
1

s 1= Re(£ (p) p™%) _ .
0 D
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1. Etude du cas (4).

1¢ Montrons que

. Aln
8 # a; » lim > )

est unique. — Raisonnons par 1'absurde. Supposons que, pour

5 --ia1 % —ial
= (1 = Re(f"(n) n ) <+o. |f(n)n |
c?l 1l n

£ 1, done

21 - Be(F () n 1) 31— @) n L

D'autre part,

-i

21 - f*(n) n 9124 2| (n) n-.iao - ni(al--ao)l2 > |1~ ni(al"ao)l2 .
On remarque que
]f*'<n) n-iaO - ni( l-aO)l = |1 - f*(n) n~ial ’
et que lni(al—aO) =1 . Donc
TRt D

Comme |f (n) n | <1, o0na

21 - Re(f () 1 0)) 5 [1 - ) n 02

Dtou finalement 1'inégalité

@ -ia _ i(a,-a,) s -ia
(1-Re[f' () m ‘D yg(1-feln T U -[1-Relf () n T .

Donc, pour tout o>1,

EZ‘-%-)- (1 = Re[f" (n) n—ialj)
n=1n
513 2e) ;. ot 0y M) [y o pe(f () n O]
1 n 1 n
Or

i(a —a) .
nc (1-Re(n L O)):log} l;()

G =1ila, = 3T

uand o -1, |C(o 1(al - ao))] tend vers une limite finie, puisque a # a
~ia

o]
® #
tandis que ((o) —> + @ ; comme 2 2‘—(%-)— [1-Re(f (n) n O)] tend vers une
1 n
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limite finie, la série au premier membre de 1l'inégalité ci-dessus ne peut tendre

vers une limite finie.

L'hypothése a, # 8, est donc absurde.

2 AMan) - -1,
20 Si lim (1 = Re[f (n) n 1) est finie, alors

e * -18
> M(n) (1 = Re(f (n) n O)) converge ,
1

ce qui équivaut d'ailleurs 3

%

converge ( D premier) .

s 1= Re(f* (p) p
5 )

or £ (p) = £(p) . On déduit immédiatement

3 leyo, fe>0 .
~ia P
0
Re(f(p) p )<l=eg

Et donc, d'apres les théordmes 2, puis 1, de DELANGE ([1]),

. ~ia
-ig N © 3 0 J
23 fa)n V=T (1-%/"(1+ s ) jf(?p)>+c(1)
ngx pgx ' J=1 P
-ia
0
S Cexpl- 3 Az ERD 3oy
P<x P
C étant une constante.
--ria,O r
(a) (C=0) ==> (2 f(2°) ==1, ¥ r>1) . Donc, dans le cas (4),
-ig
0
"n f(n) admet une valeur moyenne nulle" équivaut & cette propriété (puisque
-ia
1~ Re(2(p) p_ )
le module de 1'exponentielle admet une limite qui est exp{~ > 2/ D ] )
D b
. -iag
On verra plus loin que f(n) a le méme comportement que f(n) n .
(b) Si C#0, il y a deux cas possibles :
~iag ~lag
() 2 In(£(p) p ) converge (ce qui dquivaut & > 1 - £(p) p conver-

D p . D

~i
ge), et alors f(n) n %0 admet une valeur moyenne non nulle CO 3

(B) Dans le cas contraire, on peut poser
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s In(£(p) p O)) = L(u)

On a bien |L(u)| =1, et d'autre part

. In(£(p) p-lao)| <;N/ [ N (s Imz(lo-.laO £(p))
P 4 \

eu<p<ezu e <p<e eu<'p<'e2u

--ia.O
Nl s g> > 3 1 - Re(p £(p))
N \
éu<p$ezu e <p<e

It

log log x4+ a+ o0 !

Or 2 Tog X) .

P

o2 [0

Donc le ler terme du produit tend vers log 2 quand u =-> + « , tandis que le

2¢ tend évidemment vers O .
—:i_a.O
Si MO(X) = 2 f(n)n , on peut écrire

<X
s MO(X) = C, wL(1log x) + o(x)

-':i.a,O
Passage de f(n) n a f(n) .

S £n) = M(x) = fz s O a(ny(x)) = . 0 Hy(x) - ia fj pra-l My (t) at .

nx
I1 est évident que (MO(X) = o(x)) <=> (i(x) = o(x)) , si
Mo(x) = CO xL(log X) + c(x) .

Alors on montre, aprés le changement de variable t = xu , et un passage a la limi-

te dans 1l'intégrale obtenue, que

CO 1+ia,O
M(X) = T—:—]:;— X L(log X) + O'(X) .
0]

2. Btude du cas (B).
Montrons le théoréme taubdérien suivant

Si
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) uniformément par rapport & t sur toute bande Itl <K ,

F(s) = {c - T/

5
f(n) multiplicative strictement, avec |f(n)| g1, ¥Ynel

(condition taubérienne), alors f admet une valeur moyenne nulle.

Schéma de la démonstration {voir G. HALASZ [ 3]. Les hypothéses utilisées ici sim-

plifient beaucoup la démonstration).

Fa(s)r_-zf_(.n_)_i_og_a :
1 n

on lui associe

N(x)

2 f(n) logn .
ngx

Il

si N(x) = o(x log x) , alors M(x) = o(x) « D'aprds une formule connue,

s
. z_ L | 2 :
> f(n) log n.log 5= 5T (o) 3 [- Pt(s)] as , o gy >1 ,
ngx 0 s

si
5 £(n) log n.log = = o(x log x)
n

ngx
on pourra en déduire (en dcrivant 1'égalité pour x et =x(1 + ¢) , et en sous=
trayant membre & membre)

N(x) = 2 f(n) log n = o(x log x) .

ngx

Choisissons oy = 1 + —L . Soit (oo) la droite d'abscisse oy . Sur la droite

log x
(oo) , on a, d'aprés 1'inégalité de Schwarsz,

&1 (o %t |F1(s) IE:' (s)] (s
II(GO) —;5— [-Pr(s)]as| ¢ x f(go) Isiz = e I(GO) 1313/4 %sIS}L las|

% ()]
N/r[(c ) -]~—Fzr-—‘ lds| f(o ) h Ig%%- |ds
(Pour le reste de la démonstration, voir [3].) On notera en particulier 1'emploi de

la formule de Parseval pour se ramener & la fonction [ , ainsi que la technique

utilisée pour majorer le ler terme du produit, en partant de

o) ToREH® 22 - o2
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Donc f(n) admet une valeur moyenne nulle.

Pour montrer que tout f de &
q — 0 ]

ne nulle, on applique le théordme 3 de DELANGE ([2], p. 285) & = (n) .

tel que F(s) = g(g—é—T> , & une valeur moyen-

La conjecture de Wirsing est donc entidrement démontrée.

Pour terminer, revenons & la conjecture d'ErdSs, et aux problémes des valeurs

moyennes.

Dans le cas ou f ne prend que des valeurs réelles (ctestmd=dire =1 et + 1 L
-3_30
s 1=~Re(f(p) p )

il est évident que s'il existe & tel que 2 o converge, alors
1Y
(=~ ao) jouit de la méme propriété. D'apres le théortme d'unicité, ag = 0 . D'au=

tre part, dans ce cas, par construction, Llu) = 1 y Y u . Ce qui montre la conjec-
ture 4'Erdos.

L'étude des valeurs moyennes permet de préciser le résultat de Wirsing.
D'apres ce qui précdéde, f n'admet de valeur moyenne nulle que dans les deux cas

suivants

ria -it

0 - *

(a) f£(25) =2 y 8y Stant leseul t tel que X L Re(f}()p);g ) converge
r

(b) X 1 - Re(£(p) P—it)
D 1Y

=+ % , pour tout t réel .

D'apres le théoreme 1 de DELANGE [2], f n'admet de valeur moyenne non nulle gue

dans le cas suivant @

v 1-°

> ~__E;£l2- converge (ce qui correspond & ag = 0 et au cas étudié (A-a=-q)),
Y

et

f(2r) ==~ 1 n'est pas vrai pour tout r>1 .

Dans tous les autres cas, f n'admet pas de valeur moyenne, et on a la forme gé~-
nérale

1+iaO
M(x) = CO LO(log x) x° + G(X) .
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