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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 20~01
(Théorie des nombres)
9e année, 1967/68, n° 20 22 avril 1968

‘ !
PROPRIéTES ARITHMETIQUES DES POLYNOMES D'EULER

par Dominique FOATA

1. Introduction.

I1 y a bien des fagons de définir les polyndmes d'Euler. La plus rapide semble
&tre de considérer 1l'expression suivante, fonction de deux indéterminées commuta-

tives u et %
(1.1) Flu, t) = (1 - t)/(explu(t - 1)) - t) ,

de noter qu'elle peut encore s'éerire

(1.2) Plu, t) = (1 = 2 (t - 1)L/ n1)7t

d'olu en développant suivant les puissances de u

(1.3) F(u , t) = )3 K£(t) o / n! ;
nz0

ou Eb(t) =1 et ol, pour tout n >0 , l'expression E£(t) est un polyndme de
degré (n - 1) , appelé polyndme d'Euler d'ordre n . Si 1'on pose, pour n >0 ,

_ nil k
(1.4) i (t) = At
n J=0 n,k
les coefficients An K sont les nombres d'Buler. Ce sont des entiers positifs sa=-
?
tisfaisant
n=-1
(1.5) 2 A K = n! pour tout n >0 .
k=0 !

Pour tout n > 0 , notons Eh le groupe des permutations de 1l'ensemble

[a]l=9{1,2, ..., n} . 81 o est dans G%., le nombre d'excédents, noté Exc ¢,

de la permutation o est défini comme le nombre d'indices j telsque 1< j<n
et o(j) > Jj . De m8me, si r est un entier (strictement) positif, le symbole

Excr o désigne le nombre d'excédents de o supérieurs ou égaux & r s ctest-a-

dire le nombre d'indices J telsque 1< j<n et g(j) - Jj2r . Notons que

Exe = Excl . Formons les polyndmes en %

(1.6) {0 s g} =4 (t)
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et
Exc .0 r
(1.7) 2 {t : o€ g} ="4(t) (r,n>0) .

Nous nous proposons de démontrer ci-dessous que l'on a K£(t) = An(t) pour tout

n >0 . Nous allons en fait prouver que si l'on forme la série formelle

2 %/ nt : = 2 n D= :
=0 An(t) u / n! , ou Ao(t) 1, on a alors S0 Ah(t) u / n! Flu ’ t) , ou

Flu , t) est donnée par 1'expression (1.1). De méme, nous prouverons l'identité

(1.8) S (1/la-r+ 1)) BT T (1) = (2 - 1) (Plu, £))F .
nzpr-1 n

Ces résultats ne sont pas nouveaux (cf. RIORDAN [ 3]), mais les démonstrations
données ici sont originales. En particulier, on trouvera dans le paragraphe 4 une
double interprétation des polyndmes An(t) en termes dlexcédents déja définis et
en termes de descentes qu'on définira alors. Egalement une nouvelle classe de poly-
nBmes est introduite, qui généralise la classe des polynSmes d'Euler. Ils admettent
aussi cette double interprétation en termes d'excédents et de descentes. Toutefois,
leur arithmétique ne semble pas définitive. On ne donnera pas ici 1'étude modulo p,
ol p est un premier des polyndmes Ap(t) . Notons que tous les résultats présen-

tés ici feront 1'objet d'une prochaine publication [1 ].

Le paragraphe 2 contient toutes nos notations et en particulier les définitions
de deux fonctions w et w qui vont jouer un rdle fondamental par la suite. Le
paragraphe 3 donne une formule de Cauchy et ses conséquences. Aprés le paragraphe 4
qui a déja été décrit, on trouvera dans le paragraphe 5 la preuve de 1l'identité

(1.8) ci-dessus.

2. Notations.

Si I est une partie finie (non Vide) de N \ {O} , on désigne par E& le grou-~
pe des permutations de 1l'ensemble I , par ]Il le cardinal de I , par " 1la
bijection croissante de I sur [|I|] et enfin par ' : & > 6[I| la bijection
qui fait correspondre & ¢ €®; , la permutation w'(o) € GII‘ envoyant @"(i)
sur @"(o(i)) pour tout i € I ; De plus, CI désigne 1'ensemblé des permutations
circulaires de I et SI 1l'ensemble de tous les mots, de longueur }II dont
toutes les lettres sont dans I et sont distinctes. Pour I =[n], (n>0), on
éerit Sn et Cn au lieu de S[n] et C&ﬂ . Les ensembles E& etSI ontalors méme
cardinal et l'on note p : E& -> SI la bijection qui & o € 61 fait correspondre
le mot p(c) = c(il) g(i2) ees o(i!I!) de SlI

la suite croissante de tous les éléments de I . L'application w=p o w'o D

ou (11 y iy s eee s illl) est
-1
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est alors une bijection de S. sur SIII . Mainténant on écrira As =n (resp.
Ao=n)si sc€ SI et [II =n (resp. g € €£ ) 3 on supposera, de plus, llexis~
tence d'un élément e tel que Ae =0 et 1l'on posera Sy = {e} .

Pour définir l'application w , on forme d'abord le monoide abélien libre, noté
ct , engendré par l'ensemble C = ngO Cn . D'aprés la théorie élémentaire du grou-~
pe des permutations, toute permutation o € Gh s'exprime d'une,et dlune seule fa-
con, comme un produit (commutatif) de permutations circulaires opérant sur des sous-

ensembles disjoints de [n] . Si donc ¢ est égal au produit T y ol

1 T2 LN ] Tm
Ty 2 Tooa eee s Ty sont des permutations circulaires opérant sur des sous-ensem-—

bles disjoints, on posera

- — ot 1 1
{2.1) w(o) = o (Tl) m (TZ) cee W ('rm) R
ou le second membre de (2.1) est un produit dans le monoide C+ .

2.2. EXEMPLE. - Considérons la permutation

Elle s'exprime encore comme le produit de cycles
o = (312)(74)(865)

en utilisant les notations habituelles pour les cycles. On a alors

o(s) = (312)(21)(321) € ¢* .

Enfin, si 1'on pose I = I(s) si, et seulement si, s €S 1'application

I 14
s =» (I(s), w(s)) est une bijection de 1l'ensemble U{SI : I fini < N\ {on

sur 1l'ensemble des couples (I , s) tels que I est une partie finie de N A {0}

et s € SlIl . Le couple (I(s) ’ m(s)) est dit présentation de s .

2,3. BEXEMPLE. - Considérons le mot s = 7483 ; sa présentation est donnée par le
couple (I, s') ou I est l'ensemble I = {3,4,7, 85 et s' est le mot

t = ES *
s 3241 A

3. Formule de Cauchy.

On appellera ainsi 1l'identité (3.2) ci-dessous, car elle donne justement en ap-
pliquant aux deux membres un homomorphisme approprié, la formule de Cauchy sur les

indices des cycles du groupe EE .

3.1. LEMME. - Dans l'algdbre large du monoide ¢t , on a 1'identité

(3.2) 1+ 2 (1/nt) Z o) =exp{Z (1/i1) Z q} .
n>0

o€(‘5n i>0 g€ Ci
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La vérification du lemme 3.1 est une simple question de comptage.

Désignong maintenant par Bn(t) le polyndme

(3.3) B (1) =2 (¢329 1 g e}, (@>0) .

La formule de Cauchy va nous permettre d'obtenir une identité entre les An(t) et

les Bn(t) d'oll nous déduirons une identité sur les An(t) .

D'abord, si la permutation o est le produit des cycles disjoints o = Ty ToeeeT

on a

(3.4) Exc o = Exc 7, + EXc 7, + ... +Bxe T .

2

Si, dtautre part, on a w(g) = q U e G € ¢*, alors on a encore
(3.5) Exc ¢ = Exc q, * Exc Ay + eee F Exc q

Désignons par { 1'homomorphisme de l'algebre large sur Q de ¢t aans 1'algdbre

Q[t , ull, induit par 1l'application q -> 2220 4 M op

(3.6) (o))

il

d;(ql) xb(q2) eooila)

) uxq [Nty tExc q ,tExcq ~+Exe q

=1u Ao tEECOA (drapreés (3.4) et (3.5)) .

Comme il est clair que l'homomorphisme ¢ est continu, on a en appliquant | aux

deux membres de 1l'identité (3.2)

1+ 2 (1/a) w® T tBESO_ oxp( 3 (1/i1) b T ¢EXCAy
n>0

(EEE i>0 qECi
soit
(3.7) 1+ 2 (1/n!) u® An(t) =exp{ 2 (1/it) ut Bi(t)} .
n>0 i>0

BEn anticipant sur le paragraphe suivant, ou nous montrerons que

(3.8) Bi(t) = tAi_l(t) pour tout i >0, (Ao(t) =1) ,

nous déduisons de (3.7) 1'identité

(3.9) g (1/nt) u* a (t) = exp{ OZO (1/11) u* ta,_ (¢)]

n=0 i=1

Maintenant, l'identité (3.9) permet de démontrer que 1l'on a bien

(3.10) 2 (1/a1) u® A (8) =F(a, 1)
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ol 1'expression de F(u , t) est donnée en (1.1), c'est-a~dire que E?(t) = An(t) .

Posons, en effet,

x=1+ 2 (1/11) &, (%) ut puis xt= 2 (1/nt) WA (v) .
i>0 n=0

Si 1'on prend alors pour t et u des nombres réels en module, inférieurs & 1 ,
alors X' est précisément la dérivée de X par rapport a u . L'identité (3.9)

peut alors s'éerire
(3.11) X' = exp(tX +u - tu - t) .

En intégrant cette équation différentielle entre O et u , on trouve une expres—
sion pour exp(tX) . En reportant celle-ci dans (3.11), on trouve alors la formule

désirde
(3.12) X' = (1 - t)/(explu(t = 1)) = t) =F(u, t) .

Nous donnerons dans [ 1] une autre démonstration de ce résultat.

4. Excédents et descentes.

I1 nous reste encore a démontrer (3.8). Nous allons tout d'abord définir une

nouvelle classe de polyndmes généralisant les polyndmes Ah(t) . Ci-dessous, tl ’

t2 ’ t3 , ... vont désigner des indéterminées cgmmutatives et n va étre un en-
tier (strictement) positif fixé. Si M = 1<U<n th est un mondme en les tj et
SRS
r >0 un entier, on pose
‘ (x,-r+1)"
(4=1) ! = I t, J ’
1gja-r Y
— T+ 1
(4.2) Me = 11 %Y ,
1<gsm-r

gi 0<r<n et M% = M; = 1 dans les autres cas. Enfin, IMI va désigner le
nombre d'indices j telsque 1 j<n et Xj > 0 . Par linéarité, on étend les

deux premi®res opérations & tout polyndme de Z[tl » By 0 eee s tn] .

Maintenant, pour tout s = x, X, ... X, € Sn , (n > 0) , on pose

172
(x.-3)"
(403) ES = ﬂ i ! ’
1<jn 9
x._l—x.)+
(4.4) Ds = I tX J J aveC X, = o ,
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(4.5) Ee=De=1 ,

puis

(4.6) Q(Sn) =2 {Bs: se Sn} ,

(4.7) (s, ) =2 {Ds: se s} -
Notons que l'on a

(4.8) B(s)) = B(s); = B(S )}

et aussi

(4.9) p(s,) =0n(s)); =Dn(s )y

Notons encore que si o € Eh et p(c) =8 =X, X ees X € Sn , alors Iﬁsl

S
1 2 n
est égal au nombre d'entiers j tels que 1 jg<n et xj - j >0, Autrement dit,

~

Exc ¢ = Es et on retrouve ainsi le polyndme
(4.10) a(0) =3 (elBsl gesy .
n n
Nous nous proposons de démontrer le résultat suivant :

/A
4.,11. THEOREME., = Pour tout entier r»r >0 , on a

: 1 — no_ 1o T n
(4:12) E(s))! = B(s ) =D(s ). =2(s )"
Ce théoréme sera démontré, si nous prouvons les deux lemmes suivants :

4,13, LEMME. - Pour tout entier r >0, on a

(4.14) E(s ). = E(s )"

4.15. LEMME. - Les polyndmes E(S ) et D(S ) sont identiques.

Pour prouver (4.14), il suffit évidemment de considérer le cas 1 <r <n . Pour

S =X, X, «e» X € S, posons
n n

172
B(s) = Xr Xr+1 see Xn Xl cee Xr—l .
Alors
(x. -j-r+1)
Els= Tt Jre=t =EL B(s)

I<isnsr
et le lemme en résulte du fait que B est une permutation de Sn .

“Pour prouver le lemme 4.15, il suffit encore de construire une permutation vy

de Sn telle que 1'on ait E=Do° vy . D'abord, si s = p(T) , ou T est une
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permutation circulaire d'un ensemble fini I , on pose y(s) =Yy Ty oo yIII , OU
1
1© I est 1l'ensemble {yl » T 0 wee s yIII} y
20 yl =max{y1 ’ y2 ? s ’Y|Il} ’
o - i = = .
3 wly) =y et st [l >1, alors t(y,) =y, oo s Tly) =g

Ensuite, si p—l(s) est le produit des cycles disjoints Tl Ty oo Tp (m > 0) ’
alors T(s) est le mot obtenu en juxtaposant les mots y(p(Tl)) ’ y(p(T2)) g see s
Y(P(Tm)) de sorte que la suite formée par les premiéres lettres de ces mots soit
croissante. On vérifie alors que BEs =D y(s) « L'application vy est bien bijecti-
ve, car si v, Vv

1 2

produit de juxtaposition de mots w1 Wy eee w qui débutent par leur plus grande

lettre et qui sont tels que la suite formée par leurs premidres lettres est (stric-

cee V) est un mot de Sn y 11 factorise de fagon unique en un

tement) croissante. Donnons un exemple qui va illustrer la transformation.

2 .3 2

4.,16. EXBMPLE., - Si s = 31276845 € 88 s 2lors Es = t7 t7 t. t° . La permutation

1 7475 6
p-l(s) est le produit des cycles (312)(74)(865) . On a done «(s) = 31274865 et
_ .2 3 2 _
D y(s) = tl t4 t5 t6 = Hs ..
Si s = Xy Xy oeee X € Sn , alors ]Qsl est ézal au nombre d'indices j tels
que 1 <jgn et Xj—l - Xj > 0 . Nous dirons que c'est le nombre de descentes

du mondme s . On a alors une deuxiéme interprétation du polynéme Ah(t) y & rappro-

cher de la formule (4.10)
_ Ips|
(4.17) A, (%) =2 {t'=°1 : ge 5.} -

I1 nous reste encore & démontrer que Bn(t) = tAn_l(t) , (n>0) . Nous allons

établir un résultat plus général et prouver en fait le théoréme suivant :

/ N
4.18. THEOREME. - Soient r et n deux entiers telsque r>1 et n>0 et
E(Cn) le polyndme
(4.19) §(Cn) =3 {Bs: s € p(Cn)} .

On a alors

. t " - ] = 1" o
(4.20) E(Cn)r - E(Cn)r - EKSn»l r=-1 E(Sn-l r-1
Preuve. - I1 suffit d'abord de démontrer (4.20) pour r = 2 , Notons ensuite que
dans la démonstration du lemme 4.15, nous avons défini une permutation v de Sn
telle que E = Do vy . Or cette permutation vy envoie les mots du sous~ensemble

p(Cn) sur l'ensemble nSn_1 des mots de Sn dont la premiére lettre est n .
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On a donc en particulier

(4.21) B(c ) = D(ns

D(ns _,) =2 {Ds: se ns,_,} .

I1 nous suffit donc en fait de démontrer, & cause de la remarque initiale, de (4.12)

et (4.21), en supposant n > 2 ,

(4.22) p(s, )y (=n(s, _,)) =Dlus )1 .

n~1"1 n-12

Pour ce faire, on désigne d'abord par § 1la bijection de Sn_1 sur 1l'ensemble

Tn des mots de Sn dont la premiére lettre est 1 , définie pour tout

8 = xl Xy e X1 € Sn—l » par

(4.23) s(s) =1 X, + 1 X, + 1 ... X7 1 .

Ensuite, si f est dans Sn , on désigne par 6(f) 1l'unique mot de Sn obtenu
en réarrangeant circulairement le mot f de sorte que la premidre lettre de o(f)
soit n . La restriction de 6 a Tn est ainsi une bijeetion de Tn sur nSn_1 .
La bijection 9 o § ayant été définie, 1l est alors aisé de vérifier que 1l'on a
pour tout s € Sn—l

~

(4.24) Ds = DI (6 o §)(s) .
Ce qui démontre (4.22) et par suite le théortme 4.18.

4.25. BXENPLE. - Soit s = 31274865 € S, . On a 8(s) = 142385976 € Tq » puis
2 .3

(6 °8)(s) = 976142385 € 988 . On vérifie bien que Ds = tl t4 t5 tg , puis

D(e o §)(s) = t? tg tg t6 t% , dlol, en vertu de la définition (4.2), on a
» 2 .3 2
f — .
D2(9 o §)(s) = tl t4 tS t6 = Ds .

On déduit, en particulier, du théoréme 4.18 1'identité

1"
S
(4.26) s slBsl . o e s} =X(t° i se p(c_)}
pour n>0 , Or si s = X Xy een X est dans p(Cn) , donc est 1'image par p
d'une permutation circulaire, on a nécessairement X, > 1 . Par conséquent, il vient
(4.27) lBs| =1+ |BS s|

D'ou, comme Bn(t) =3 {tgﬁﬁo': c e Cn} =2 {t|§S| : s e€ p(Cn)} , on a d'aprés

(4.27) |EY s
Bn(t) t 2 {t : s € p(cn)}

—or(oBl s ses 3 (@ame (4.26))
tAh—i(t) (atapreés (4.10)) .
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Ltidentité (3.10) est en particulier ainsi démontrée.

5. Fonction génératrice des excédents d'ordre supérieur ou égal & r .
D e e W A A N  a e e el e A N Y W e T a ey o g o o AT A AN ol o N et

Soient r et j deux entiers (strictement) positifs ; dens 1'introduction (en

(1.7)), nous avons défini le polyndme

: Bxc o
A(t) =2{¢ : 0 e6.} .
J J

Celui=-ci peut encore s'éecrire

. B} sl
(5.1) Aj(t) = 2{t : s € sj} .
Dtaprés le théoréme 4.11, on a aussi

. BUE! D, s] BLEY

(5.2) Aj(t) =2t ¥ =2t =2t ,

ou les trois sommes ci-dessus sont étendues & tous les s € Sj . De la m&me facgon,

on pose
r £, |
(5.3) Bj(t) =2{t : s ecj} .
Le théoréme 4.18 entratne alors
T _(rﬁ)
(5.4) a(e) = s )

Considérons maintenant la série formelle & deux indéterminédes commutatives u et
t , que nous appellerons fonction génératrice des excédents d'ordre supérieur ou

égal a r ,

(5.5) = 2 () w1
jzr-1

Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant

/N
5.6. THEOREME. - Dans 1'algdbre des séries formelles Q[[t , u]], on a 1'identité

(5.7) Ta=(r-1)r ()T .

Soit S* le monoide libre engendré par S et soit QLES*]] 1'algdbre large
sur @ du monoide s* . Pour démontrer ce théoréme, nous allons établir d'abord
une identité dans Q[[S*]] (formule (5.18) ci-dessous) et 1'identité (5.7) en ré-
sultera en appliquant aux deux membres de la formule (5.18) un homomorphisme appro-—

prié.
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Soient r et J deux entiers telsque O r-1<j.Unmot s€ Sj stéerit

d'une et d'une seule facon

(5.8) s=f i, fyi, £ 1 f 0,
ou 11 p 1y eee s lr—l appartiennent & [r - 1], ol le §Ot i, 1, . 1rq est
dans S _, , et od £ , f,, ..., f sontdesmots de N (dont certains peu-

vent 8tre vides).

Posons 8g = 11 i, ... lr—l € Sr—l et soient (I1 ’ sl) , (I2 ’ s2) ,.o.,(Ir, %r)
les présentations (au sens du paragraphe 2) des mots f1 , f2 y wce fr . D'abord
on a
(5.9) w(fl) =8y w(f2) TS50 eee s w(fr) =8,
et nous poserons

*
(5.10) . ¢r(s) = s1 Sy e Sp € S .

Ensuite, comme s est multilindaire, la suite (Il , 12 y see g Ir) est une par-

tition ordonnée de l'ensemble [j]\[r - 1] en r sous-ensembles (dont certains

*
peuvent &tre vides). Désignons par st 1le sous—-ensemble des mots de S de lon-
gueur égale & r ., Alors le mot s € Sj (o <r-1¢g j) est encore caractérisé

par un triplet

(5.11) (so , (I1 b Iy s eee s Ir) ) 8y S, eee sr)

dit sa r-présentation tel que

1° SOe Sr-l ;
(5.12) 20 (Il » Iy areen Ir) est une partition ordomnée de [j]\[r - 1];
' r
3° s, 8, +o0 8_ €8
172 r ?

° S S .o S .
4 S € Illl y 8, € |I2’ ’ » S, € IIr}
D'apres les 2° et 4° de (5.12), on a donc

(5.13) AS; + As, + .o FAs +T-1=5 .

Soit f = s1 32 oo

s, € st tel que la relation (5.13) soit satisfaite. Nous
nous proposons de déterminer le cardinal de w;l(f) . Les mots s € S satisfaisant

wr(s) = f sont alors nécessairement dans S. et leurs r-présentations ne diffe-

rent que par leurs deux premiers termes. D'aprés (5.11), on a donc
=1 _
o () = s, [ lel

ol @ est l'ensemble des partitions ordonnées (I1 » Iy eee sy Ir) de [GIv[r - 1]
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telles que
IIll = AS

|I2' = As cee IIrl = AS .

1’ 2’ r
Par conséquent
— 1 /(N a ! 1 1
®| = (xs1 FAS, oo+ xsr)./(Asl. syt xsr.)
et

(5.14) 1¢;1(f)l = (r = 1)t (s +hs, + oo+ 28 )Y/ (hst ds,

Posons, pour r >0 ,

(5.15) S ITR S
jer-1 9
et
(5.16) (r—1)§ =2{(1/(xs =T +1))s: se (r°1)S} ,

*
ol le second membre de (5.16) est une série formelle de 1'algdbre Qs 1].

Pour r =1, on a (O)S =S , et on pose S = (O)§ . L'application wr envoie

(r-1)5 qur 8T soit

¢r((r—1)s) - SI‘

*
En prolongeant par lindarité ¥, en un homomorphisme de module de Q[[S J] dans

lui-méme, nous avons la proposition suivante :

3t
5.17. PROPOSITION. - Dans 1'algdbre Q[[S 1], l'identité suivante est vérifide

(5.18) ¢r((r‘1)§) =(r-1)rs" .

Preuve. - Dans (5.18), §? est la puissance r-iéme de la série formelle S

((T-l)

Maintenant, d'aprés (5.10), on définit ¢r §) comme

1(Fg) =5 (/s mx v 1)) 4 (0) s e Uy

D'aprés (5.13), on peut écrire

wr((r'1)§) = Z-{(l/(xsl +As, + oo+ As )Y) !w;l(f)lf : f=s s,

- ? 1 ' 1 .
(r = 1)t 2 {(1/(%51. Ksz. . e Xsr.)) Sy Sy eee 8. % 8 S,..

(dtapres (5.14))

r
+oe 8,€85 }

r
-s_&8 }

i

(r = 1)t (Z{(1/xst)s : seshT
(r - 1) §? .

Ce qui prouve la proposition 5.17.
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Revenons maintenant & la formule (5.8) en supposant s = X, Xy oo Xj € Sj . Alors

|Q¥ sl n'est autre que le nombre d'entiers k telsque 1<k g j et Xy > ka:r.
Par conséquent, en conservant toujours les mémes notations que dans (5.8), les mots

fl , f2 9 eee
telles que Xy >x 2T On a done

fr sont les seuls facteurs du mot s & contenir les lettres xk

(5.19) oy s| = IQ; fll + |9; f2| +oeee + |Q; £l

Maintenant, d'aprss la définition de 1l'application w , il est immédiat que 1'on a
(5.20) D w(£)] = [pn £]

si f est un mot dont les lettres sont des entiers supérieurs ou égaux & r . Il
résulte alors de (5.9), (5.19) et (5.20) que l'on g

(5.21) D sl = [ps;| + IDs,| + oo+ [Ds | .

As t|Qs|

Dlautre part, llapplication s ->» u
#
mu de 1l'algébre Q[[S ]] dans 1'algdbre @[t , ul] . D'aprés (5.10), on a

induit un homomorphisme ¢ conti-

(5.22) o(y,.(s)) m(sl) o(s,) +oo ols,)

) uks1+ks2+w+ksr t|951]+1252|+«+125r|

=1 t
dtaprés (5.21) et (5.13) puisque As = j .

Dans ces conditions, si on applique ¢ aux deux membres de (5.18), on a

ﬂP(“lr((r—l)g) =2 {(1/(xs = + 1)1) CP(\br(S)) . s e (r_l)s}

D" st
= Z.{(l/(ks - T + 1)!) qu—r+1 g 7T T s € (r_l)S} (d'aprés (5.22))
j—1+1 |2"S|
= 2 (1/(3-r+ 1)) u? S{tF : ses.}
jzr=1 J
= T (1/(G -1+ 1)) W97 Ty (%)
jzr-1 J

= é .
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De méme,

o((r = 1)1 87) = (r - 1)1 (2 {(1/as!) o(s) : se s

= (e -1t (T ((/nst) 5128l o cgpT
S (e -0 (5 (/50 W TPl syt
320 J
=(x -1 (X (1/5) w o ()T
320 J

= (r-1): () .
I1 en résulte l'identité (5.7) et par la-méme le théoreme 5.6.

Notons pour terminer qu'on trouvera dans 1'ouvrage de NIELSEN [2] des relations

entre les nombres d'Buler An 1 et les nombres de Bernoulli et qu'enfin les poly-
?
nfmes d'Huler ont re¢u une autre généralisation dans un article récent de ROSELLE
[4].
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