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s N\ / / /
THEOREME DE PREPARATION DIFFERENTIABLE ULTRA-METRIQUE

par Norbert A'CAMPO

l. Application de classe c®? , théordme des fonctions implicites, théoréme de Borel.
Soient K un corps valué complet, E et F deux espaces de Banach sur K ,

Q un ouvert de E ,et f : (Q -» F une application.

Définition. - Une telle application f : (Q -» F est dite strictement différen-
1

tiable ou de classe C~ s'il existe des applications continues

pf: o - £(E, F)

et
: QxQ > R ,
telles que
| @(x , ¥) 20 et @(x , X)) =0 ,
et

|£(x) = £(y) = Df(x)(x = ¥)|lp < llx = ¥llg oz, ¥)

lorsque x€( et yeQ .

L'application Df , qui est déterminée par f , s'appelle la différentielle de
f .

Par récurrence, sont définies les applications de classe c®? (p e Nu {m}) .

Nous avong besoin de supposer les applications strictement différentiables, car
nous devons établir le théoréme des applications implicites sans utiliser un "théo-

réme de Rollel,

Par une fl&che brisée f : (E , XO) — = F , nous notons un germe d'une appli-

cation au voisinage de X, dans E & valeurs dans F . Si nous désirons mention-

ner la valeur de f en XO , nous notons f : (E ’ XO) —_—— (F ’ yo) .

Un tel germe est dit de classe CP cP

s'il admet un représentant de classe

au voisinage de Xy -

/N
THEOREME 1 (Fonction inverse). — Soient E et F des espaces de Banach sur un

corps K wvalué complet, Soit f : (8 , XO) -— (F, yo) un germe de classe
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c® (p > 1), tel que Df(xo) : E->TF est un isomorphisme. Alors, il existe un

p : . I _
germe de classe C° unique g : (F, yo) > (8, xo) tel que f o g= 1y et
gof:l

(plus précisément f o g admet comme représentant 1. ...).
g 2 F

COROLLAIRE : Théoréme des fonctions implicites. On peut démontrer ce théoréme en

modifiant convenablement la démonstration pour le cas K=1R [4].

Plus loin, nous aurons besoin d'un "théoréme de Borel' ultra-métrique.

/A
THEOREME 2. - Soit K un corps valué complet non discret ultra-métrique (non

nécessairement de caractéristique O ). Alors étant donnée une série formelle
Fek[x, , ..., X J], il existe un germe f : (k*, 0) —— K de classe C

tel que sa série de Tajlor en 0 e K> soit la série F .

Nous nous réferrons & [1] et & [7] pour la définition de la série de Taylor d'un

germe f : (Kn , 0) ——=> K lorsque K est de caractéristique p # O .

Preuve. - Soit F = Zn F x¥ e K[[Xl ) «+o » X ] la série formelle donnée.
On pose e
0 (x) =1 si x ekt et le < min[1/2 ’ IFd|-1]
o
9 (x) =0 si xer® ot |x| >minf1/2, |Fa|—1] .

Alors la série

2 Fa qb(x) %

o

. o Ve 3
converge sur K' vers une fonction de classe C dont la série de Taylor en O

est la série formelle F .

Q. E. DS

2. Enoncé du théoréme.

Désormais K désignera un corps valué complet, non discret, ultra-métrique et

algébriquement clos.

Nous notons & 1la K-al gdbre formée des germes (K-, 0) ——=> K de classe
< . L'algdbre Sn est une algébre locale, son idéal maximal m(Sn) est formé
des germes (Kn ’ O) _—— (K , O) .

Comme pour les algdbres analytiques [ 3] ou pour les algebres différentiahles [5]

la famille (gn)neg_ permet de bAtir une catégorie SK .
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Les objets, appelés algebres différentiables, sont des K-algébres munies d'une
T
surjection Sn —8> A de K-algdbres (unitaires).
I T

Un morphisme de 8n -—é> A dans Em -—§;>B est la donnée d'un couple (@ , @)

¢ étant un germe de classe o ’ (k™ ’ 0) —— (Kn ’ 0) et d'un homomorphime

de K-algdbres 4 %> B tels que le diagramme suivant soit commutatif :

& _.2*”;5
n m

T[A T\'B

V
A -2 B
ou ¥ 3 &, —> Sm est défini par fe 8n b= f o pe & .

Dans la suite, nous notons par une seule lettre une algébre différentiable, scus-
entendu que la surjection est donnée : Par exemple, un morphisme d'algébre différon-
tiable est noté o ¢ L -> B, sous-entendu que les surjections ™, et Lo sont
données ainsi que ¢ : (& , 0) —— (Kn , 0) .

Une algébre différentiable est une K-algdbre locale, un morphisme d'algébre dif--
férentiable est un homomorphisme local de K-algdbres locales. Rappelons qu'un mor-
phisme « ¢ A -> B est dit fini (resp. quasi-fini) si o fait de B un A-mcdule
de type fini (resp. o e A/m(A) -> B/m(A)B' obtenu en passant aux quotients sui-
vant 1'idéal maximal m(A) de A et 1'idéal o(m(A))B de B, fait de B/m(a)B
un (A/m(A))—module de type fini).

Nous allons démontrer le théoréme suivant :

7\
THEOREME 3. - Pour un morphisme de la catégorie &  la quasi-finitude équiveut &

K

la finitude,

Un geme f &g = S(xl s eee s xn) est dit régulier d'ordre s en X, , i
s .
f(0, ... ,0, Xh> =X g(xn) ou g€ 81 = g(xn) et g(0) £0 .

COROLLAIRE (Théoréme de préparation). — Soit f e 8n = 8(x1 g eee g Xn) régulier

d'ordre s en X, - Alors, pour tout g e Sn.’ il existe q € Sn et

h, € gn~1 =:8(x1 y eee s Xn_l) (1 €1i<s) uniques tels que
B . s--1
g(x1 y eee Xn) = f(x1 y eee s xn) q(x1 y e xn) + h(x1 y eee Xn—l) X
\
Foee. ¥ hs(xl yoeee s X )
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Le corollaire se déduit [ 5] du théordme en considérant le morphisme Eh - Sn/Cﬂ

3¢ 1

obtenu en composant l'injection gn~1 2 Sn (associée & la projection g? 2> an

qui "supprime" X ) et la surjection canonique Sp -3 Sn/(f) .

3. Réduction du théordme 3 (MALGRANGE [5]).

Soit T : Sn -> K[[Xl y eee s xn]] 1'homomorphisme de K-algdbres, qui fait
correspondre & un germe f € gn sa série de Taylor Tf € K[[Xl y see Xn]] . Le

théoréme 2 signifie que T est surjective. Son noyau ker T est 1'idéal

wE) = 0 om)
i>1
l'intersection des puissances de 1'idéal maximal de Sn‘. On voit que la K-algdbre
séparée associée a gn s'identifie & K[[X, , ..., Xn]] y eﬁ par conséquent la
K-algebre séparée associde & une algebre différentiable 8n —A A stidentifie &
un quotient de K[[Xl y ves Xn]] .

Dans la catégorie des algébres formelles, blAtie & partir de la famille
(K[[Xl y eee s Xn]])nEN la quasi-finitude équivaut a la finitude [37]. Un raisonnement,
dd & MALGRANGE,montre Eue 1'on peut "relever" cette propriété dans SK , si 1'on
dispose d'un théoréme des fonctions implicites (théordme 1), d'un "théordme de
Borel" (théoréme 2) et d'un théoréme de division, que nous allons établir mainte-

nant au paragraphe suivant.

4, Théoréme de division.
N\M’\J\I\I\MN\I\I\IWWW

Notons (X s C t) = (Xl poeee s X HIe

Plc, t) =t° + c, 571

se réduit s'énonce ainsi :

1’ ,Cs,t)eKrlXstK.Soit

+oeee v c . Le théoréme de division auquel le théordme 3

/ A\ s ©
THEOREME 4. - Pour tout f : K' x K°> x K —» K de classe C y 11 existe q

Kn X KS x XK -=» K de classe C EE hi : Kp x K? -»> K de classe dn

(ig<igs) uniques tels que

f(x y C , t) = P(c s t) q(x s C , t) + ts—l hl(x ’ c) + cee + hs(x , c) .

Preuve.,

Unicité : I1 faut montrer que
0=Plc, t) qglx, c i %) + 451 hl(x , C) + el + hs(x , ¢)

s) .

N

entraine q =0 et hi =0 (1gi
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Fixons (x , ¢) € K* x K° . Alors, le polyndme R(t) = 571 hl(x y C) + aue +-hs(x , 9

est de degré < s et a s racines. Donc R(t)

il

0 . I1 en résulte que hi(x ,c)= 03

donc hi =0, puls qg=0 .

Existence : Considérons o ¢ K° -> K° ou r (ri) F—> (ol(r) s see Gs(r)) .

o5 est la i-idme fonction symétrique élémentaire & s variables. L'application

o est analytique, propre, et surjective (car X est supposé algébriquement clos).

Notons
oo d0
1 s
a—r-(r) eo s a—r-(r)
1
Jol(r) = : :
o0 fols)
-—-];(I‘) LY —‘j' I‘)
Bcs ars
son Jacobien et Ag(r) = det(Jo(zx)) = [ (ri - r.) . Notons
1<i<jigs J

S
7z={re X | no(r) =0} .
Le complément de Z est une partie ouverte et dense dans K° .

Soit f: K xK° xK -» K de classe C . Onpose F(x, r, t) =f(x, of),t)

la fonction F est symétrique par rapport aux s variables Tiog eee s rs .

Soit T(r, t) =P(c(r) , t) = TI (¢t - ri) . I1 est facile de trouver Q :
1<igs

K" x kK° xK = K et Hi s KO x Kg. - K (1 <igs) de classe ¢®  tels que

1

Flr , t) =T(r, t) alx , r, t) +t°° H(x, o)+ .. +8(x, ).

On vérifie que les Q et Hi sont uniques. Il en résulte que Q et Hi sont

symétriques par rapport aux variables r1 » ree s T o, CAT les données F et T

le sont.

Donc il existe q et hi rendant commutatifs les diagrammes :

Kn x K5 x K __9_> K Kn x KS -——E—> K

1 X g % lK 1 x o

Kn x Ks x K Kn x KS
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Puisque 1 X g X 1K et 1 x g sont surjectives, on a

fx ,c,t)=Pc, t) qglx,c, t) + ;51 hl(x y C) + eee + hs(x , ¢) .

Le théoréme de division sera établi si 1l'on sait que q et hi sont de classe

¢® . Cela résulte de la proposition suivante :

PROPOSITION. - Soit O un ouvert de Banach sur K . Soit & : Q x K° —=» K

. Jou] s’ 3 Y .
une fonction de classe C , symétrique par rapport aux s dernieres variables.

Alors % se factorise de manidre unique

Q x KS _2; K

Qg © est de classe ¢ .

Preuve.
Unicité : Immédiate, car 1Q x g est surjectif.

Existence : Soit (x ’ c) e Q x K° . Soit (x ’ r) € () x K°  tel que o(r) =c .
Posons @(x ’ c) = @(x ’ r) . La valeur @(x ’ c) ne dépend pas du choix de

r€ o_l(c) , car § est supposée symétrique.

Soit (x , r)e Q x K°, tel que Ac(r) # O . Alors le théoréme de la fonction
inverse (théordme 1) montre qu'il existe p : (@ xX° , (x, o(r))=2> (0xk° ,(x,1)

unique de classe ¢©  tel que p o° IQ xo=1 g Donc ¢ = & © p au voisinage
OxK
de (x, olr)) ; © est de classe ¢ sur Q x w , w={ce K° | o_l(c) NZ= ﬁ} .

qui est un ouvert dense de (O x K° .

Soit (x, r)e Q x K , T¢ Z .0n a les équations

d0 .
3% _ 3 39 J :
- 1 %o (1<igs) .
ari j Bcj Q ari

Par la régle de Kramer, il vient

J
folv) =8
Sc. 1Q S v

J est le déterminant de la matrice obtenue en remplacant dans Jo la j-iéme
ol 98
arl 3 oo .

8

colonne par
oTg
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En tenant compte de 1'hypothése & symétrique, par un calcul on montre que

J
%E— est une fonction de classe ¢ sur Q x K° et symétrique par rapport aux s

=\ . J N £ - - .
dernieres variables. Donc %_ = Ao 1Q x g, ou A est une fonction, qui coincide
o

sur (Q x @ avec %%—- et qui est continue sur Q x K° . I1 en résulte que -%f—
J < J
o

se prolonge par continuité & Q x K° s notons S%— la prolongée. On peut montrer

.

[2] que %0 oot la dérivée partielle 2 ge . Par récurrence, on finit de
¢ oc dc @
j J

démontrer que ¢ est de classe ¢ .

Remarque. — John N. MATHER [6] a démontrer le théoréme 4 de division lorsque
K =R . J'espere pouvoir démontrer ce théoreme (et donc le théordme 3) lorsque K

est un corps valué complet ultra-métrique non nécessairement algébriquement clos.
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