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Séminaire DELANGE~-PISOT-POITOU 16-01
(Théorie des nombres)
9e année, 1967/68, n° 16 11 mars 1968

NOMBRES TRANSCENDANTS ET ENSEMBLES NORMAUX

par Michel MENDES FRANCE

1. Introduction.

Comprendre les rapports qui existent entre les notions de nombres transcendants
et de nombres normaux semble 8tre un probléme difficile. Le but de cet article est

de tenter de jeter un pont entre ces deux concepts.

2. Ensembles normaux.

Soit A = (Xn) une suite infinie de nombres réels. Un nombre réel =x est dit
A-normal si la suite =xA = (xxn) est équirépartie modulo 1 . On note par B(A)

l'ensemble des nombres pA-normsux.

Un ensemble E est dit ensemble normal élémentaire s'il existe une suite A

telle que E = B(A) . Une intersection dénombrable 4'ensembles normaux élémentaires

s'appelle un ensemble normal d'ordre infini ou, plus briévement, un ensemble normal.

Donnons quelques exemples d'ensembles normaux :

(i) L'ensemble vide @ est un ensemble normal élémentaire comme on le voit en

choisissant pour A une suite constante.

(11) R - {0} est un ensemble normal élémentaire. En effet, on choisit A = (yn),
(résultat At & FEJER).

(iii) L'ensemble des nombres irrationnels R = Q est un ensemble normal élémen~

taire (A = E) .

(iv) L'ensemble des nombres normaux en base g (g > 2 entier) est un ensemble
normal élémentaire et l'ensemble des nombres normaux par rapport & toutes les bases

(nombres complétement normaux) est un ensemble normal.

Nous démontrons le théordme suivant :

7 N
THEOREME. - Le complémentaire de tout corps algébrique réel est un ensemble nor-

mal élémentaire.

Ce résultat admet le corollaire suivant :

COROLLAIRE. - L'ensemble des nombres réels transcendants est un ensemble normal.
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En effet, l'ensemble des nombres transcendants réels est 1'intersection dénombra-

ble des complémentaires des corps algébriques réels.

3. Démonstration du théoréme.

LEME 1. - Soit ¢ une fonction réelle de la variable réelle x , périodique et

de période 1 et telle qu'il existe deux nombres o >0 et B <o vérifiant

(vxe(0, 1))  ox(1-22<1-0x) <p(l -x)° .

Soit © un nombre réel supérieur & 1 . Alors 6 est un nombre de Pisot-Vijaya-

raghavan, si, et seulement si, le produit infini

Moo(xe®)
=0

converge pour au moins un nombre réel x # 0 (qui est nécessairement dans 9(9) ).

Ce résultat est une simple reformulation d'un résultat classique de Mr PISOT [2].

Nous emploierons ce lemme dans le cas ou m(x) = Icos nxl .

Introduisons quelques notations. Appelons ep(n) le (p + l)e chiffre de 1l'en-
tier non négatif n écrit dans le systéme & base 2 . Soit c¢ = (cn) € Eﬁ une

suite infinie de nombres réels. On pose

00

A (o) = 2 e (n) c
n p=0 P P
et, en particulier,
s P
\(0) = 2 ep(n) ¥ .

p=0

La suite de terme général kn(c) (resp. xn(e) ) sera notée _/\,c (resp. Ae ).

On aura & considérer les translatées de la suite c : Tc = (cn+1) y eee s Tvc==&%ﬂ).

Enfin, on définit les moyennes de Weyl,

MC(X) = lim sup I%:,Z exp 2iﬂxkk(c)| .
n-o k=0

Nous aurons & nous servir du lemme suivant démontré dans [1] :

LEMME 2. — Pour tout entier v > 1, on a

v=1
Mo(x) = M (x) Il Icos TXC

|
™Ve k=0 k
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o
Mc(x) < i |cos TXC

| .
k=0 k

Démonstration du théordme. - Soit K wun corps algébrique réel et soit 6 un

nombre de Pisot-Vijayaraghavan ayant le degré du corps ; on sait qu'il en existe

[2]. Montrons que

(1) Cx = B(Ay) .

En effet, soit x € CK . D'aprés le lemme 2, la moyenne de Weyl MG(qX) ( q en—

tier positif) vérifie 1'inégalitdé
Me(qx) < i Jeos ﬁqxek] .
k=0

Or x n'appartient pas au corps de 6 . Le lemme 1 montre alors que Me(qx) =0 .

I1 s'ensuit que x € B(AE) . Ainsi
(2) Cx e B(ag) -

Soit maintenant x € X . lMontrons que x ¢ B(Ae) . Puisque x " est un nombre algé-
brique, il existe un entier rationnel non nul g tel que y = gx soit un entier

algébrique.

La premiére formule du lemme 2 montre que les deux suites yAe et yev AB ( v >0
entier fixé) sont, ou bien toutes deux équiréparties modulo 1 , ou bien toutes deux
non équiréparties modulo 1 . Or, par le choix de © , la quantité yen tend vers
0 modulo 1 quand n croit indéfiniment, et ceci avec une décroissance exponen—
tielle. Il s'ensuit que pour y suffisamment grand, la suite yo" AB n'test pas

dense modulo 1 . Le nombre ¥y (et par suite x ) n'est donc pas Ae-normal. Ainsi

= B(AG) .

Cette inclusion associde avec (2) établit 1'égalité (1) et le théordme.

4. Exercices et problémes ouverts.

10 HMontrer que Z - {0} est un ensemble normal élémentaire. (Considérer la suite

. 1
A, O ¢ = (2p+1) .)

Un certain nombre de probldmes naturels se posent en rapport avec 1l'étude précé-

dente, problémes dont je ne connais pas la solution.
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2° Hontrer qu'il existe un ensemble normal qui ne soit pas un ensemble normal

dl1émentaire.

3° Donner une caractérisation des ensembles normaux. Il est facile de voir qu'un
ensemble normal E ne contient pas 0 , que si m est un entier non nul, alors
mE = {nx | x € E} est contenu dans E , et qu'enfin E est, soit de mesure nulle,

soit de mesure pleine. Ces conditions sont-elles suffisantes ? (Cela m'étonnerait.)

4 31 A et B sont deux ensembles normaux, en est-il de méme de A U B ? Sinon,
trouver un ensemble normal C non trivial (différent de R=-{0} ou R-Q ) qui

contienne A U B .

50 Est-il vrai qu'un nombre complétement normal soit nécessairement transcendant ?

Ce probléme, vraisemblablement treés difficile est & l'origine de cette étude.

BIBLIOGRAPHIE

[1] MENDES FRANCE (ilichel). - Deux remarques concernant 1'équirépartition des sui-
tes, Acta Arithm., Warszawa, t. 14, 1968, p. 163~-167.

[2] PISOT (Charles). - La répartition modulo 1 et les nombres algébriques, Ann.
Sc. Norm. Sup. Pisa, Série 2, t. 7, 1938, p. 205-248 (Th&se Sc. Paris, 1938).




