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/
THEORIE ADDITIVE DIS NOMBRES
7/
DENSITE DE SCHNIREIMAN

par Frangois DRESS

1. Définitions.

On considéere des suites d'entiers 1 ¢ a, <a, < ... < B < ees et on pose
Aln) = 2 1= Card{ak | 1< a, < n} . On définit alors la densité de Schnirel-
1<a,

man de la suite A = (ak) ’

a(a) = iﬁf Agf) .

Cette définition appelle deux remarques. Primo, on a 1 € A dds que a(a) >0 .
Secundo, la notion de densité de Schnirelman est trés différente de la notion de
densité asymptotique d'une suite, définie par 1lim inf é%gl . En particulier,
a(a) =1 équivaut & A = N, alors que d.asympt.(A) = 1 déquivaut & "presque
tous les entiers appartiemnent & A " ; indiquons enfin une notion intermédiaire,
"tous les entiers assez grands appartiennent & A ", notion fréquemment utilisée
(théordme de Vinogradov sur les entiers impairs sommes de frois nombres premiers,

fonction G(k) du probldme de Warring).
On définit la somme de deux suites comme la réunion

A+B=AUBU{a, +b, | a, €4, b, eB} .
177 i j

On pourrait aussi bien convenir que ay = O€e A et bO =0¢€ B, et poser

A+B-= {ai + bj} .
On utilisera les notations 2A = A + A, hA=A+ A+ .. + 4 .

On dit qu'une suite A est une base d'ordre h si hA = N (par exemple, la

suite des carrés est une base d'ordre 4 ).

2. Théortmes de Schnirelman.

THEORMME. - a(4 + B) »a(a) + d(B) - a(a)a(8) ([17).

Ce théoreme n'est pas trés fort, mais il permet néanmoins la démonstration d'un

résultat important.
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LEMME. - d(a) +d(B) >1 => A+B=1.

COROLLAIRE. - Toute suite de densité strictement positive est une base.

En effet, 1'inégalité de Schnirelman peut s'écrire
(1 -d(a+8)) < (1-a(a)-a(B) .
Il s'ensuit, en particulier, que (1 - d(hA)) < (1 - d(A))h < %- si d(A) >0 et
h>h, . Et le lemme précédent entralne immédiatement que 2hO A=NXN.

0

s\
THEOREME. - La suite P = {1} u {nombres premiers} est une base ([1]).

La démonstration utilise simplement le résultat précédent aprés avoir montré par

une méthode de crible que la somme P + P possédait une densité positive.

La méthode utilisée pour la démonstration permet de calculer effectivement des
constantes numériques. Les résultats sont d'ailleurs assez catastrophiques ; les
meilleur datent de 1956 et sont : Tout nombre entier est somme d'au plus 2.1010
nombres premiers, tout nombre entier supérieur & exp(exp(16 038)) est somme d'au

plus 4 mnombres premiers.

3. Théoréme de Mann.

/N
THEOREME. - d(4 + B) > min(d(4) + d(B) , 1) ([4]).
C'est en un sens le meilleur résultat possible. Si par exemple
A=B=(1,)\.+1,2)\+1,---),

alors A+B=(1,2,Xx+1, A x+2,2 +1,2\+2, ...), tandis que 1'on a

a(a) = a(B) = et d(a + B) =22 a(a) + a(B) done.

1
A N

4. Composantes egsentielles.

Une conséquence des théoremes de Schnirelman et de Mann est qu'une suite M de
densité strictement positive augmente la densité de toute suite A telle que
0<dla) <1 : ala+M) >a(a) .

lMais il existe des suites de densité nulle qui possédent également cette proprié-
té (par exemple la suite des carrés des entiers : KHINCIN [2]). Toute suite possé-

dant cette propriété s'appelle une composante essentielle.

ERDOS a démontré que toute base était une composante essentielle ou, plus préci-

sément, le résultat suivant :
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/
THEOREME. - Si B est une base d'ordre h alors, pour toute suite A telle que

0<d(a) <1, ona d(a+B) »d(a)+ dTA)(;h— ar)) (r3]) .

Cette inégalité a été améliorde, mais pas tres sensiblement. De fait, on a montré
que 1'indgalité d(A + B) > d(A) + d(A)(lh‘ a(4))

était fausse.

Apres ce théoréme 4'Erdds, la question qui se pose naturellement est de savoir
s'il existe des composantes essentielles qui ne soient pas des bases (ni, a fortio-

ri, des suites de densité positive). Il en existe un exemple trivial :
M=(2,3,4,5,...) .

M n'est pas une base car 1 ¢ M ni 1 ¢ hM pour tout h , mais d(A + M) = 1>dh)
dés que d(a) >0, car alors 1€ A et A+ N = N .

Le premier exemple "intéressant" de composante essentielle M qui ne soit pas
une base est d@t & LINNIK [5] . Cet exemple satisfait M(n) = o(x®) pour tout e >0

mais il n'est pas constructible avec des méthodes "élémentaires'".

STOHR et WIRSING [ 9] ont donné un exemple élémentaire vérifiant seulement
M(n) = o(n) . Leur construction est fondée sur un résultat précédent de STOHR mon-

trant qu'il est possible d'obtenir des bases B, d'ordre h , vérifiant Bh(n) =o{n
et augmentant uniformément la densité de toute suite de densité positive (i. e.

> 0-== a(a +B,) »a(a) + d(A)(é = d4)  our toute B, ).

5. Probléme de Waring.

W) _og kg ko)

Le résultat que la suite , s see g L,

date de 1909 (HILBERT).

est une base

Une démonstration "élémentaire" en a été donnde par LINNIK [6 ], puis simplifide
par KHINCIN [7]. Le principe est le méme que dans le cas de la suite P : montrer
qu'il existe zk tel que Ly A(k) posséde une densité positive.

6. Problémes divers.

P N e e e e

L'imagination des mathématiciens s'est donnée libre cours pour poser, et parfois

résoudre, de nombreux problémes en théorie additive des nombres.

On en donnera juste un exemple (LORENTZ, [8]) :

/N
THEOREME. - A toute suite A on peut associer une suite B qui vérifie :

- tous les entiers assez grands appartiennent & A + B
2 1og A(k)

- B(n)gc Z —I(—la—.

k=1
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Si a(a) = 8 >0 par exemple, on en déduit loi(ﬁgk) < lo§k6k (car A(x) > &k ),

et donc que la suite B est assez rare : B(n) < c'log™ n (inégalité gui ne peut

8tre améliorée, comme 1'a montré ERDOS par des arguments probabilistes, i. e. en

mettant une mesure sur 1l'espace des suites).
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