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THÉORIE ADDITIVE DES NOMBRES

DENSITÉ DE SCHNIRELMAN

par François DRESS

Groupe d’Etudes de
THEORIE DES NOMBRES
Année 1967/68, n° 7 29 janvier 1968

1. Définitions .

On considère des suites d’entiers 1  a 1  a 2  ...  .., " et on pose

A(n) = 03A3 1 = Card{ak | 1  ak  n} . On définit alors la densité de Schnirel-
 

man de la suite A = (

Cette définition appelle deux remarques. Primo, on a 1 ~ A dès que d(A) > 0 . 0
Secundo, y la notion de densité de Schnirelman est très différente de la notion de

densité asymptotique d’une suite, définie par lim inf ~’(n~ n ~-- . En particulier, y
d(A) = 1 équivaut à A = N , alors que d.asympt.(A) = 1 équivaut à "presque
tous les entiers appartienn.ent à A " ; indiquons enfin une notion intermédiaire,
"tous les entiers assez grands appartiennent à A ", notion fréquemment utilisée
(théorème de Vin.ogradov sur les entiers impairs sommes de trois nombres premiers,
fonction G(k) du problème de Warring).

On définit la somme de deux suites comme la réunion

On pourrait aussi bien convenir que 0 E A et b 0 = 0 E B y et poser

On utilisera les notations 2A = A + A , hA=A+A+...+A.

On dit qu’une suite A est une base d’ordre h si hA=N (par exemple, la
suite des carrés est une base d’ordre 4 ~.

2. Théorèmes de Schnirelman.

THEOREME. - d(A + B) ~d(A) + d(B) - d(A)d(B) ([l]).

Ce théorème n’est pas très fort, mais il permet néanmoins la démonstration d’un

résultat important.



d(A) + d ( B ~ ~ 1 ==> A+B=N.

COROLLAIRE. - Toute suite de densi té strictemen.t positive est une base.

En effet, l’inégalité de Schnirelman peut s’écrire .

Il s’ensuit en particulier, que ( 1 - d(hA))  ( 1 - d(A))h  1 2 si d(A) > 0 et

Et le lemme précédent entraîne immédiatement que 2hO A = N .

La suite P= {1} u nombres premiers) est une base ([1]).

La démonstration utilise simplement le résultat précédent après avoir montré par
une méthode de crible que la somme P + P possèdait une densité positive.

La méthode utilisée paur la démonstration permet de calculer effectivement des

constantes numériques. Les résultats sont d’ailleurs assez catastrophiques ; 9 les

meilleur datent de 1956 et sont : i Tout nombre entier est somme d’au plus 2.1010
nombres premiers, tout nombre entier supérieur à exp(exp(16 038)) est somme d’au

plus 4 nombres premiers.

3. Théorème de Mann.

C’est en un sens le meilleur résultat possible. Si par exemple

4. Composantes essentielles.

Une conséquence des théorèmes de Schnirelman et de Mann est qu’une suite 1~ de

densité strictement positive augmente la densité de toute suite A telle que

0  d(A)  ~ : i d(A + M) > d(A) .

Mais il existe des suites de densité nulle qui possèdent également cette proprié-
té (par exemple la suite des carrés des entiers : KHINCIN [2J). Toute suite possé-
dant cette propriété s’appelle une composante essentielle.

ERDOS a démontré que toute base était une composante essentielle ou, plus préci-
sément, le résultat suivant :



/ B

THEOREME. - Si B est une base d’ordre h alors, pour toute suite A telle que

0 d(A) 1 on a d(A + B)  d(A) + ~~~~ (M . o

Cette inégalité a été améliorée~ mais pas très sensiblement. De fait, on a montré

que l’inégalité d(A + B)  d(A) était fausse.

Après ce théorème d’ Erdos, la question qui se pose naturellement est de savoir

s’il existe des composantes essentielles qui ne soient pas des bases (ni, a fortio-

ri, des suites de densité positive) o Il en existe un exemple trivial i

M= (2 , 3 , 4 , 5 ...) .

M n’est pas une base car ni 1 ~ hM pour tout h, mais d(A+M) = 
des que d(A) > 0 , car alors l~A et A + M = N 0

Le premier exemple "intéressant" de composante essentielle M qui ne soit pas

une base est dû à LIMIK [5] . Cet exemple satisfait M(n) = pour tout e > 0

mais il n’est pas constructible avec des méthodes "élémentaires".

STOHR et WIRSING [9J ont donné un exemple élémentaire vérifiant seulement

M(n) = o(n) . Leur construction est fondée sur un résultat précédent de STOHR mon-
trant qu’il est possible d’obtenir des bases B- d’ordre h y vérifiant 

et augmentant uniformément la densité de toute suite de densité positive (i. e.

d(A)~0-=~ d(A +B~) ~d(A) +d(A)(~ - d(A)) pour 

5. Problème de Waring.

Le résultat que la suite = (1 , 2 y 3 ~ ... ~n y ...) est une base

date de 1909 (HILBERT).

Une démonstration "élémentaire" en a été donnée par LINNIK [~6], puis simplifiée
par KHINCIN [7]. Le principe est le même que dans le cas de la suite P : montrer

existe j&#x26;. tel que j~ possède une densité positive.

6. Problèmes divers.

L’imagination des mathématiciens s’est donnée libre cours pour poser, et parfois

résoudre, de nombreux problèmes en théorie additive des nombres.

On en donnera juste un exemple (LORENTZ, EsD) : t

/ ,

THEOREME. - A toute suite A on peut associer une suite B qui vérifie :

- tous les entiers assez grands appartiennent à A + B ;
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Si d(A) = 6 > 0 par exemple, on en déduit (car A(k) ~ 6k ),
et donc que la suite B est assez rare : B(n)  c’log n (inégalité qui ne peut
être améliorée y comme l’ a montré ERDOS par des arguments probabilistes, i, e. en

mettant une mesure sur l’espace des suites).
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