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Groupe d'Etudes de 35-01
THEORIE DES NOMBRES
Année 1967/68, n° 5 8 jenvier 1968

APPROXIMATIONS RATIONNELLES DES NOMBRES ALGéBRIQUES

par Monique NONNOTTE

1. Introduction.

(A). - Le probléme initial a été celui-ci : Soient « € R , algébrique de degré
nz2,et £f: N-> Bf une application donnée ; peut-on étudier alors les ra-
tionnels %E Q (avee (b, q) =1 et q>0 ), vérifiant loz - -1(-;-| < £(q) ?

L'intérét s'est porté plus particulidrement sur f£(q) = _I% (avec p € Bf ), et

q
sur le nombre de solutions éventuelles.

La question a été posée ainsi :

i Ioz - %l < X a une infinité de solutions, que peut—on dire de p ?
q

Or, d&s que o« est irrationnel, les réduites de son développement en fraction

continue, sont en nombre infini et vérifient toutes

1
IOl - ""' < >
e g
K
donc on ne pourra obtenir mieux que p < 2 .
LIOUVILLE, en 1844, prouve que
a~%|>—é(%)-, V%EQ, o algébrique de degré n > 2 |,
q

donc pgn.
Puis les résultats, de plus en plus précis, ont été obtenus :

THUE (1908) : p <

-

n+1;

n
s + 1

1
2
SIEGEL (1921) : p < pour 8 =1, 2, ses yn =1, donc p<2.m;

DYSON (1947) : p< /20 .

s +

SIEGEL conjecture le premier : p

N
[\V]

ROTH le démontre en 1955 ([47]).



G5-02

(B). - De nombreuses généralisations ont été faites :

- soit en astreignant h , ou q , & une condition arithmétique supplémentaire,
- s0it en recherchant les approximations raticnnelles d'un nombre « algébrique

p~adique, ou g—adique, ou g“—adique.
Ainsi, RIDOUT [ 3], éléve de ROTH, a suivi sa méthode et a démontré que :

Si n»2, si f(x) =

gr € Qpr s et si

n .
8y X + «e. + 8 € Z[x] aun zéro ( e€R, ¢, € Qpl ,

r #* .
N (-qcl <lwax(|n| , ¢)T°
j=1 TP

3
a une infinité de solutions, alors p< 2 [M = min(1 , M)] .

Et MAHLER [2], par une méthode 1égérement différente, donne une généralisation

plus large :

Soit (pl poeee 9 Pls Pryq 9 e 9 Pry 9 Prang oy ere s pr+r'+r") un systeéme
fixé de r + r' + r" nombres premiers distincts ( r , r' , r" peuvent &tre nuls);
gsoient £ 1réel algébrique, El pl—adique algébrique (tous #0 ), §r pr—adique
algébrique, alors, si
r+r! | r+rt+r!

[

b ol < K[max(|n] , QTP

r 3
e -2 T Je, -2
T 5= j j=r+l J rHri+l j

1 J

J

a une infinité de solutions, p < 2 .

2., Plan de la démonstration de MAHLER.

Dans le cas o r! =r" =0, c'est-a-dire dans les hypothdses mémes du théoréme
de Roth :
h -p
o -~ - < K

a une infinité de solutions.

Principe général :+ A m solutions choisies grandes, ordonndes (et m bien sfir

aussi grand que 1l'on veut), associer un polynéme & coefficients entiers, & m va-
riables, vérifiant certaines conditions aux points rationnels qui nous intéressent.

Puis faire une démonstration par 1'absurde en supposant p = 2 + 4e (e >0) .
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(4) Théoréme de 1'index.

Définition. - Soit A(Xl y eee s Xm) e g[xl poeee y X7, A # 0 . On note

JiFeeet]
1 3! m
, .
. Jl

A 3
R SRy g
1 m

A .

. - = 0 '
Jyseeendy  Jg0 eee J

Index de A au point (—39 s par rapport aux entiers > O (pi) :

S

P, n J
J(h s o, 3 @i) = min (3 =

% () metTh

by Pl Pm

pour les systéemes (jh) tels que A, . (o= g wse .
Jpreeesdy Qg Q
On voit facilement que :
Pl Pm
J(A):O L= A(a—, e ,——-) 750 ’

1 %

J(A £ B) >nin(J(4) , J(B)) ,
J(aB) = J(4) + J(B) ,

m zh
J(Az . ) >max(0, J(4) -~ 2 =) .
17" n=1 “n

A 1'aide de deux lemmes, le théoréme de 1l'index prouvera que, pour des polyndmes
a4 coefficients bornés, en des points bien choisis, 1l'index pris par rapport aux

py =Ty = (degré A)/Xi n'est pas trop grand.

i i
Un opérateur - L =~ ( 9 ) Lo (—ELQ % sera dit d'ordre p , et noté AM’
1,8 e 1 ? aXl aXﬁ

gi i, + i, 4 ees + 1 = .
172 m = M

Si @y s eee s @, 4 € g[Xl g see Xm] y s0it Ay, ..., A, . un choix quelcon-
que de £ opérateurs d'ordre <0, «ve , L =1,
G(xl ) eee xm) = det[Au (pv(x1 y eee xm)] , Wy v=0, eos y 4 =1 ,

s'appelle un wronskien généralisé.

LEMME 1. - Si les ®; sont linéairement indépendants, sur Z , alors il existe

un wronskien généralisé non identiquement nul.

Le lemme est vrai pour des polyndmes d'une variable, on s'y raménera.
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LEME 2. - Aeg[X , ..., %], mn>2, A#0, (degA)/Xi=ri.

(a) Alors il existeun 4, 14 < T + 1, et des opérateurs AO 9 see Az—l
des variables X

19t s Xm—l s btels que, si

F(Xl ! m ol

alors :

(1) Fez[X ,..,X], F#O0 ;

(2) 7 .—.U(x1 y eee s xm_l) V(Xm) yavee UeZ[X , ..., X ], Ve 2x 1,
(deg U)/xi S4ar, et (deg v)/xm S o

(v) Si [K] = sup|coefficientsl‘s a , alors

2( ceutr )
rﬂ’m:m~$[ﬁ(r~i+l)]ﬂz.’a’o’2rl+ T
1

On choisit, parmi les décompositions de A de la forme :

ARy ooy B) =g wp (&, e X ) ke vy () (K, e, X)),

celle pour laquelle £ est le plus petit. Alors les ((QM) et les (\11\)) sont deux

familles de polyndmes indépendants, et on utilise le lemme 1 en prenant deux wrons—

kiens leur correspondant. F(X1 y eee s Xm) sera leur produit.

Le (b) résulte d'un calcul.

’ N
THEOREME de 1'index. - Soient 0<t g1, a>1, r, et H, >0, vérifiant

i — i
rh+l'$ trh ’ Ty log Hh a.rl log H1 ,
By V(@@ Hll"lt .
Soient
1 m i i
A(X1 y ees Xm) = ifio ces iiio ail""’im X" ... X, avec ail"“'im La,

+d

i .
6; = des rationnels tels que max(IPil ’ Qi)-$ Hi .

Alors il existe (jl y cee g jm) (jh € E} tels que
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m j —(m=-1) P P
Y o gl 2 ot A '(El’“"ﬂ)#o'
Ty Jpoeeerd Q) e

P, P

I1 s'agit de majorer J(4A ; ry 3 Qi) pour A , (ri) R (ai) vérifiant toutes les
N .
hypothéses. On construit F(X1 g sew Xm) s introduit au lemme 2, et on étudie
P,
J(F s Ar, 3 —EQ o Puis on montre
11y

4
J(F) 2 2 nax(0, J(4) - t - == %)
v=1 m

B. Polyndme d'approximation : Premidre utilisation de 1'algébricité de o .

n -1
LEME 3. - P(X) = ¢, X +c1xn +eeeto, coo #£0, c €33 P(X)

sans facteur multiple.

Soient c¢ = 2max|ci| 3 Ty g eee 5 T € N, se€R tel que s>4n,/2m.

Alors il existe A(X, , ... , X ) #0 , & coefficients a, . entiers, vé-
1 m Lipeeerd) —_—
rifiant
r1+'..+rm
(1) lai N | < 5(4e) y et & . =0 dbs que
1 1 m
m i
5h-9)s ) 2<i@+s) ;
h=1 "h
(2) Ajl""'j (X, «o. , X) est divisible par P(X) d&s que
m
mnoJ
> b é-(m -8) 3
T 2 ’
h=1 "h
rl+...+rm
3 A, . | €5(8c .
(3) | 31"“’Jm]‘ 5(8¢)

Principe de la démonstration. - On montre que le nombre de polyndmes "admissibles"

B, qui vérifient la 2e condition de (l), est supérieur 3 :

1/2(r1+1)...(rm+1)
M= ([a] + l) .

Pour un tel B , on évalue le nombre de Bj 3 (§¢ y see gw) s pour toutes
l".‘,m ‘
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les racines Ew de P(X) , et pour tous les (jh) tels que

m J
S R2<Z(@-s) ;

T 2
1 "h
ce nombre est inférieur &

r1+...+rm 1/4(rl+1)...(rm+l)
[5a(4c) ] .

=
il

ToteeotT *
Alecrs, en choisissant a = 5(4c) , on obtient M >M .

Le "principe des tiroirs" permet de conclure :

I1 existe B et ﬁr, avec le méme systdme de dérivées : A =B - B est un poly-

néme convenable.

P,
C. Le théoréme. — On a donc une suite infinie (Ei) [(Pi , Qi) =1, @ >0,

max(lPil , Qi) = Hi] , avec

la - < KHTp y

Qi i

et
n n-1
P(X) =0 = Co @ +ocy 0o oot C c = Zmaxlcil .
On pose
24ny 2 em
p =2+ 4e , m=[2(-—é—)]+1, S:-g—.

On a ainsi bien assuré s > 4n,/2m . Soit + vérifiant

~-(m=1)
o<tgl, gl 2 <SE -

Préliminaires : On se restreint & une sous-suite de solutions vérifiant 2

2
log Hh+1 >,7t- log Hh s

Hy

9

5 mand (2002 /% | (U/E)mlm-1) (2me1) o

ou T reste & déterminer, et c'est ce qui permettra de conclure.

Choisissons les T, de telle maniére qu'on obtienne immédiatement

> > e > .
r) logH, $ 7 logH < (1 + e)rl log H, , r STt r, >, r
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Etapes de la preuve.

1° I1 existe A € g[Xl y eee Xm] , d'aprés le lemme 3.

29 De plus,

2T, mr (l/m)rlt

i
< (20¢) <H .

5(4c) 1

On a donc les hypothéses du théortme de 1l'index :

o ph +1 2—(m—1) em Pl Pm
B2,y ene s 4 2 =<y <+, A (=, eer s ) #0.
1 m’ hei Th ~ G 21,...,£m Ql qn
On pose
(L n)
A. — 9 so e y —_— = A Y
Liseensd Q) Q, (2)

3° Dernidre étape : Majorer et minorer IA(£)| en fonction de H, , en déduire

1
une minoration de Hl , ce qul est absurde.
Majoration de IA(ﬂ)I
T r . .
m 3 J P J.=4 P J =%
By = 2 Lok G oy ey @) (e (E =) (e
3,=0 —0 Jdpreeee 1 n 1 %

In

avec la sommation pour (jh) vérifiant Z.——->-— (m - s) , ot
mr P
1 h -p

A Q/ ¢ s e (¢4 —_—— - <K}I 4

l Jl""’J ( s ’ ), l ’ ,Qh UI-\ 1 ’
on obtient

mr, -pr.S (m,s,t)
1 171
lA(ﬂ)’<K2 Hl .
N
Minoration de fA l : A = (L)
() (2) (z)
&

IN(ﬂ)I 1 : c'est tres grossier. (Dans les cas g=adique ou g?~ad1que, clest
ici que MAHLER falt une distinction dans sa démonstration, par rapport au cas réel,
et utilise la —-6 P .)

haque terme de A a R "
(2) ¢ chaque terme de () a un dénominateur Q g eee Qm s Sans ou-
blier que
m i
.1 s "h 1
a, . =0, si = (m - s) £ 2 =<=z(m+s) ,
Ligeeeyiy 2 h=1 Th 2
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d'ot
ol 11, -
i =4 ) (14e)ry (Gt +e o+ B T)
|D ' € Po. Ps G M. Q.- 1 ‘o Qmm o < max H ' 1 m y
(2) i 1
dtolu
TN H—(l+e)r182(m,s,t)
(' 77 .

4° Conclusion : Alors, on voit facilement que plen, s, t)- (1-e)Sz(m ,8,t)>0,

et méme > E%E , par exemple, donc
3em/2
<
5y K
2/3e
H, <X ,
ce qui est absurde, d'ou
pgL 2 .

3. Quelques applications.

si f(x, y) =glx, y), avec f homogine, f € gEK , Y) , degf=mn, et
g E.Q[X , Y), degg=n-K, aun nombre infini de solutions en entiers (x ,y),
alors

Kg2 .

h h h
ni de solutions, alors

Si |p, - alp.s KPP , avec « algébrique, o € gp , P €N, aun nombre infi-

p<l

Si p>2, ROTH [1] se sert de sa propre démonstration pour obtenir une majora-
K

tion du nombre, fini, de solutions de Ia - %} <-§:E « Cela peut se faire aussi
q

dans le cas des entiers algébriques approchés par des entiers rationnels.

Probléme posé : Ces majorations sont grossieres, peut—-on les obtenir plus direc—

tement ?
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