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Groupe d'Etudes de G3-01
THEORIE DES NOMBRES
Année 1967/68, n° 3 4 décembre 1967

BASES D'ENTIERS DES CORPS DE NOMBRES. DISCRIMINANTS.
CAS DES CORPS QUADRATIQUES ET CYCLOTOMIQUES PREMIERS

par Danidle LAMBOT de FOUGERES

1. Quelques préliminaires ([27, p. 26 &4 53).

Notations : Soient A wun anneau intégre, k son corps de fraction (de caracté-
ristique O ),

K une extension algébrique de k de degré n ,

C un corps algébriquement clos contenant K ,

B 1la cl8ture intégrale de A dans K .

Si A est intégralement clos, alors, 7V x €B,

NKIk(X) e A,

(1)

TrKlk(X) e A,

On pose : Discriminant de (xl » Xy y eee s Xn) e k" = D(xl ) Xy g eee s xn) ,

(2) D(xl » Xy g Ky g eee xh) = det[TrKIk(xi , xj)] .

Propriétés du discriminant.

Si Y5 =2 aij Xj ’ aij ek, i=1,2, «¢o , n . Alors,

(3) D(yl » Ty 1 wee s yh) = [det(aij)]2 D(x1 T Xh) .

Si 61 ’ 62 s oo g én sont 1les n k—isomorphismes de K dans C , et

X; 9 X5y eee , X UMe base de K sur k‘, alors

(4) D(x, 5 Xy 5 wee %) = [dot 8 (x)F#0 .

2. Existence des bases d'entiers ([2], p. 26 & 53).

LEMME 1. - Soient 4 un anneau principal, M un A-module libre de rang fini

n, et M' un sous-A-module de M ; alors M' est libre de rang <n .
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LEMME 2. - Soient A wun anneau intégralement clos, k son corps de fraction, de

caractéristique O , K wune extension de degré fini de k , et B 1la fermeture

intégrale de A dans K ; alors B est un sous-A-module libre de rang n .

)
THEOREME, - 8i K est un corps de nombre tel que [K : 92]=n, B la fermeture

intégrale de Z dans Q , B est un Z-module libre de rang n , et il existe des

bases de B qui soht en méme temps des bases de K sur Q .

Remarque. - Si (X1 g ees xn) et (yl F yn) sont deux bases d'entiers

de X , det(aij) € Z , et la matrice des (aij) est inversible dens Z , donc

(det(ag N =1,

donc

D(Xl 9 eove o Xn) = D(yl $ eove yn) .

Définition. - On appelle discriminant d'un corps de nombres, le discriminant

dtune base d'entiers.

3. Base d'entiers et discriminant des corps quadratiques.

Définition. - On appelle corps quadratique, toute extension de degré 2 de Q -

4
THEOREME. - Tout corps quadratique est de la forme K = QCJE) you deZ etne

contient pas de facteurs carrés :

Si 4 >0, K estun corps quadratique réel.

Si 4 <0, K estun corps quadratique imaginaire.

Détermination d'une base d'entiers. - Soit o + B JA € Q(/A) @ ,Beq; on

’
- ‘ . a b
cherchera des conditions nécessaires portant sur o = 5’ B = 5 @ pour que
a+ b, d \
——NC:E B, avec a, b et ¢ €2 .

C

On peut supposer (a, b, ¢) é&trangers, et on montre que, sous cette hypothese,
et avec d sans facteur carré, les trois nombres (a y b, c) sont étrangers deux

& deux.
Ceci conduit a prendre c¢c =1 ou c¢c= 2
Pour ¢ =1, on obtient des éléments de la forme a + b Jﬁn, a;, bez.

si d
2
si d

2, 3 (4), on n'obtient pas d'éléments entiers,

1

Pour ¢

Il

1 (4), on obtient des éléments de la forme

i
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a+ b.Jja, a, b étant des demi~impairs .
On montre ensuite simplement le résultat suivant.

PROPOSITION.
si d=2, 3 (4), une base d'entiers de Q(/3) est (1,3 .

1 (4), une base d'entiers de Q@) est (1, 3-12—5@-) .

i

sia

i

Discriminant de Q) . - En utilisant la formule (2), il vient :

si d

1]
il

2,3 (4), D=44 ,

]

si ad=1 (4), D=4 .

I

4, Bage dlentiers et discriminant des corps czclotomigues Eremiers.

Définition. — On appelle corps cyclotomique, tout corps de nombre engendré sur Q

par des racines de 1l'unité.

Un corps cyclotomique sera dit premier s'il est engendré par une racine primitive

p-idme de 1'unité, p étant un nombre premier impair.
¢ 4 " p
PROPRIETE. — K = Q(E) , & =1.
En utilisant le critdre d'Bisenstein, on montre que
est irréductible sur Q ([3], p. 86-87).

Critére d'Eisenstein. — Soient A un anneau principal, p un élément premier de
A, et

F(X) = X + 8 _1 I aoeA[X]

tel que plai pour i =0, 1, «e. ,n =1, et tel que pz/{ao , alors F(X) est
jrréductible sur k (corps des fractions de A ).

Ceci montre que [Q(E) : Ql=p-1.

LY
. THAORMME. — Une base d'entiers de Q(E) est (1, €, «vs , E7°0) .

LEMME 1. - Si B est 1'anneau des entiers de K sur Z , alors

B(1-E)nZ=0p2 .
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En effet, on a, de manisdre évidente,

Tr(g) =~ 1 ,

(1) =p-1 ,

Tr(gj) =-1, J=1,2, ees 3D=1 ,
(5) (1 ~g) = Tr(1 -89 = v = 2x(1 - €2 =p

N(1~§)=p )
(6) p=(1-8)(1-6% ... 1-gh .

Montrons maintenant
(7) B(1-€) nZ=17%, peB(lL-8) ,

donec
pZ € B(1-8)nZ .
Comme pZ est maximal dans Z , on peut en déduire que pZ = B(1 - E) nz (car

B(1 - 5) NnZ=2 est impossible).

LEMME 2. - YV ye3B,
(8) try(1 - €)] e pz .
2

1 .
yj(l - gd) , (yj) désignant les conjugués de y . Comme
J=1

T R G (SR S N S I

Tr[y(1 - €)] =

Tr(y(1 - €)) e B(1 - ) ,
donc
Tr(y(1 - €)) € PZ (atapres (7)) .

Preuve du théoréme. — Soit x € B,

i=p—-2 i
X= 2 a, § , aieg, i=0, 1, vee 3 P=2 ,
i=0

Tr{x(1 - €)] = a; Tr(1 - €) = a; p € pZ (atepres (8))
donc a, € Z, g_l € B, d'od (x - ao)g-l € B, et par le méme raisonnement,

a, € %2, etc.
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Discriminant d'un corps cyclotomique premier ([1], p. 356=357).

D = det(Tr zi+j) =1 . : . -1 | = (= 1)(P'1)/2 pp“2

BIBLIOGRAPHIE
v v v
[1] BORBVIC (2. I.) et SAFAREVIC (I. R.). - Théorie des nombres. - Paris, Gauthier-
Villars, 1967 (Monographies internationales de Mathématiques modernes, 8).

[2] SAMUEL (Pierre). - Théorie algébrique des nombres. — Paris, Hermann, 1967
(Collection "Méthodes". Mathématiques [1]).

[3] WEISS (Bdwin). - Algebraic number theory. — New York, McGraw-Hill Book Company,
1963 (International Series in pure and applied Mathematics).




