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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 9-01
(Théorie des nombres)
9¢ année, 1967/68, n° 9 15 janvier 1968

CORPS FINIS

par André WARUSFEL

1. Préliminaires.
P a oV oV o n o ¥ o N W N e

Tout corps fini a une caractéristique non nulle p qui est un nombre premier.

Son cardinal est de la forme pV .

(a) Ssoit k 1e cardinal du corps K et a un élément non mul. Il engendre un
groupe Ga d'ordre vy , diviseur de k . De wv.a =0 on déduit k.a =0 , pour

tout a de K et k.1 =0 . La caractéristique p existe donc.

(b) Si 1'on avait p =mn , alors on pourrait écrire
p.1 =0 => m.(n.l) =m.a =0 |,
ou bien a=n.1=0, ou bien m.a =0 , c'est-a~dire m.1 =0 en multipliant par

a—l = (n.l)—l, ce qui est contradictoire.

(c) K contient donc le corps de Galois
F = 2/p2
o = &/v2
qui est son corps premier. Etant espace vectoriel (nécessairement de dimension finie
v ) sur FP y son cardinal ]KI est égal a

k=p .

2. Polyndmes cyclotomiques dans le corps C .
(a) Soit Rn l'ensemble des racines n-iémes de 1l'unité telles que

m
O<m<n = x #1
m=n ==> X =1

(racines primitives de 1 ). On peut alors écrire

2ikm
n

X = exp avec P. . C. d. (k , n) =1,

(b) Soit

@n(X) = Il (X - x) (polyndme cyclotomique)

XGRn
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et ¢(n) = d° o, (fonction d'Euler : nombres d'entiers inférieurs a n premiers

avec n ). ©n divise

W = Xn -1.

n

(c) Soit d un diviseur de n . ¢

divise car
’Dd (.l)n ’

XeRd = Xd=1==> Xn=1 .

2ikm
k'
d

.5 p.g.c.d. (k,n) =5,

Toute racine x de w, est du type exp

d =V§ et k! -k , on voit que x = exp

)
d'ou x € Rd .

et que p. g.c.d. (k' ,d) =1,

Deux polynldmes 93 et o étant premiers entre eux si d' # d , on voit donc

d!
que l'on peut écrire

(a) soit Pn(X) = ] @d(x) (ex: P =1, P, =X-1).85i 0, € 72[X] , pour
din
d<n

tout m<n et si o est unitaire, il en est de méme de Pn et de

Donc ®, est unitaire, et

mn(X) e z2[x] .

(e) Si 4 divise strictement n » O et Wy étant alors premiers entre eux,

on en déduit que 0, divise SE qui est un polyndme unitaire de g[X] . Le quo~

W
tient d
n
§ =1 (dln , d< n)
(X" = 1)o,

est lui-m8me unitaire et & coefficients entiers.

(f) Soit g 22 un entier, et n>1 :

o) 1% = 1 la-=xI®=Tl|q - cos e -1isinel?

XGRn e
=i [(q - cos 6)2 + sin® 6] >Tl (q2 - 29 +1)
=H‘ (q - 1)2 = (q _ 1)2Qp(n .
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Donc I@n(q)l >q -1 (1'inégalité est stricte puisque 1 ¢ R, d'od 8 £0 et

cos B <1 ).

3+ Théoreme de Wedderburn.
(a) Soit H un sous~-corps de K . Sa caractéristique est encore p , et
h= |H =p*.
Comme H - {0} est un sous~-groupe de K - {0y , (h = 1) divise (k -1) . Si
v=op+p (0<B<yu),ona
P11 (- )pP e (0P 1)
d*ou
-1 pPot<Par, ot =0

Le cardinal d'un sous-corps de K est une racine exacte de k = h% ,

(b) Si a€ K- {0} et M, = x| zxex y Xa = ax} , Ma est un sous-corps
de K , ainsi que le centre

F=0Ma={X| x€kK, VyekK, xy=yx} ,
a=1Irl 22, ear {0, 1} er.
(c) T é&tant un sous—corps de M etde K, ona

|Ma! = qS ’ k| = x = a .

De plus, q_t est une puissance exacte de qs » et t est multiple de s .
(d) La relation d'équivalence sur K - {0}
anv a' <=> 1x€K, a'= x-l ax = ea(x)
définit une partition P de K - {0} . Soit xa le nombre d'équivalents de a ,
c'est-a~dire le nombre d'éléments b tels que les éléments b—1 ab soient dis-
tincts (A =1 <=> aer - {0}) .

(e) La relation

b=c <=> b - ab

Il
(o}

ac

équivaut a
a(bc—l) = (ve™1)a ,
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clest-d~dire &

-1
€ = - .
be N, =M {0}
Il y a donc n = }Nal éléments c¢ tels que b=c , d'ol
t
k - -
A = 1.4 1 .
a n s
a qg -1

(f) Dénombrant les cardinaux des classes de la partition P , en comptant d'abord

les éléments de T - {0} pour lesquels Xa =1, on obtient
t
qt—]_:q—l-i-zg—-———_l. ,
s
q -1

ou slt et s<t .81 K n'est pas commutatif, F ZK et t>1 . Mais @t(q)

divisant qt - 1 et tous les termes de la forme 3————- y doit alors diviser q -~ 1

Ceci est contradictoire avec la relation e =1

n>1 => l@n(q)l >q-1.

Tout corps fini est commutatif.

4. K - {0} est cyclique.

(a) Pour tout a € K, il est clair que

(soit que a =0, soit que 1l'ordre de a divise k -1 ). Xk - X n'ayant que

des racines simples dans K , on a donc

*ox=1I1 (x-2a) .
a€K

(b) I1 est bien connu en théorie des groupes commutatifs qu'étant donnés des é1é-
ments d'ordres o 4, B, ¥ ... , il existe un élément w d'ordre

T = P« Pe C. m., (a » B s Y ...) .

Appliqué & K - {0} , ce théordme montre que les ordres de ses éléments sont des

diviseurs du plus grand d'entre eux. Pour tout a # 0 , on a donc al =1 et

X¥ox=T (x-a) | x™ ox .
a€k
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(c) Donc k<t + 1 .Mais conme  divise k - 1 , il est clair que 1 =k -1 .
Il existe donc @ € K - {0} d'ordre k - 1 , et tous les éléments de K - {0}

sont des puissances exactes de o .

5. Existence d'un corps de cardinal p° .
L e N A et i e a a a oN  V o o N N W W ]

I1 existe un sur-corps ( de Fp dans lequel le polyndme Xk - X € Fp[X] est
totalement décomposé. Dans () , les racines de Xk - X forment un sous-corps K

de ( de cardinal k ., En effet,

== x et yk =y ==> =5 y—k = xy—l €K .

D'autre part, on montre par récurrence sur y (tel que k = p¥ ) que

¥k kX
(x=-y) =% -y ,

ce qui est bien connu pour k = p , puis résulte de la relation

pv-l _ v=-1 p pv pV
(x ) =X -y .

Il

v
(x - y)P
Donc
Xk =x et yk =y = (x - y)k =x-y€ K,

Pour tout nombre premier p et tout entier y , il existe donc au moins un corps
K de cardinal p° : le corps Fk de décomposition de Xk - X dans Fp , appelé

champ de Galois ou corps de Galois.

6. Construction de Fk
Fa¥a¥ay a a¥ ol W o W W P W N ]

(a) L'ensemble des polyndmes de Fp[X] s'annulant pour un élément a de K est
un idéal engendré par un diviseur Q de Xk - X . Le plus petit sous-corps de K

contenant a , contenant évidemment Fp(a) = Fp[X]/Q , est donc Fp(a) lui-méme.

(b) Si w engendre cycliquement K = {0} , et si H= Fp(w) , On a le’ =@ ,

d'od |H| 2k et H=K= Fp(w) .

(c) I1 existe donc un polyndme irréductible Q, de Fp[xj tel que Qo(w) =0
et K = Fp[X]/QO o Si QO est de degré n , on a |K| = pn y d'oU n=vy .

(d) On sait que Xk -X=X IH @d(X) . Si wd(a) =0 , alors ad =1,
dik-1
w , racine de Xk -~ X , est donc racine de Py et non d'un vy avec d<k-1.

I1 suffit donc, pour construire F, , de décomposer @k_l(X) € Z[X] en polynbmes



9-06

irréductibles dans Fp[X] : on avu qu'il en existait au moins un de degré v , soit
QO . Dés lors, K = FP[X]/QO .

(e) Exemple : p=2, v=4, k=16 .

8 7 5 4 3

=X -X +X X + X3 -X+1

(X4 + X7+ 1)(X4 +X+1) ,

il

P15

d'ou deux polyndmes QO possibles engendrant FI6 .

7. Unicité de Fk .

(a) Soient K et K' deux corps de méme cardinal k . K est engendré par

une racine @ d'un polyndme Q. tel que

0

X -X=Q. R (degré de Qy = v ) .

Cette égalité, vraie dans Fp[X] , l'est a fortiori dans K'[X] . = - X "y étant

totalement décomposé, il en est de méme de QO .
(b) Soit alors o' € K' une racine de Qy - Elle engendre K' car le plus petit
sous-corps de K' contenant ' est de cardinal pY =k .
Tout élément de K = Fp[X]/QO peut s'écrire de fagon unique sous la forme
v=-1 5
a= 2 X, w (Xi eF ) .
i=0 p
La bijection

=2 = - 11
a Xim'\&%a ZXi(.U

est un isomorphisme de corps entre K et XK' , puisque w et w' sont racines du
méme polyndme QO de Fp[X] . Tout corps fini de cardinal k est donc isomorphe

au champ de Galois Fk .
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32
49
64
81
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Annexe
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Polynbmes engendrant Fk pour k < 121
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