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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 6=01
(Théorie des nombres)
9e année, 1967/68, n° 6 11 décembre 1967

/
EXTENSIONS FINIES GALOISIENNES DES CORPS VALUES COMPLETS
A VALUATION DISCRETE

par Jean-Marc FONTAINE

0. Définitions. Notations.

On utilise, dans la mesure du possible, les notations de J.-P. SERRE ([7], en

particulier chapitre IV).

0.1, -~ AK est un anneau de valuation discreéte Vg pour laquelle il est complet,
K son corps des fractiouns, Px 1'idéal maximal de AK et K= AK/pK son corps

résiduel.

L est une extension galoisienne finie de degré n de K, AL la cldture inté-
grale de AK_ dans L , vL
mal de AL’ L= AL/pL son corps résiduel.

la valuation correspondant a AL Py, 1'idéal maxi-

81 o€ Ay (resp. A ), nous désignerons par « sa classe modulo Pk (resp.
Py )
m, (resp. m

K L
un élément irréductible de l'anneau principal AK (resp. A ) ; x désigne un

=1 ) désigne une uniformisante de X (resp. L ), clest-a-dire

élément qui engendre A. en tant que AKfalgébre.

L
On note :
- = = = i i 3 J 1 1 s
eL/K e vL(ﬂK) indice de ramification de 1l'extension L/K .
- fL/K =f =[L : K] = degré de 1l'extension résiduelle /K .
Ona n=-ef , et si Car K = p est différente de O , on pose e = zpk , avec

(0 ,p) =1 et k>0.

0.2. -~ On pose enfin :
f

(a) 8i p#0 et si K est un corps fini, Cardfc'=p°;et sinon fj =+ .

(b) Si p#0etsi Car K=0, vK(p) = ey ; et sinon e = * @ -

0.3. —~ Nous ferons de plus, dans tout l'exposé, l'hypothése suivante :

(s) L'extension résiduelle L/K est séparable

(ceci est toujours le cas si le corps résiduel K est parfait).
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Dans ces conditions, l'extension L/K est dite :

non ramifide, si e =1 ;

simplement ramifiée, si k =0 (ctest donc toujours le cas si p =0 )

complétement ramifiée, si f =1 3

complétement surramifide, si £ =1 et si £ =1 {ceci ne peut se produire

que si p#£0 ).

Nous désignerons par G = G(L/K) le groupe de Galois de l'extension.

1. Décomposition canonique de 1l'extension.
MWWWWM\AWMMNVVW

l1.1. Rappels.

Dans ces conditions, on sait [7] que @

LEMME. — Soit s € G et soit 1 un entler ratiomnel > -~ 1 . Les trois condi-

tions suivantes sont équivalentes

(a) s opdre trivialement sur 1l'anneau quotient AL/p;+1 5

(v) vL(s(a) ~-a)zi+1, Vac AL ;
(c) vL(s(X) - x) > 1i+1

On pose {s) = vL(s(X) -x) -1 (1). vy est une application de G dans Z .

Ve

On peut alors définir G, = {sedC; vG(s) =i} . Gi s'appelle le i-iéme groupe

de ramification de 1l'extension.

Les Gi forment une suite décroissante de sous-groupes invariants de G ;

G, =6 et G, {1} pour i assez grand. La connaissance de la fonction v

It

G
est équivalente & celle des Gi .

Les Gi forment une filtration de G au sens de Bourbaki [1]. Nous dirons que
c'est la filtration associde a l'extension, et nous désignerons par Ki le corps

des invariants de Gi . La fonction v, n'est autre que la fonction d'ordre de la

G
filtration.
Si Gi # C—i+1 , nous dirons que 1 est un saut de la filtration, ou encore un

(1) J.~P, SERRE utilise iG(s) = vL(s(x) - x) = vG(s) + 1 . Pour cet exposé,

1temploi de vG(s) est plus commode, car vG(s) est un nombre de ramification.
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nombre de ramification. Si i > 0 , nous dirons que ce nombre de ramification est

propre.

1.2. Cargqctérisation deg extensions & filtration triviale.

Définition., - Nous dirons qu'une extension est & filtration triviale, si la fil-

tration ne comporte qu'un seul saut. Soit v vwet unique nombre de ramification., On

a alors

G=6; pour igv et G, = {1} pour i>v .

1.2.1. Cas v==-1.-0na G, =6, Gy =6 = fi1} , vizo.

1

Ce cas est bien connu. On peut énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION 1. - L'extension L/K est a filtration triviale, avec comme unique

nombre de ramification v = - 1 , si, et seulement si, elle est non ramifide (n,=f,

e = 1) . G-giG(f/E) s et f/ﬁ est aussi galoisienne, Si L ='K(§) , quel que soit
0 appartenant a4 la classe de 6 dans AL , L =K(e) et AL = AK(G) . Si '5(x)
est le polyndme unitaire irréductible de 6 dans X » quel que soit le polynbme

@(x) appartenant a la clagse de 5' dans K , toute racine 6 de ¢ engendre

1'extension et enzendre AL en tant que AK-algébre.

1.2.2. Cas v 20 . - L'extension est alors complétement ramifide. On a L = K(n)

et AL = AK(W) , o0 m est zéro d'un polyndme d'Eisenstein
Cr 2 a ge—i € o £ e
5 ' r 9 SPg o % Fbg e

Nous allons caractériser complétement les polyndmes d'Eisenstein qui engendrent

une telle extension.
(a) Le cas v =0.

PROPOSITION 2. -~ Pour que le corps de rupture d'un polynbéme d'Eisenstein

N e e-l e-i 2
@(é)—§+%ai§ (o, € pp v £ pp)

soit une extension galoisienne a filtration triviale, avec comme unigque nombre de

ramification v = 0 , il faut et il guffit que (e , p) =1 et que K contienne

une racine primitive e-iéme de 1'unité.
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Le groupe de Galois de 1l'extension est alors un groupe cyclique isomorphe au grou-—

pe des racines e-iémes de l'unité, c'est-a-dire au groupe multiplicatif des racines

de C—g @(ﬁﬂ)) dans L (22 1 est un zéro de @(g) ).
T

COROLLATIRE. - L'extension L/K est une extension & filtration triviale avec

v =0 , comme unique nombre de ramification, si, et seulement si, elle est complé-

tement simplement ramifiée.

Démonstration. - Soit m un zéro de (&)

3(n) =0 => n° + @, =0 (mod pi+1) .

L = K(ﬂ) . On a alors :

()

il

o
o (n® + - (mod piﬂ) ,
i

donc  ¢(m) =-l€ a(m) = ° -
ﬂ
On veut que ﬁfmT—ﬂ)=1 y VseG, s+#1, clest-a~-dire que %ﬁﬂ'—ﬂ)=1)

v w' zéro # . de @(g) .

1 (mod pL) .

31 on pose 7' =Tme' , les €' sont les racines différentes de 1 de ¢(ﬂ) , et
il faut que vL(g‘ - 1) = vL(n' -T) -1=0 y donc que ¢! # 1 (mod pL) . 1 doit

donc &tre racine simple de ne -1=0 dans L . Il faut donc (e , p) =1 .
Le polyndme ne ~ 1 étant alors séparable, les autres assertions sont évidentes.

Q. E. D.

(b) Le cas v >0

Ce cas ne peut se présenter que si p # O . On peut énoncer la proposition suivan-
te :

PROPOSITION 3. - Pour que le corps de rupture d'un polyndme d'Eisenstein

e-~1 .
8(g) =¢€° + %- oy g%t (ai € P s o ¢ pi)

soit une extension galoisienne a filtration triviale, avec comme unique nombre de

ranification 1'entier rationnel,strictement positif v , il faut que 1l'on ait :

€y P
- ou bien (a) : (v, p) =1 et, si e, &st fini, v < o1 Soit, pour
s=0,1, 0. , k=1, i l'unique entier compris entre 1 et p -1 tel

S
. 8 k=-s
que 1s=1% P avec (us ’ p) =1 et p ](v - us) .
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Alors, il faut et il suffit que les quatre conditions suivantes soient réalisées :

(a.i) e = pk pour un certain entier positif k (ou encore £ =1 ) 3

(a.li) o, € p%(l) avec p(i) =V - vk:su si 1i= ups avec (u ’ p) =1, pour
' -1
i=1,2, : D 9
w(ig)+1
(a.iii) oy é pK H
0 _ k k—tl S
(a.iv) le polzgéme P(x) =xX + 2 bs Xp se décompose en facteurs linéaires
_ . s=0 S is u(is7f ais
dans K , bS désignant la classe modulo pK de (\ ps (— 1) —;TI;T
%o
ey P

- ou bien (b): eO est fini et v = 5= 1 (ce qui suppose que (p - 1)|eo ).

Alors, il faut et il suffit que les trois conditions suivantes soient réalisées :

(bi) e=1p;

(b.ii) @y € p;(l) , avec la méme définition de p(i) ;
A

(b.iii) le polyndme P(x) = x - bx se décompose en facteurs linéaires dans K

?

[S)
b désignant la classe modulo pK de (- 1) 0 —%— .
o 0
e

COROLLAIRE 1. = G est alors un groupe abélien, produit direct de k groupes

cycliques d'ordre p (dans le cas (b), k=1 ), igsomorphe au groupe additif des

zéros de ?(x) dans X , ou encore des zéros de (—T;%TTE @(n + ﬂﬂ)) dans L = K
( m désignant un zéro de & ). m

COROLLAIRE 2. - Pour que l'extension L/K soit & filtration triviale avec comme

unique nombre de ramification v > 0 , il faut qu'elle soit complétement surrami-

fide,
La démonstration se fait soit directement en cherchant & résoudre 1'équation
@(g) =0 dans L = K(w) , soit en essayant de construire le polygone de Newton de

1 v+1 o . N
¢(ﬂ) ;TVITTE @(n + T ﬂ) (auquel cas, on peut utiliser des résultats dus a

1

M. KRASNER [4]). On trouve ainsi que l'on doit avoir ou bien les conditions (a.i),

(a.ii), (a.iii), ou bien (b.i), (b.ii)
On voit alors que :
- dans le cas (a) :

ko k-1 5 - i pEi s _s K
ﬂ(v+1)p 7 + 2 <% < i)ai T & P ﬂp (mod p£v+1)p 1y
8=0 P s

]

k
n(v+1)p \lf('ﬂ)
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pk k-1 pk - iS als ps
s(n) =1 + 5 =1 (nod pr) -
0 P u(ls)P
n
Or
k k+1
@(ﬂ) =0 => T[p + oge =0 (mod pi )
et
k . .
P - p(ls) ey

S

k _ i s
y(n) = ﬂp + 2 s S1(- 1) ] ﬂp (mod pL) ,
o

{ P
ce qul montre gue (a.iv) est bien une condition nécessaire et suffisante.

- dans le cas (b)

1T(v+1)p W) = 2 P P or® o 1 (mod p£v+1)p+1) ,
¢(ﬂ) = ﬂp + ;;(%:TT n= ﬂp + ez (mod pL)
T
Or
g(n) =0 => ™ o+ a, = 0 (mod p£+1) ’
donc
o
g = f + (- 1) == (mod pp) ,
0
o
e

ce qui montre que (b.iii) est une condition nécessaire et suffisante.

Le corollaire 1 se déduit alors immédiatement des propriétés des racines du poly-
k-1 S
néme x + 2 bS x¥  dans un corps de caractéristique p . Le corollaire 2 résul-
s=0
te de (a.i) et (b.i).

1.3. Décomposition canonique.

1.3.1. — Revenons au cas général. On sait alors que :

- GO est le groupe d'inertie de 1l'extension, clest-a-dire que KO est la plus

grande extension non ramifiée de X contenue dans L , et ona G(KO/K) e:G(iVE)
et [KO : K]l=1f .

- G1 est le groupe de ramification de 1'extension, c'est-a-dire que K1 est

la plus grande extension simplement ramifiée de X contenue dans L , et on a
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G(K1/KO)’X GO/G1 , groupe cyclique isomorphe au groupe des racines f-idmes de

1'unité qui doit &tre continu dans T = ib ; [Kl : Kb] =4 .

- Alors

(a) si Car K=Car L =0 , G, = {1} et G, est cyclique ;

0
(b) si Car X = p#0, Gl est un p-groupe, et les Gi/Gi+1 sont des groupes
abéliens, produits directs de groupes cycliques d'ordre p .

1.3.2. ~ Les extensions Kj/Ki (j ;,i) sont toutes galoisiennes. L'extension

Ki+1/Ki est

- ou bien triviale, si i n'est pas un nombre de ramification : Ki = Ki+1 H
- ou bien non ; on peut alors montrer que Ki+1/Ki est une extension a filtra-
tion triviale dont 1l'unique nombre de ramification est précisément i , et nous

pouvons énoncer le théoréme suivant :

/A
THEOREME 1. - Toute extension finie galoisienne d'un corps valué complet pour une

pt

valuation discréte, correspondant & une extension résiduelle séparable, se décompose

d'une maniére et d'une seule en une suite d'extensions

chagque extension K& /K& étant une extension a filtration triviale dont 1'uni-
i+l i
que nombre de ramification est Yi o la suite des entiers A étant strictement

croissante. C'est ce que nous appellerons la décomposition canonique de l'extension.

2. Propriétés de la filtration.

2.1. Un probléme non résolu.

(a) 8i Car K = p # 0 , le groupe d'inertie GO est le produit semi-direct
d'un sous~groupe cyclique d'ordre premier & p par un p-sous-groupe invariant.
On peut montrer que, réciproquement, tout groupe possédant cette propriédté peut

8tre congidéré comme le groupe d'inertie d'une extension du type L/K .

On peut essayer d'aller plus loin et se demander si 1l'on peut donner une carac—
térisation de GO muni de la filtration des Gi y Ou, ce qui revient au méme,
muni de la fonction vG(s) .
(b) Un certain nombre de problémes sont lids dans une large mesure & celui-ci,

en particulier la recherche d'une réciproque du théoréme 1, ou la donnée d'un
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procédé permettant de construire 1'extension L/K la plus générale. A défaut de
pouvoir donner des résultats complets, nous allons donner un certain nombre de condi-

tions nécessaires.

2.2. Résultats classiques.

Soit UL le groupe multiplicatif des éléments inversibles de AL . UL peut

tre muni de la filtration des ULl définis par :

U£O) =U. ; e

= Uy s L= 1+ pi pour i >0 .

On est alors conduit (cf. [7]) & introduire les applications 6, définies par la

proposition suivante :

PROPOSITION 4. - l'application qui, a s € Gi fait correspondre %; , définit

par passage au quotient un isomorphisme ei du groupe quotient Gi/Gi+1 sur un
U(i)/U(i+1)
L L

sous—groupe du groupe . Cet isomorphisme ne dépend pas du choix de

l'uniformisante 1w .

On peut alors montrer que :

PROPOSITION (A). — Soit s € G. et soit z e Gi/G. , i>1 .0na

0 i+l

ei(szs—l) = eo(s)i Gi(l) .

-1 -1

PROPOSITION (B). - Si se€ Gi , t € Gj et i, j>1, alors sts t " e Gi+j+1'
PROPCSITION (C). — Les nombres propres de ramification sont congrus entre eux

modulo p (VG(S) >0, vG(t) >0 ==> vG(s) = vG(t) (mod p)) .
Les propositions (B) et (C) se déduisent simultanément du lemme suivant :

LEME. - Si s €G., et teG, ,ona stst t req . et
= i == j— i+ =

ei+j(sts'1 t71) = (35 - 1) o, (s) 5,(t) .

On en déduit alors que si les nombres propres de ramification sont congrus & O

modulo p , le groupe de ramification G, est cyclique, d'ordre pk «Si g8 estun

1
générateur de G1 , on a

t(h)+1
0 o () =2
p-1 Ve

va(s) = =
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(on pt(h) désigne la plus grande puissance de p qui divise h ) pour
h=1,2, ... , pk -1, ce qui détermine entiérement la filtration de G1 . Clest
k
le cas de L = K(ﬂé/p ) , K contenant une racine primitive pk—iéme de 1'unité.
Dans le cas "régulier'", cl'est-d=dire si les nombres propres de ramification sont
incongrus & 0 modulo p , on ne sait rien de plus en général. On connait seulement

des résultats plus précis dans le cas ou GO est un groupe abélien.

Nous allons montrer, dans le paragraphe suivant, comment une étude directe des
commutateurs d'éléments de G1 permet de donner des résultats plus précis et com-
ment, dans certains cas particuliers, on peut méme calculer vG(sts-l t-l) et

0 1 .-1 (sts~1 t—l) .
\)G(Sts t )

2.3. ﬁtude directe des commutateurs de G1 .

Dans ce paragraphe, nous remplagons 1l'hypotheése (s), donnée initialement, par une

hypothése plus forte :

(S') K est un corps parfait ((S‘) ==> (S)) .

2.3.1. — Nous allons établir le théordéme suivant :

/. \
THEOREME 2. - Soient, pour i=1, 2, 3, 84 € G, avec vG(Si) =V oo Soit

1
pr la puissance maximale de p qui divise v3 - v1 . Soit

. r .
ny = min(v, , (p° - v, , (p = 1)V2 +p, v3) .

-1 -1
) 2 +
\)G(s1 s38, Sy ) = v, tvytm : ., _1)
_ => y (s, s, s s >v, +V,+n,
1 831) >V, +v,+n G121 2 1 2

vG(“z 83 5 2" V3

Soit Vo le plus grand nombre de ramification fini de 1l'extension, GV = ZG ,
M

centre du groupe. En appliquant le théoréme 2 & s , t € G1 et Sg € Gv , On en
M

déduit le résultat suivant, plus précis que la proposition (B) du paragraphe 2.2.

PROPOSITION 5. — Soient 1 et j des entiers > 1 . Soit pr la puissance maxi-

male de p qui divise Vi - i . Soit

n(i, j) =n=mnin(i ,0@ ~1)j, (p-1)j+0p) .

. -1 ,~1
Si s € Gi , t € Gj , alors sts =t ~ € Gi+j+n .



6~-10
Nous montrerons de plus la proposition suivante :

PROPOSITION 6. - Soient i et J des entiers >1, tels que (p -1)j<1i.

Alors, V s € Gi , t € Gj , ON a

(1) 04py (st £71) = Y-D%——- 0;(s) o5(¢) .

Bn particulier, si 1 é Vi (mod p2) 5

vG(S) =1

— VG(sts—l ™) =1+ pj .
vG(t) = :

|
[

C'est ce dernier résultat qui est le plus intéressant. Nous en donnerons des exem-—

ples simples d'application un peu plus loin.

Pour démontrer ce théordme, nous allons d'abord établir un lemme.

2.3.,2. Lemme préliminaire.

Soit A un domaine d'intégrité de caractéristique O ou p. Va, b €A, nous

poserons a = b (mod p) , ou plus simplement a =Db si :

a=> si Car A=1p .
pl(a - b) si Car A =0,
8i P, est une matrice carrée d'ordre t + 1 & coefficients dans A et si
t
go , §1 ’ ...(,)gt 3 ﬂo , ﬂl y eeo nt sont 2(t + 1) éléments de A , nous pose-
t
rons Pt = (pk’£> et
To
[ 1 t %
3 - 1.5 3 . ()
G [Pl M) = (8 0 8y s ey EIR DT e g e P Ty
m,

Nous pouvons énoncer alors le lemme suivant :

LE/ME. - Soit A un domaine d'intégrité de caractéristique O ou p .

Soient XO y kl s ose ki N T R P R A A2 des éléments

de A avec (vo , D) =1 .

Soient, pour t =0, 1, ... , 1, Dt et Nt des matrices carrées d'ordre

t +1 vérifiant :

=t - 2k
(t) ’t'k
k,£> avec (

dkt) =0 si L£t-k
’L -

(=]
i

t @
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N, = ( (t)> avec néfi =° = Kbzt
e =m0 s,
AMors, si, pour t =0, 1, ... , 1, on a
oy = (vk IDtI xﬂ> =0
By = (v 1Dy + N | w,)=0

on a aussi : Yi = ( xk |Dt + Ntl p£> =0 pour t =0, 1, «c. o, 1.

Remarque. — Plus précisément, nous démontrerons que si on a o, = 0 , pour
t=0, 400 , 1 et Bt =0 pour t=0, ... , i-p, alors Vo Y¢ = ko Bt pour
B =0, 1, coue,i.

Démonstration du lemme. — En changeant v; en vi/VO , et en divisant tout par

Vo (ce qui est possible, puisque on suppose (VO ’ p) =1 ), on peut se ramener au
cas ou Vo = 1.

(a) oy = BO =Yy = o .

= 14 i =
@ = 0 s'éerit Xl = XO vy e
— ', i - = i -—
a, = 0 stécrit 2X2 ZXO v, = 0, ou, si p#2, xz = ko v,
Supposons que pour O , 1, ... , 1 -1, On ait montré que xt = KO Vi e Alors
a; = 0 s'écrit :
> (i-2k)y, A, L =0,
k=0 k Ti-k
ou
i-1
ik = ihg vy + }1_ (1 = 2K)vy Ay, =0
ou
i-1
1Xi - lkO vy + KO %; (i - 2k)vk Vi = 0
ou

i
o

lki - le vy
Donc, si (i ’ p) =1, il faut ki = xo Vi oe On a donc, pour i =1, 2 ...y p~-1

A, = A



et, pour i=p,

= DA
P p

p " PA, v

o 0

P

Si donc on suppose que, pour t =1,

on a aussi
vy = Oy 1Dy + lwg)
donc Y = KO Bt pour t =0, 1, ...
Pour

i=p,

vy = Oy 1o+ 1)

2 5 e

0,

, 1 ,avec 1<p-1, ona oy

y 1

= A - A - A = A .
Vp 0 Bp p( P 0 Vp) “O 0 Bp
Le lemme est donc démontré pour t =0, 1, 2, o0 4 P .
(b) Supposons le donc vrai pour t =0, 1, ... , i . lMontrons alors que
ap = 0 pour t =0, 1, , 1 + 7D
=> vy, = A, B .
Bt =0 pour t =0, 1, .¢. , 1 1P 0 "itp
- -
Posons xt = kp+t XO Vpit
— _ . 1 4 . —
at+p =0 pour t=0,1, .0 , 1 s'écrit (vk !Dt+p] “z> =0 .
Comume Dt+p est antisymétrique, <Vk IDt+pl vﬂ) =0 , donc
e lDt+pl My mhgv? =0
ou encore
ST | YN R I ¥ S R

D

ou, comme tous les termes de
t+p

<(VO y sy Vi o,

ou encore, comme d.l({t-‘-p)

=t +p- 2k
, t+p=k P

op = Ve |Dt| hﬁ)

, sauf ceux de "l'antidiagonalel,

ce O)lDt+p|(O y eee s

0, A » ALY =0,
_ _ (%)
=t - 2k = dk,t—k
pour t =0, 1, oo , i

6-12

it

sont nuls :
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-~

Comme By = (vk IDt + Ntl u£> =0 pour t=0,1, ..., i, on déduit de 1l'hypo-

thése de récurrence que :

|
(@]

(hi 'Dt + Ntl uz) = pour t=0,1, ... , 1.

Or,

il

Yidp = Mo Bigp = Oy |Di+p * Ni+pl by ? = Aol IDi+p +'Ni+p| by )

it

P = 2 Vi ’Di+p * Ni+p| u£>

i

1 H
Oy e 0Ny s e A Dy, o L)

1
(CIFPRRVIC IS ¥ SRR L I R

Di+p , sauf ceux de l'amtidiagonale, sont nuls et que

= (xi IDiI pz) puisque tous les termes de

(i+p) _

i ; = ol
k+p, i+p~(k+p) i+p=- 2k +p) i-2k=d

k,i-k °

i

((O,...,O,Ké,...,k%)iN. |u%)5 ((O,...,O,Aé,...,x%)|Ni+p}(po,...,ut, Oye0e,s0))

i+p
(puisque néfzp) =0 pour k+4 2t +p ).

. (i+p) (1)
= ! =
= (xk lNi‘ Wﬁ> puisque m;y Y, =m0 .
. - —_ 1 = =
Finalement, Yi4p N Bi+p = (kk lDi + Nil p£> =0 et Yigp = Ao Bi+p .

Q. E. D.

2.3.3. Démonstration du théordme 2.

(a) Scient, pour i=1,2, 3, s, € G, avec v (s.) =v, . Posons s. T =T,
vi+l i 1 G i i i i
U peut s'écrire =TT p; avec p. € UL . Comme on a supposé K par-

fait :

1© 8i Car K =0 , il existe un sous-corps de L , kL qui est le plus grand

sous—corps absolument non regmifié de L . L = kL(n) , le corps résiduel de kL
est kL =L, vkL(p) =1, [L: kL] = 89, .
On peut alors choisir un systédme R de représentants de Ei =T dans kL ’

contenant O , tel que
[o2]
Voe AL , 0= 2 8y ﬂk y a € Rc ki .
k=0

20 31 Car K=7p , alors AchflfT]], et on peut choisir un systéme R de repré-

sentants de T dans AL qui est un corps isomorphe & T tel que

1 8

k
V8 e AL ’ 6 = a T a € R .

o



Choisissons un tel systéme R et posons, pour i=1,2,3,

o]
s 3 k 1
NSRS
On a, pour i, j=1,2, 3,
-1 =1y _ -1 -1 _, _ 1) o
VG(Si 85 8; Sy ) = vL(si sy 8; Sy T ) -1,

ou ' est une uniformisante quelcongue.

-1 -1
' = S S. . N N = . . - . . - .
Prenons ' = sy 8; T vG( i 5551 8 ) vL(sl sy - 858 m) -1 .0r

jg i i
v,+tl (.) K @ (.) v.+1+k
S. S.ﬂ=S.(TT+TTJ 2 aJ TT)=TF.+>_ ak‘] .9 (puisque . est
i"] i k i i i
. k=0 k=0
contlnu).
™ . v.+1+k v.+1i+k
s, s.m="m, +T, -1+ 2- a(a)(ﬂ.J - T J
i7] i J k i
k=0
® v .+1l+k . m, v.+1l+k
_ _ o (3)r(_dy 3 _
=m; o+ T4 2T ak[(n) 1]
k=0
v+l . v, ®© . v +1+k
=T b T, =Tk b3 aia) ﬁk[(l +n 2 aél) L - 1]
J k=0 4=0
ou finalement
v, +v .+1
(2) s; 85T =T M. =TT 753
vee r, . € et
& »d AL
© v (<) . v .+14k
k 3
(3) r, o= —%f- 2 a£3> (1 +m " aél) ) - 1]
L i k=0 £=0
n
On a donc
Vi+vj+1
(4) 5y 8, M- s, s, =T 55" rJ’l)
et
-1 =1y _
(5) \)G-<si Sj Si Sj ) - vi + Vj + vL(rl,j - rj,i)
(b) Calcul de T, i - Posons Ai}’m) = coefficient de ns dans le développe-

- (E (1) ’k)m .
men e o ak i

6-14



(3) stéerit encore

v ., +k
LT ) D () {0 ommfryeien e ) g
ri,j—-(ﬂio ) ﬁ){kinak mlvgrieks oo \ m+1 (,&.:O ae P}
(5 DI o) e 1]
o 8:a N ak i VJ
v . +K
© . o . J mv. (v, + 1 +kl o () n
(3 a3 ) g oA (5 &) Mm7
+z§oa TSR T T mtl St T )
ou
) =% O[ti,j) b avee aﬁi'j) _ <a1({‘j) |D§i,j) N P;(Ci’j)l a,§i>>
avec Dii’j) _ <d}(§éi,j)> ,
l(ctﬂl"])=o si 4#At-k
d}it'i:i{{;]) = Vj +1 +k
avec P-Ei,j) - (p(t 1:J)> ;
1({tj&l'J):o si k+4>t-v,
(655,9) _ 5 "-+1+k)<i )
Py /cl 7= m>;1 (J m o+ 1 At—mrxl; ~(1e42)
(en particulier Pii’j) =0, pour t < A ).
(¢) Calcul de rj,i - ri,j . -— On a donc rj,i - ri,j =,§ (aij,i) _ aii’j))ﬂt

avec

e

en désignant par P 1la matrice transposée de la matrice P . Dans -ng,l) - Dil’J),

aéj’i) (1,3) - @l |5£j,i) _ DJ(ci,j) +—1.;1(:j,i) - Pii’j)‘ aéi)) ,

tous les termes sont nuls sauf ceux de l'antidiagonale qui sont de la forme

(vi + 1+ %t - k) - (vj + 1 + k) =v, - vj +t-2k=1t - 2k (mod p)

puisque v, et v, étant des nombres propres de ramification, v, = vy (mod p) .

i
Donc D(J’l) gl’j) = Dt (mod p) , ou Dt est la matrice définie dans 1'énoncé

du lemme
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Soit v = min(v1 , v3) . On a
¥3 4" T3 = VE% oy nt (mod pz) avec o = ol§;3,1) _ CYil,B)
3,0~ 72,3 = véF Bt m" (mod b) avec By = aiB,z) - aiz,B)
T o T Toq = Vé} Vi ot (mod ﬁz) avec v, = ol§:1,2) _ Ol§;2,1)

Pour connaitre ces expressions (mod p{) , 11 suffit de connaitre oy Bt + Yy

modulo p .

[En effet, ou bien Car X =D , et ceci signifie qu'on les connalt complétement 3
ou bien Car K =0 , et alors v (p) e et v , étant un nombre propre de ra-
mification, correspond a une extens1on a flltratlon triviale d'un corps strictement
contenu dans L , L en étant une extension complétement surranifiée. Ce co g? a

e, © ey © eng € v
donc un indice de ramification absolu < —Q——-, v £ 9 b Q L

> p-1 p-1 p-1'
et VL(P) >(p-1)vzv,donc pE pz . J
Compte tenu de ce que Pil,a)

t=0,1,...,v—-1,

=0 pour Tt < v, s On peut alors écrire, pour

(a, (3) D, | a§1)> (mod p)

ay =
o, = @ o, + x| &Py (moa p)
Vi = <a£1 o, +n| a< )> (mod p)
en posant N, = (ngfi) = - PiZ’B) et Ny = (néEE)) = = Piz’l) .
De plus :
[(t=(x+2))/v
(1) (t) _ p(t 2,3) _ _ <£ 2](7 il %)A(Z,m)
') K, 4 et m+ 1 t-mv2-(k+z)
(6)_ _ (652,1) [(t_<%;£))/v2]<i1 *1EE) (2m)
Pe,e - 7 Pryg - =1 m+ 1 t—mvz—(k+£)
v 1+ k! 1 +k
etsi(3;+z )5(v1;+:),Vm=1,..,,[-1-;—:——‘%—j—g'-2-],ona
(t)

= nisf) (mod p)
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3i on pose v3 - v1 = xpr avec (h ’ p) 1 , on voit que

Lo e e s T (e P (aod p)
donc
s (VB + 1 +k)xm+1 i} Z(rl + 1 + k)XnH-l . )\Xpr ,
\ m+1 m + 1 e
et
(Vszi:k)E (vl;-i:k) tant que m <P - 1
et

il

v1 + 1 +k
. + N .
(pF = 1) +1

v3+1+k)
(p© - 1) +1

Donc, pour t < (pr - 1)v2 , On a [.E_:__(?.'L).] < .{.:i. < pI‘ -1 et Nt = N% pour
t:o,l, e c e ’(pr"‘l)v2—1. 2 2
- (p"-1)v, (p"-1)v, _
Pour t = (p - 1)v2 ’ nk,'6 = nk ) sauf si k + ¢ = 0 , auquel cas
on a
(p -1)v, (pr-l) (2,( ))
=n + kA 2,{p -1
O 0 0,0
r r
6 (»'-1)v,  (p7-1)v, (2)pF-1 °

' —
5.0 =1 9 + Aag

(ii) Un calcul analogue montre que néti = nit-p) (mod p) tant que m<p -1,

— -P,ﬂ, _ .
c'est-a~dire tant que [f___ik;i;&l] <p=-1.0r, k2p => [t (e + z)] S,t P,
v v, v,
On a donc ( ) nét pg (mod p) , Vk>=p pour t< (p - 1)v2 +D .
=D,

(d) Fin de la démonstration du théoreme 2. - Pour j < ny les oy oo Bt et Yy

vérifient les définitions du lemme.

Supposons alors que s, , S, 84 vérifient les hypothdses du théoréme. On a

1
alors
ncl t n
(7) 2 ap ™= 0 (mod pL) .
0
Les oy sont des expressions polynomiales des ail) a coefficients dans le corps

prenier de L . Donc :
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(i) si Car K =0, aii) € Rck et o €l . Donc
(8) o, = 0 (mod pL) <==> oy = 0 (mod p) .

(ii) si CarK=1p , ail) € R et R est un corps, donc o € R . Or, le seul

élément de R , congru & O modulo P, est O . Donc, ici encore,

0 (mod p)

il
il

(8) @y =0 (mod pL) <=>

t

La formule (8), toujours valable, appliquée & (7), compte tenu de ce que p € pg ,

montre que o, =0 (mod p) , ¥t=0,1, «e. ,n =1,

Le méme raisonnement s'applique aux Bt » et on en déduit que By = 0 (mod p) ,
Vt:o,l,...,n—l.
, 1 2 (3)
I1 résulte alors du lemme, en prenant kk = aé ) y Wy = aﬁ ) y V= ak y que
Yy =0 (mod p) pour t=0,1, 2, ... ,n =1, donc que
n-1
t n
vy ™ =0 (mod pL) ,
0]
ce qui compte tenu de (5), démontre le théordme 2.
Q. E. D.

(e) Fin de la démonstration de la proposition 6. — Dans le cas ou l'on prend

Vg = Yy et ou (p - 1)v2 < vy le lemme s'applique encore & l'ordre (p - 1)v2 :
2
ol . s . _ , _
si r>1, clest-a-dire si vM = v1 (mod P ) ’ N(pel)v2 N(p—l)v2 et
- . a -1 -1y _ Lo
Y(p—l)VZ = 0 , ce qui entralne que 6v1+pv2(sl S, 8,7 8, ) =0 . On peut écrire
v, -V
M 1 P
(9) 6 =——=9_(s,) 0 (s,)
v1+pv2 P v1 1 v2 2
-si r=1, ona
_ () (2)y , (1), vy (o (o)
Vo-1)v, = @ Ploet)r,  Fpayw,l 270 F %0 (00 T om0 D) g
_altt) Jl2e 4 si all) et a(®) gont airrérents ae o ,
0 0 0 0
donc v (s s s_1 s_l) =V, +V_ # (p - 1)v =pv, +VvV_ .
G712 71 T2 1 2 2 2 1
De plus,
s, T v v, +1 s, T v v, +1
1" (1) "1 1 2" (2) "2 2
— = 1+ a, ’ m (mod Py, ) et 7 = 1+ a, (mod P, )
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entrainent
8, S, M=18, 8, T PV v PV +V,+1
1”2 271 _ . (1) (2)p F2™ 21
- = A a, m (mod Py, )
. . L -1 =1
Si on applique ceci a w' = s,” sy m
s, m =8 s_l -1 = s_1 n
1 11 2 2 ?
et on vérifie facilement que si
g, v v +1 S, T v v, +1

1 _ 1 1 2 _ 2 2

=— =1 +am (mod P ) et — =1+ bn (mod PL )

_ (1) _ .(2)
on a a=a; et b= ag

s, s, m =8, 8 T s s, szl sgl meT 0
Comme - = — x— et — =1 (mod pL) , on
en déduit que
-1 -1 -1
s, 8, s T DV 4V PV +V, +1
L2 L 2 -q1snab’n 20 (moap @ ).

I1 suffit alors de passer au quotient pour obtenir la formule (9).

Q. E. D.

2.3.4. Remarques et exemples d'applications.

(a) Remarque : Dans le cas ou on ne suppose pas X parfait, et ol on ne fait que
1'hypothése (S), si Car K =20 (resp. P ), le corps kL (resp. R ) n'existe pas

nécessairement. On peut cependant faire le méme calcul modulo pK = Py au lieu de
0
L/kL = ee, ou +® par

— —_ —_— 3 ! ‘l 3
eL/K = eL/K = e = VL(nK) , et i1 se peut que 1l'on ait e < v(i) . Il faut done

modulo p . Mais alors, il faut remplacer vL(p) = e

rajouter e dans 1l'énumération des limitations imposdes & n .

(b) La proposition 6 reste vraie si 1'on remplace v, par Vv >V et apparte-~
M 1 PP

nant 4 l'ensemble des nombres de ramification des éléments de ZG , centre du

groupe de ramification. Comme la formule (9) doit toujours donnerlle méme résultat,
on peut énoncer :

COROLLAIRE 1. ~ S'il existe deux nombres propres de ramification vy et 2 tels

que (p - 1)v2 < v1 y les nombres de ramification des éléments du centre du groupe

o i . R . 2
de ramification, supérieurs ou égaux a v1 sont congrus entre eux modulo p

(V S H S' € ZG’ ? \)G(s) ZV ? \)G(S') ?V

1 , => VG(S) = vG(S') (mod P?)> .

1
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En particulier :

COROLLAIRE 2. - Si 1'extension L/K est abélienne et si Vo est le plus petit

nombre propre de ramification de L/K s, Vs, s'€G avec vG(s) ’ vG(s')2&y-1)vo

ona vy(s) = vyls') (moa p°) .

Par exemple, si 1 est un nombre de ramification de 1'extension L/K , on voit
que tous les nombres propres de ramification des éléments du centre (dans le cas
abélien ZG = G ), sauf peut-8tre éventuellement 1 Ilui-méme, sont congrus entre

2
eux modulo p .
(¢c) Si 1'on se donne une suite R finie d'entiers positifs, pour qu'il existe

une extension du type L/K telle que R soit l'ensemble des nombres propres de

ramification de 1'extension, il est nécessaire que Y v , v' € R, v =v' (mod p).
La proposition 6 montre que ceci n'est pas suffisant.
Bn particulier, si 1 € R et si Vy = 4p + 1 , alors si v, = ip+1€ R, il

faut aussi que vj =jp+1€R, Vj=1,1+1, +ec ,1+s8, ou s est le

reste de la division par p de 4 - 1 .

Par exemple, si 1€ R, p+ 1€ R et Vy = (p-1)p+1, onvoit qu'il faut

R=fip+13 i=0,1, «0. , D=1} .

(d) soit o€ Gi/Gi+1 . 30it s un représentant de ¢ dans Gi . I1 résulte du

paragraphe 1.2.2 (Prop. 3, Cor. 1) que l'application ei de Gi/Gi+1 dans L

PR 1 /st . .
! = | ———f—— -
définie par ei(c) L i( 1)] est un isomorphisme de Gi/Gi+1 sur le groupe

additif des racines den'P(x)

On déduit alors immédiatement de la formule (1) de la proposition 6,le corollaire

suivant :

COROLLAIRE 3. - Soient i et j deux nombres de ramification tels que (p-1)j<i.
Soient oe G,;/C; T € Gj/Gj+

it1 ! = Soit s (resp. t ) un représentant de o
. . . ' 3 .

(resp. T ) dans G . Soit pT (resp. P ) 1'application de Gi/Gi+1 (resp.
Gj/Gj 4 ) dans Gi+pj/G

-1 . Cette définition a toujours un sens et cette application est :

qui, & o (resp. T ) fait correspondre la classe

i+pj+1

- 1l'application nulle, si i

il

Vi (mod p2) ou si o (resp. 7 ) =13

- sinon, un isomorphisme de G./G ) sur un sous-groupe de

i’ Tin (zesp. Gj/ G
Gi+pj/G

st si o# o', p Foelyisk TET , o Foe -
[La dernidre affirmation provient du fait que 1'application b - bY est un iso~-

i+pj+1

morphisme du groupe des racines de P(x) sur un sous~-groupe additif de X .
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k. ®
(e) Soit, pour 121, p " =0rd(G./G..,) .Ona 2k, =k et k, #0=>1i€eR.
X i’ i+ ; & i
Comme p > est aussi 1'ordre d'un sous—-groupe additif de X , si KX est fini,
on doit avoir k. ¢ f, , V i .
i 0]

Le corollaire 3 montre que ces conditions sur les ki ne sont pas suffisantes.
Si i et J sont deux nombres propres de ramification tels que (p -1)j<i et

si 1 é Vi (mod p2) , 1l faut aussi que k . z.max(ki ’ kj>

pj+i
(f) La restriction (p - 1)j < 1 dans la proposition 6 qui provient de n. < v

dans le théoréme 2 semble &tre trop forte. Mais alors la méme démonstration ne

s'applique plus car on ne geut(plus exprimer lindairement les (p - 1)-premiers

(1) (3

a. en fonction des aj .
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