PIERRE WASSEF
Une classe d’ensembles d’unicité des séries trigonométriques

Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres, tome 9, n°1 (1967-1968),
exp.n°3,p. 1-11

<http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1967-1968__9 1_A3_0>

© Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théorie des nombres
(Secrétariat mathématique, Paris), 1967-1968, tous droits réservés.

L’acces aux archives de la collection « Séminaire Delange-Pisot-Poitou. Théo-
rie des nombres » implique I’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impression sys-
tématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou impression de
ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

‘NuMbDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=SDPP_1967-1968__9_1_A3_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

Séminaire DELANGE~PISCT-POITCOU 5-01
(Théorie des nombres)
9e annde, 1967/68, n° 3 13 novembre 1967

UNE CLASSE D'ENSEMBLES D'UNICITé DES'SéRIES TRIGONOMéTRIQUES

par Pierre WASSEF

Tous les résultats ici exposés se trouvent dans le trés bon livre de J.~P. KAHANE

et R. SALEM [3].

Nous considérerons des séries trigonométriques de la forme

+oco
(1) Sn 2 (a_ cos nt + b_ sin nt) , a ,b €R .
n n ~
n=0

On sait, depuis les travaux de CANTOR, que si une telle série converge vers zéro

partout, alors elle est identiquement nulle (i. e. a = bn =0 ).

CANTOR lui-méme a généralisé ce résultat en montrant que si la série (1) converge
vers zéro partout, sauf peut-8tre en les points d'un ensemble fini E , le résultat
est le méme. Il a par la suite montré que ce théordéme reste vrai si 1l'ensemble E
est infini, mais tel que 1l'un de ses ensembles dérivés (d'ordre fini ou transfini)
soit vide ; autrement dit, si E est dénombrable réductible. Ces travaux datent de
1870 3 il fallut attendre jusqu'en 1908 pour que YOUNG montre qu'il en est de méme
si E est un ensemble dénombrable guelcongue.

by

Ces considérations nous conduisent & poser la définition suivante @

Ensembles d'unicité. — Un -ensemble E < (0, 2m) est dit ensemble d'unicité,

s'il n'existe aucune série trigonométrique (1) qui converge partout vers zéro, sauf
peut-8tre pour t € E , exceptée la série identiquement nulle. Si E n'est pas

d'unicité, on dit que c'est un ensemble de multiplicité.

Dans tout ce qui suit, les ensembles notés E seront inclus dans 1l'intervalle
(0, 2n) , et nous désignerons par E (mod 2m) 1l'ensemble des réels congrus mo-—
dulo 2m & des points de E .

On voit donc que tout ensemble dénombrable est un ensemble d'unicité (qu type
U ).

D'autre part, il est facile de voir (cf, appendice 1) que tout ensemble E , de
mesure |Ei >0, est un ensemble de multiplicité (du type M ). Par conséquent, le
probléme est de classer tous les ensembles de mesure nulle en ensembles du type U

et ensembles du type M .
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En ce qui concerne les ensembles parfaits symétriques E(g) de rapport constant
E (cf. [3]), le probldme a été résolu récemment, en 1955, par R. SALEM ; on lui

doit le résultat suivant :

THﬁORﬁME (SALEM). - Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un ensemble
parfait symétrique, de rapport constant E(E) , soit du type U , est que 1/E € S,

S étant 1l'ensemble des nombres de Pisot-Vijayaraghavan.

C'est ce résultat que nous nous proposons d'établir.

On rappelle que S est l'ensemble des entiers algébriques 6 , dont tous les

conjuguds (sauf 6 lui-méme) sont de modules strictement inférieurs & 1 .

On doit & C. PISOT (cf. [5], [6]) le résultat suivant :

'
THEOREME 1. = Une condition nécessaire et suffisante pour qu'un nombre réel 6 >1

appartienne & l'ensemble S , est qu'il existe un nombre réel A # 0 , tel que la

série
S 2
. n
2 sin A8
0
converge.

Pour établir le théoréme de Salem, nous allons utiliser les deux critéres fonda-

mentaux suivants :

4 .
THEOREME 2 [3]. - Pour qu'un ensemble compact E < (0, 2n) soit du type M , il

faut et il suffit qu'il existe une pseudo-fonction S # 0 portée par B (mod 2m).

Démonstration. — (En ce qui concerne la théorie des pseudo-fonctions, cf. appen-

dice II ou [3].)

(a) On va d'abord montrer qu'étant donnée une pseudo-fonction

o0 .
int

Sn 2 Cn e ’
on a, en tout point ol elle est "nulle",
e int
lim 2 c_ e =0 .
N—+oo =N

Par translation, on se raméne au cas ou +t = O , en notant Dn le noyau de Diri-

chlet, soit
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1
Dn(t) = 5 + cos t 4+ «.. + coOs nt

1 . t 1
= 5 sin nt cotg §-+ E-cos nt .
I1 est clair que 1l'on a
+n
(2) I S Dn =1y C,
-n

La pseudo-fonction S étant nulle au voisinage de O , on peut modifier Dn
dans ce voisinage, sans modifier le "produit scalaire" (2) ; soit donc «© une
fonction de la classe A , égale & cotg g- hors d'un voisinage suffisamment petit
de zéro ; on a alors

f
2 f SDn = f Sp sin nt + « S cos nt

les deux termes du deuxi®me membre, représentant des coefficients de pseudo-fonc-

tions, tendent vers zéro pour n tendant vers 1l'infini, et par conséquent

+n
lim 2 c. =0 .
N0 =1

(b) Pour établir la réciproque, il nous suffira de montrer que, si la série tri-

+00 . +n
s : int . . .
gonométrique c, e converge vers zero (au sens de 1im ) en tout point
0 n—+oo =n

t+ d'un intervalle ouvert I , alors elle représente une pseudo-fonction S qui

est nulle sur I .

Tout d'abord, il est clair que les hypothéses impliquent que c, = o(1) quand

n -—» =4+ oo,

On va ensuite montrer que, sous ces hypotheses, la fonction continue

t2 cn int
— e - v
F(t) = ¢ 5 > 5 @

(1'accent indiquant que l'on somme pour n # O ) est lindaire sur I et que, par
conséquent (cf. appendice II), la pseudo-fonction S est nulle sur I j cette dé-
monstration repose sur ce que l'on appelle la "théorie de Riemann" des séries tri-

gonométriques.

Soit
A, ™t , h) = F(t + h) + F(t - h) - 2F(%) ;
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un calcul simple montre que

A, F(t , 2h) 4o .
(3) 2 2, = 2 c, w(nh) elnt , avec w(x) =
4h ~00

sin x\2
(i %)

+n .
En posant Sn(t) = 2 o LIt , la série (3) s'éerit encore :

-n

S,(t) + E? (s (t) =5 _ (t)) wlnn) ,

donc
A, Mt , 2n)

4n°

= %% (w(nh) = o (n + 1)n7) Sn(t) .

Soient Zl la somme des N premiers termes de cette série, et 22 le reste

00 (n 1)h
3: lw(nh) - w[(n + l)h]] = E? ]j;h+ m'(x) dxl < f: Iw'(x)l dx=C<+ » ,
0 0

C étant fini et indépendant de h ; on a, pour tout h >0 ;

15,1 s ¢ sup s ()] ;
2" % n>N n ’

d'autre part, il est clair que
lim ¥, =0 ,

h0 T
et par suite, on a, si t eI,
A, F(t , h)
1im-——2———-—-=0 9
h-0 h

ce qui implique que, & la fois, F et - F sont convexes sur I , donc que F

est linéaire sur I .
Q. E. D.

Ce théoreme va nous permettre d'en &tablir un autre qui nous sera trds utile :

3NN
THEOREME 3 [3]. - Pour qu'un ensemble compact soit du type U , il suffit que

1'on puisse trouver une suite infinie de fonctions hk(x) vérifiant les propriétés

suivantes :

1° Le support de Kk est disjoint de E pour tout k
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2° Chaque Xk appartient 4 la classe A ; i. e.

ORI (VO M

et de plus H\kHA <B, ou B est indépendant de k ;

30 lim 'y(k)_O si n#0, lim y()—-,(L?fO
koo ko0

Démonstration. - Soit S une pseudo-fonction portée par E .

e int
SHVEDY c, e ,
=00
on a, d'apres 19,
- oo
I Sh = 2 c, V(k) 0 pour tout k .
=00
Or on peut écrire la série sous la forme
~(k -k k
2 °n V£ : 2 n Yi : o Yé : !
|n[>w gl
et 1'on a
| 5 e T ¢ sup o]
|n|>N In|>N

quantité arbitrairement petite pour N suffisamment grend ; d'autre part,

lim | 2 ’kl =0 (ataprés le 3°) |,
koo 1<lnI<N
et
: —(k)
lim S Yo = % 4
ko0
Par conséquent, cy 4 =0, d'ou o = 0.
En multipliant S par e-lkt , et en faisant le méme raisonnement, on montre que

o = 0 pour tout k , donc que S =0, et la conclusion est une conséquence du
théoréme 2.
Q. E. D.

Ce critere va nous permettre de construire de nombreux ensembles du type U .

Ensembles du type H (RAJCHMAN). — Un compact E est dit du type H , 8'il

existe une suite croissante infinie dl'entiers nk et un intervalle ouvert I tels
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que tous les ensembles nk E (mod 2n) (i. e. les ensembles de point nk X , Ou

x € B, définis modulo 2 ) soient disjoints de I .

'y
THEORIME 4. - Tout ensemble du type H est ensemble d'unicité.

Démonstration. — Soit A(t) une fonetion de la classe A dont le support est

intérieur & I (mod 2m) et dont la valeur moyenne n'est pas nulle s soit

e imt
l(t):Z'\(me ’ ‘Yo#O’

posons

+co imnkt
M(E) =My 8) = 2y e ,
=00
il est clair que la suite des fonctions xk(t) satisfait les conditions du théors-

me 3.
Q. E. D.

Ensembles du type H(n) (PJATECKIJ—éAPIRO). - Considérons une famille de vec-

teurs Vk a4 n coordonndes entiéres :

vk=(P1(Cl),P1£_2)9'°"P1({n))v k=1,2, ...

Cette famille sera dite normale si, quels que soient n entiers non tous nuls

815 8y 5 cee y 8 , 008

(2) (n)

, (1)
lim lal >+ oa +eee +a D | = 4+ o .

¢
k—+oo k 2 7k

1(n)

Un ensemble compact E sera dit du type y 8'il existe un domaine A du

tore & n dimquions et une famille normale de vecteurs Vk tels que tous les en-
sembles Vk E (mod 2ﬂ) (i. e. 1l'ensemble des points du tore & n dimensions qui

sont de la forme

(1)

(pk X (mod 2ﬂ) s ses pén)

X (mod 2ﬂ))
avec x € E ) soient disjoints de A .

’ 4
THEOREME 5. - Tout ensemble du type H(n) est ensemble d'unicité.

La démonstration se fait en supposant que A est le produit de n intervalles
ouverts I, J, ... , L , en désignant par X , 4, ... , € n fonctions de la

classe A de supports respectivement intérieurs 3 I, J, ... , L , et en posant
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) ‘b) x p,(pl({2) t) X ses X e(pl(;l) ) .

A () = x(p

On vérifie que ces fonctions Kk(t) vérifient les conditions du théoreme 3 si

ont chacune leur valeur moyenne non nulle.

Qs E. D.

Ny By eee 5 €

2 nous servir des deux théorémes suivants que nous donnons sans

Nous aurons aussi

démonstration :
est du

THROREME (a) ([1], [2], [4D).

type U .

~ La réunion de deux compacts du type U

contenus dans
ou du type M .

i EE. E2

- 3i deux compacts 1

TROREME () ([17, [27, [47).
(o o) sont homothétiques, ils sont tous les deux du type U
’

la "fonction de Lebesgue" atta-
dL 1la me-

Démonstration du théordme de Salem. — Soit L(x)
(ef. [3] ou appendice III), et notons

chée 3 1'ensemble parfait B&(E)

sure qu'elle définit.
E(E) est du type

On déduit du théoreme 2 que, si dL est une pseudo-fonction,

M .
est une pseudo-fonction ;

Nous allons montrer que, si
pour cela, considérons la transformée de Fourier-Stieljes de

L/g =045 , alors dL
dL , soit

F(u) = fj: eiuX dL(X) .

sur ll'intervalle

Un calcul simple montre que, si 1'on construit B(E)

(=L Ly,

1-E’*T-E

>

on obtient pour expression de I'(u)

I'(u) =Tl cos ugk .
0

= o(l) quand

Dire que dL est une pseudo-fonction équivaut & dire que T['(u) =
Iul ~> c0 3 Supposons que T(u) # o(1) , on peut trouver une suite croissante u
de nombres réels tendant vers 1'infini et tels que

}F(us)f >8>0, avec 0 <g§g<1 .,

S



£ . 1
On peut toujours écrire, en posant § =35

ol {ms} est une suite croissante d'entiers sans limite, et avec 1 XS <6 .

Quitte & considérer une sous-suite, on peut supposer que lim xs = A avec
S0

1EAEH .

On a, pour tout entier s ,

m
8 lF(uS)] < |cos ﬁks X COS nks B x ses X COS ﬁks 6 s] ’

donc
m
2 B 2 q
8¢ Il [1=-sin®m_ 0*] ,
=0 S

et compte-tenu de 1'inégalité 1 + x < e* ’

m , ,
exp(- > sin nks 6d) 28 |,
q—_-O
dtou
m
s 5 1
2 sin mh o < 1og(—§J .
q_:O 5
Or, pour r>s , on a
m m
S 2 z 2 1
2 sin M., 6 < 2 sin ﬂkr ol < 10%(—5) ’
g=0 =0 §

donc, pour s fixé et r +tendant vers 1'infini, on obtient

“s 2 1
S sin® med < log(—E) ’
q=0 )

ceci étant vrai quel que soit s , on en déduilt
o
)3 sin® mod < 1og(i§) y
q=0 8

ce qui montre, d'aprés le théoréme 1, que 6 € S .

3=-08

On a donc établi que, si é—é S , l'ensemble parfait E(E) construit sur 1'in-

tervalle [1~_1 L ) est du type M ; ceci entraine, d'aprés les théordmes

T T-% ’
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(a) et (b), que tout ensemble E(g) , construit sur un intervalle quelconque, est

1

du type M si E

£ S . (Bn effet, pour un mdme € , deux ensembles E(E) sont ho-

mothétiques. )

La réciproque consiste & démontrer que, si =0 € S est algébrique de degré

1
5 n
n , alors l'ensemble E(E) construit sur (0, 2m) est du type H .
La démonstration est basée sur le théoréme de Minkowski ; on construit, par ré-

currence, une famille normale de vecteurs Vk 3 coordonnées entidres (cf. [3]).

Appendice I (cf. [8])

Tout ensemble E de mesure IE! >0 est du tyge M

Ceci vient du fait que l'ensemble des points ol une série trigonométrique ne con-—
verge pas vers O est un borélien ; par conséquent, si cet ensemble ne contient

auncun ensemble parfait, il est dénombrable, et donc de mesure nulle.

On peut donc supposer que E est un borélien de mesure ]EI >0, et soit P un
ensemble parfait contenu dans E tel que IP] >0 . Soit x(x) 1a fonction carac~
téristique de P ; la série de Fourier de x(x) converge vers zéro sur tout inter-
valle contigu a P , donc dans le complémentaire de P , donc dans le complémentai-

re de E ; mais on a, pour cette série,

[ P
ay = %-a x(x) dx = lﬁl >0 .

QI E. D'

Appendice II (cf. [3])

Pseudo-fonctions
LT e ol o ol o S T g W N S o e ol

On appelle pseudo-fonction une série trigonométrique S de la forme

T int
(1) Sr\.IZc:nen , avec c el ,

- 00

et

c = o(1) quand n => + o .

A une telle pseudo-fonction, on associe les fonctions holomorphes



Sﬁ(z) =2c z pour lz] <1 ,
o B

§(z) == 2 c, oz pour |z| >1 .
00

On dira qu'un point e% est régulier pour le couple (s", 87), si 1'on peut
définir, en son voisinage, une fonction holomorphe qui coincide avec st et s R

respectivement dans les parties du voisinage ou elles sont définies.

On dira que S est nulle sur un ouvert Q , si pour tout a €Q, eia est ré-
gulier pour le couple (8+ , $) . On dira que S est portée par un fermé F , si
S est nulle sur le complémentaire de F . Le support de S est l'ensemble des a
tels que eia ne soit pas régulier pour le couple (S+ , S ) ; clest le plus petit

fermé portant S .

On convient de dire que S est une fonction sommable f (ou une mesure dy ),

si £ (ou dp ) a pour série de Fourier la série (1).

Une fonction sommable o est dite "de la classe A ", si

¥ int T
o(t) = 2 Y, © , avec 2 Iynl < oo

S étant une pseudo-fonction, et ¢ une fonction de la classe A , on définit

leur "produit scalaire,

r__ +oo -
(8, )=-So=212 c ¥y
——00
ou
+00 R +co .
SN 2 cnelnt et =2 ¥ elnt .
00 --oon

Q

On démontre que, si S et ¢ ont leurs supports disjoints, alors (S , 0y =0 .

D'autre part, une condition nécessaire et suffisante pour qu'une pseudo-fonction

400 .
SN 2 e elnt soit "nulle" sur un intervalle ouvert I , est que la fonction con-
tinue
2 4+ ¢
t - n int
F(‘t)—co—z—-‘- 2 —-é-e
Ne==co N
n#0

soit linéaire sur I .
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Appendice III (cf. [37)

Fonction L(X) de Lebesgue construite sur E(g)

On sait, qu'étant donnés un nombre réel & , 0 <E < %-, et un intervalle
(a, b), 1'ensemble E(E) construit sur (a , b) est égal & 1'intersection des
ensembles Ek y POUr k=1, 2, «.. , OU Ek désigne l'ensemble obtenu aprés k

opérations de dissection du type (2 , €) successives de (a , b) .

Ek est formé de Zk intervalles fermés de longueur commune (b - a)ék ; soit
Lk(x) la fonction continue égale &4 O pour xg a, égale & 1 pour x> b, et

croissant lindairement de iE sur chacun des intervalles constituant Ek . Quand
2

k => w , Lk(x) tend uniformément vers une fonction L(x) continue, croissante au
sens large, et constante sur chaque intervalle contigu & E(E) : c'est la fonction

de Lebesgue construite sur E(g) . La variation de L(x) sur un intervalle est la

L-mesure de cet intervalle, notée dL .
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