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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 11-01

(Théorie des Nombres) o
9e annde, 1967/68, n° 11 29 janvier 1968

INTERPOLATION p--ADIQUE

par Daniel BARSKY

(d'aprés Mme Y. AMICE [1])

Cet exposé reprend, dans le cas particulier de gp et Qp , les résultats de la
thése de Mme Y. AMICE sur 1l'interpolation p-adique. Le but est de caractériser

certaines bases normales pour les espaces de fonctions continues de gp dans Qp .

1. Suites trés bien réEarties.

DEFINITION 1. — Soit F un ensemble fini de cardinal N , et soit u une suite

n-=>u, 3 valeur dans P . La suite u est bien répartie dans F si, et seulement

si ¢

FxeF, ¥n>1, Card{u_l(x) N[0, ¢ee yn =17} 2.[%] ,

ol [Trvl-] désigne la partie entidre de % .

On posera vu(x , U) = Card{unl(x) N[0, «e. yn =17} 3 on notera v 1la valua-

tion habituelle de Z , et
~p

la distance associéde. On introduit les relations

d'équivalences suivantes :

(m,) x y <= v(x,y) > k ;

on posera Mk = Zp/nk , on appellera Uy g vee aﬁk de§ représentants de Mk .
Ils peuvent &tre considérés comme les centres des pk boules de rayons (%)k re—

k

couvrant Z . On notera pr, la projection canonique de gp sur Mk . On notersa
Vk(a) la boule de centre «o et de rayon (%)k .

/4
DEFINITION 2. -~ Une suite u & valeurs dans Zp est bien répartie d'ordre h

(Br h) si, et seulement si, la suite pr; °ou est bien répartie dans Mi pour

tout i h.

On pose vu(a , N, k) = Card{u-l(Vk(a)) N[0, n=- 17} . La définition 2 se tra—

duit par

Vu(aynyk)a[_k']; Vl\<k<h .
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est trés bien répartie (TBR),
> 1.

DEFINITION 3. — Une suite w & valeurs dans

Z
~P
si elle est bien répartie d'ordre h pour tout h >

PROPOSITION 1. - Une suite u est bien répartie d'ordre h dans Zp si, et

seulement si, elle satisfait & l'une des gquatre conditions suivantes :

(Br h (1)) Quels que soient n>1 et 1Lk h,

sup {v(e , n, k)} - inf fvle,n, kK)} <1 ;
el oEZ
~p ~p

(Br n (2)) ergp, im>1, ¥1gkgh,

(Br n (3)) ToeZ , ¥n3l, ¥1<kg<h,

(Br h (4)) veeZ , ¥nzl, ¥1gkgh,

1+1 .

v(o.',n,k)ﬁ[

I1 est immédiat que la condition (Br h (3)) est équivalente & la définition (Brh).

On va montrer 1'équivalence des quatre conditions dans l'ordre suivant :

/?(3 \(2)

%
(1) => (4)
(z)w/—/’a(B):Soient n>1l, kgh, et m=[—rll€]. mpk<n<(m+1)Pk,
(1) P
donc
k
VCYE»ZAP’ \)(a,mp yk)<\)(a’,n9k)$v(d’(m+l)pk’k) i

appliquons (Br h (2)), il vient m <vo,n,k)g(m+ 1), done

n
[‘%‘]\<V(O’9n’k)<l+[£§] ’
P P

ce qui démontre (Br h (3)) et (Br b (1)).

(l) => (4) : Soient n >1 et k<h, posons E = inf v(a , k) , alors
oel
~p
sup v, n, k) gE+1 .
ozeg_p



11-03
Op g eee y Oy sont des représentants de Mk , donc

k
Y

Z\)(Q/i’n,k)zn = pkgs‘ngpk(g:+l) ’
i=1

donc gs[—%]<§+1:

P
- ou bien [—%]:[nilj,et alors (Br h (4)) est vrai ;
Y P
- ou bien [%]:[n'l;l]+l = n=mpk,donc E=m, et si on avait
1Y
sup v(cv , k) =m+ 1, il viendrait
Q€7
F k
2 v(ai,n,k)>m+l+(p -lm=n+1 ,
i=1

ce qui est absurde, donc (Br h (4)) est vrai.

(3) = (2) : e, mpk , k) >m , et s'il existait o tel que
k
V(Oiirmp ,k)>/m+l '

alors il viendrait

k
b

2 v(ozi,n,k)>,n+l y
i=1

ce qui est absurde, donc (o ’ mpk , k) =m .
(4) = (2) :+ (o s mpk , k) <m, et s'il existait @ tel que

k
v(ozi,mp sy k) gm -1,

alors on aurait

k k
\)(ozi,mp,k)$(m—1)+m(p-l)=mp—l ’
i=1

ce qui est absurde.

COROLLAIRE. - Une suite est tres bien répartie dans 2 si, Vm >0 et
P T \
<Jj<p , forme un systeme

¥k >1, l'ensemble des u o, avec n = 3 +mpk y O

de représentants de Mk .
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Construction de suites trés bien réparties. — Soit une suite finie

Sn = {U.O g see o U.n_l} .

On dit qu'elle satisfait 2 (@h) si

1<jign
j . J=-1
() aez po=> [LIgvle, i,k g1+ =]
K31 P P

il est immédiat que

u trés bien répartie <==> Sn(u) satisfait 2 (@n), vn .

PROPOSITION 2. - Les gquatre conditions suivantes sont équivalentes : Soit Sn

satisfaisant & (@n), et soit x € Zp , On pose

n-1
vo(x) = 2 vix, u) ;
i=0
(1) v (%) =inf v (y) ;
yEZ
“p
(11) v (x) = X [5];
k21 p
(1i1) vk>1, vx,n, X =[F];

1Y
(iv) La suite Sn u {x} satisfait a (&£+1).

De plus, l'ensemble En des x appartenant a Zp s et vérifiant 1'une de ces

quatre propriétés, est ouvert et compact, et si n = Ny + 0, P+ oees + 1y ph avec

0 n, <p, ona

e s
U'(En) = j_LlO (1 - 'i')") y

ou u est la mesure définie de la manidre suivante u(Vk(a)) = EE .

P
Démonstration. - (iii) <==> (iv) .
() => v(x,n+l,k)<l+[————n+llc-l] ,
P
or \’(X’nyk)—_-\)(X’n’*'l,k)"l’ [%]<v(xyn’k)$[%]’donc
P P

V(X,n’k)=[‘p‘£] .
p
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Réciproquement, si ona ¥k >1, wx,n, k) = [%{—] , fixons k , et soit
P
@ ezZ ,
-P

_\)(oz,n,k), si o:)éVk(X) ’

vie,n+1,k)=4dv(x,n+1,%k), si ozEVk(x) ,
n
=1+[—E];
P
- ou bien [Ek—-l—] = [—n}—] , et par conséquent
P P
+ 1
[nk ]<V(avn+lyk)$l+["%}‘] ’
Y b

et ((Pm_l) est vrai

- ou bien [2 '1; 1] =1+ [%c-] , et on a encore
b P

Vaez , o ,n+1,k <1+ [%] .
~p Pk

n+ 1
[k

Montrons que 1l'on a aussi wio , n+ 1, k) > J=m . Soit Uy g eee g Oy

b
des représentants de Mk , et supposons que x € Vk(a'l) , donc

\)(ozl,n,k)=m-l ’
k
S k
2 ve, yn, k) =n=(m-1) =n(p-1) ,
i=2

or V i, v(ai,n,k)\<m,donc,pour 1=2, ¢oe gD

\)(ozi , 0, k)

it
B

et donc aussi

v(ul,l+n,k)=m .

(ii) <==> (iii) « = Le nombre d'indices J<n -1, tels que v(x ’ uj) =k,
\)(X, n, k) -\)(X, n, k+ 1), car \)(x, n, k) est le nombre d'in-

a
dices j<n-~-1, tels que v(x ’ uj) 2>k . Donc

o
vn(x)= 2 k(v(zx,n, k) -wx,n, k+1) ,
k=1

v(x): \)(x,n,k),

n

T ns

1
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alors
[}
@n(x) == Vn(x) 7 2 [El'l'{'] ? vxel ,
k=1 p
et
CD» n n
Vn(X)‘-:z-["E] <> V(xsn’k)=[?]9 Tkl .
k=1 p p
(i) L= (iii) « = On ve montrer que inf vn(y) = 2 EQE] . On va étudier pour
k21 p
cela l'ensemble En des éléments satisfaisant a (iii). Soit h tel que
h h+1
P £n<p 9

P h
on éerit n = g+ Ny P+ ecetn Py, 0L n, <7D,

n n
VO!GZP, [EJSV(Q,H,1)$1+[§]’

donc, parmi les p disques disjoints Vl(ai) recouvrant gp s 11 y en a oy qui
contiennent 1 + [%] points de S et p - n, qui en contiennent [%] . Notons

gl,n ={x] wx,n, 1) = [%]} . 5

plus généralement, notons

1,n est réunion de p - n, disques Vl(ai) H

e ={x| vx,n,mn) = =, Vkgh} ,
P

B, =N gk,n = gh+1,n ’

Supposons que, pour j < h, Sj 1 soit réunion disjointe de
’

(p-ny)(p=-n)c(p - nj_l)

disques Vj(a) (ce gui est vrai pour j =1 ), alors, pour o e Eﬁ n? Vj(a) est
H

réunion de p boules Vj+1(ai) s parmi lesquelles il y en a nj qui contiennent

1 + EEEJ points de Sn , et p - nj qui en contiennent [23] , donc VjQy)r18j+1’n

est réunion disjointe de p - nj boules Vj+1(ai) s, €t ceci pour tout o € 5.11,
’
. no_ £ e
ce qui montre que B = E£+1,n est réunion disjointe de

(p =ng)eee(p = n)

disques Vh+1(ai) ; c'est donc un ouvert compact de mesure

o n,
o) = [ =g 2o,
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done En n'est pas vide, ce qui ach&ve la démonstration.

COROLLAIRE 1. - Pour que u soit trds bien répartie dans ZP , i1 faut et il

suffit que, pour n > 1,

v () = kél [ilg] .

COROLLAIRE 2. — Pour que u soit trés bien répartie dans Zp , i1 faut et il

suffit que, pour n > 1 , on ait

v () =inf v _(x) .
nent ey B

Exemples de suites trés bien réparties.

- La suite des entiers naturels est trés bien répartie, c'est évident en appli-
quant le corollaire 1.
— Les suites pl N sont aussi trés bien réparties, c'est évident en appliquant

le corollaire 2.

Traduction de ces résultats en terme de polyndmes Pn et Qn et de valeur abso-

lue.
P (1) = (X = u)(X =)o@ =u )
P (X)
Q,(X) = 57T

ce qui nécessite que la suite u soit injective, mais il est évident que toute

suite trés bien répartie est injective en appliquant le corollaire 2.

COROLLAIRE 1 bis. — Soit S_ = {u ce un_l} satisfaisant & (@n), alors

n c?
2 (x)| &' n
sup [P (x)|_ = (= , on A= 2 [=] .
X?&F 7 P P - ° k>l Pk

C'est la traduction de la proposition 2.

CORQOLLAIRE 2 bis. = Soit Sn satisfaisant & (@n), alors Sn U {un} satisfait a

(@n+1) si, et seulement si,

e ()l = sup 1, -
Xe

C'est le corollaire 1.
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COROLLAIRE 3 bis. = Pour que u soit trés bien répartie dans Z'p , i1 faut et il

suffit que, pour n >0 ,

sup IQ&l(XHp: 1 .

XEZ

COROLLAIRE 4 bis. — Soit u une suite trés bien répartie dans *Z"p , et soit
n< ph , alors

xeV(a) = |q(x) - Qn(a)lp <1 .

Bn effet, si lQn(a)l =1, alors ac€ En , donc

v(a,n,h):[%]:O ’

1Y
alors, pour X € Vh(a) ,
1
- < = - u.
IX alp ST !a U—le
x = g 1
=> YV j<n, X_a-l%$§

= lo® - sz ,

car IQn(a){p =1 si IQh(a)l <1, alors il n'existe pas x € Vh(a) tel que
IQh(x)l =1, car sinon IQn(a |p =1.Donec ¥ xe€ Vh(a) ,

IQH(X)IP <1 = lQn(X) - Qn(a)lp <1 .

2. Intergolation des fonctions continues de Zp dans Q‘p .

DEFINITION. - Une famille (ei)iEI d'éléments d'un Banach E sur gp est appe-

1ée une base normale de E , si elle satisfait 3 :

Tout y € E est de fagon unique la somme d'une série y = 2 Y. €. 5 Y. € gp ’
— jer 101 i
et Iyilp tend vers O suivant le filtre des complémentaires des parties finies

Iyl = su .

o= e byl

On notera EO={XEE| |x|\<1}, E=—, si xe€E, ; on notera X son
rEq 0

image dans E .

On a alors la propriété suivante (ef. [4]) :
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Une condition nécessaire et suffisante pour que (ei)iEI soit une base normale

de E est que :

1° viel, e, € By s

20 (éi)iEI est une base algébrique du (g/pg)—espace vectoriel E'.

On notera E = C(

’ ) . Soit une suite injective u & valeurs dans gp , et,

Z
~P
a4 une fonction f € E ,

3.4

associe la suite (f ) des polyndmes d'interpolation
n’n30

sur u définie par s
£,(8) e g [x]

degré fn.s n ,

fn(uj) = f(uj) ’ pour j=0, ¢ , 0 .
On écrit
n
fn(X) = 2 8 Qk(X) (NEWTON)
k=0
avec
L ey )
= P LAGRANGE) .
1
% 520 Praq (% k Vk

On dira que u est une suite d'interpolation pour les fonctions de E a valeurs

s\ .
entieres, si :

1° yfek, If-fn] -> 0 lorsque n -> + o 3
20 |flg1 = Ifnlsl, ¥nz0.

7 L
THEOREIE. - Les quatre propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) u est une suite d'interpolation pour les fonctions appartenant & E et 3

valeurs entiéres ;3

(b) lin = 1 pour tout n >0 ;

(c) u est trds bien répartie dans Zp :

() (Qn)neg est une base normale de E .

(a) => (a) . - Soit £ = 2 a Q, la décomposition de f sur la base Q ,
n30

rd
et soit

n

fz(x).—.i B O -

k=0
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On a Qn(uj) =0, si j<n;donc, pour j<n,

J 5
f(uj) = kzo a, Qk(uj) = fn(uj) ’

done fz = fn , de plus B l ->0 quand n -> + o entraine nlp -> 0,
de plus lf] = Sup Ia | entralne lfn‘ < |f| , ce qui achéve la démonstration.
n>0

(a) => (p) .- Qn(un) = 1, donc lQnI >1, et soit, pour n fixé, q la
fonction caractéristique du disque de centre u, e contenant aucun uj tel que

j<n.O0r q estcontinue, et son (n + 1)-idme polyndme d'interpolation est

Q,(X) , done IQh| <1
(b) => (c) . - Le corollaire 3 bis s'énonce (b) <==> (c)

\

(c) = (d) . = On montre que (Qn) e satisfait la condition (Q), c'est—-a-

dire que (Qn neN est une base de B . Or B est réunion des Eh pour h > 1,

ou Eh désigne Te sous—espace de E des fonctions & valeurs dans N/pg , constan-~
te sur toute boule V . On prendra Uy » see s Uy comme représentant de Mh ’
p -1
et x4 n Sere la fonction caractéristique de V (u1+l) : (x )1_1,...,ph est
une base de Eh , montrons que l'on a
- - Ph",l —_— h
Qi = Xi,h + . ;_ Qi(uj-l) Xj,h ’ pour 0L 1 <p .
J=i+1
Or le corollaire 4 bis montre que, pour n < ph ’ Eﬁ est dans E£ , donc
— P =l —
Qi = 2 Ql(u ) X ’
3=0

or, comme pour Jj < i, Qi(uj_l) =0, on a bien 1'égalité annoncée ; or la matri=-
ce de 5£ en fonction des Xin est triangulaire avec des 1 sur la diagonale,
b

elle est donc inversible. Les (Qn)n>0 forment donc¢ une base normale de E .

COROLLAIRE 1. = Soit f wune fonction définie sur une suite u +trdés bien répar—

tie dans gp . Pour que f soit prolongeable en une fonction continue sur gp y 11

faut et il suffit que

k flu.)
e A mcn

COROLLAIRE 2. = Prenons comme suite la suite des entiers naturels, il vient

Qn(x) = (*) , et on retrouve le théorme de Mshler-
n
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Application. - Pour que l'application n ->o" de gp dans Q (cléture algé-

brique de Qp ) soit prolongeable en une fonction continue o sur gp y 11 faut

et il suffit que

v@-1) >0 ,
on & alors

oo = 3 (a=-1)" (;C)
nzl

( @ est une unité de Q ).
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