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THEOREME DE MIECH SUR LES NOMBRES PRESQUE-PREMIERS
DANS LES FONCTIONS POLYNOMES

par Jean-Marc DESHOUILLERS

1. Introduction du probléme.

Le probleme que nous nous proposons d'étudier est né d'une généralisation de 1'hy-
pothése sur l'iﬁfinité des nombres premiers jumeaux ; cette hypothése peut se for-
muler de la maniére suivante : Soit P le polyndme de N dans N , défini par
P(x) = x(x + 2) . 11 existe une infinité d'entiers n tels que P(n) ait au plus

deux facteurs premiers.

Nous allons généraliser le probléme de la mani®re suivante : Soit P wune fonction
polyndme de N dans N ; on cherche un nombre Z(P) » le plus petit possible, tel
qu'il existe une infinité d'entiers m tels que ;(P(m)) $‘£(P) , avec la notation

. . ai
suivante : soit d = U Pi , alors
i

v(d) =2 1, ?F(d)-_—Zozi.
i i

Nous dirons alors que P engendre une famille infinie de nombres presque-premiers
d'ordre E(P)

Dans cette étude, nous allons considérer des polyndmes "quadratfrei, c'est-a-

dire admettant la décomposition en facteurs irréductibles suivante :

avec 3

vnelN-{1}, ax: P(x)#0n].

On notera hi le degré de Pi ,y et h le degré de P .

Nous nous proposons de montrer le résultat suivant (MIECH [4]) ;

Tout polyndéme P "quadratfrei" engendre une famille infinie de nombres presque-

premiers d'ordre

k £ 5
2 [on;/5]+ [k 5 +k log 2] .
i=1 =1
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Nous montrerons en fait un résultat pius précis, puisque nous aurons une minora-
tion du nombre des entiers m inférieurs & N tels que P(m) soit presque-pre-

mier de cet ordre.

2. Fil conducteur de la démonstration.

Notations :
o(p) est le nombre d'entiers x compris entre O et p - 1 , tels que Hx) =0p]
D= “ P .

p<z
w(p)>0

La méthode utilisde dans la démonstration sera la méthode du crible due & BRUN

[1] et SELBERG [5]. Soient M1 et T deux constantes ne dépendant que de P ,

nous allons définir une suite de nombres fq tels que :
v((¢(n) , D)) < T == 2 pg <M,
a|(c(n),D)
v((G(n) , D)) >T = 2 Py SO -
al(c(n),D)

Soit alors @O(N) le nombre des entiers n ne dépassant pas N tels que G(n)

n'ait pas plus de T facteurs premiers inférieurs ou égaux & 2z , nous aurons 3

p. w(d)
oo, 28 2 S— s o( 2 [p Ry]) .
a|D a|Dp
Au § 3, nous nous occuperons de définir les py en fonction d'autres suites,

selon 1'idée de SELBERG (cf. [5], [6]).

Au § 4, nous modifierons 1'expression % pd/f(d) par des voies arithmétiques
d|D

2(x)

pour la minorer par une expression ne contenant que des termes du type 2 e

ru
ou 2 1 , T' étant 1lide & f par la relation f(n) = 2 f£'(s) . Dans cette
dgv E72f7 n
G —
partie, comme dans la suite, nous nous bornerons aux d tels que v(d) = v(d) .
Au § 5, nous procéderons & 1l'évaluation asymptotique des deux sommes définies ci-

dessus. Le lemme fondamental sera le résultat suivant (MANN [3]) :

Soit Q(e) le corps engendré par la relation P(e) = 0 . Alors, pour tous les
nombres premiers, sauf un nombre fini, m(p) est le nombre d'idéaux premiers du

premier degré (sur Q(G) ) contenant p .
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Mais ces nombres d'idéaux premiers représentent les coefficients de la fonction
zéta du corps Q(6) . L'utilisation d'un théorime, d& & WEBER (cité en [2]), sur la

somme des coefficients de la fonction zéta nous conduira & 1'approximation recher-
chée :

é%n 0g/2(d) = ¢/(10g 2)* ,

ou C est une constante ne dépendant que de P .

Dans le § 6, nous nous occuperons du terme erreur O( 2 lpd Rdl), en montrant
diD
que clest un O(z ) avec 0 < t <1, tandis que dans le § 7, nous exploiterons

1'inégalité obtenue :

i, 5,(W) > o/ (log DX+ o™, (o<w<1),

1

en montrant qu'elle subsiste si 1'on abandonne 1'hypothése v(a) =v(a) (i. e. 4.

d est quadratfrei) que nous avions envisagée dans les § 4 & § 6.

3. Détermination des Py *

La suite des sera définie en fonction des trois suites Yy kb » ¥, as-

P
treintes & satisfaire les conditions suivantes :

(1) Y, =0, sl w(a) =0 ousi a>z ;
(ii) Kb =0, si p(b) =0 ousi b>z" (0<w<1 sera déterminé par la
suite)

(iﬁ) A= 2 p(r) Yo # O, si z>1;

r<z¥
hl kd
(iv) ‘754 =1 et v(d) borné == |7r1 < M2 .
On définit alors
_ ) Kb kc
'K' )

ce qui implique

z = (2 y)(2 ——J

d|m . dlm blm A

.Soient T wun réel positif, et ¢ un réel positif inférieur & 1 , qui seront

déterminés plus tard. On pose :

Ya =0, si a n'est pas premier, ousi a >z ,

'Y]':T’
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'Yp=‘TySi p<z,
Yp = =1, 81 2% < p<z
Alors
N 5 xb 2
>op,=(1-2 7= 2 1)(2 2.
d A
dlm p|m plm b]m
pgza z€<p§z b<z®
D'aprés l'axiome (iv), on voit qu'il existe MB tel que :
0L > Pq < M3 , si m n'a pas plus de [T ] facteurs premiers entre 28 et =z
et aucuﬁminférieur 4 z° ; nous dirons alors que m possdde la propriété (@) ;
2 Pq < 0 , dans tous les autres cas.

d|m
Soit alors &(N) 1le nombre des entiers n inférieurs ou égaux & N tels que

(¢(n) , D) possdde la propriété (@) :
My 3(N) > M 2 1> 2 2

3 " n< al(a(n),D)
(G(n),D)ep

Pg °

Si 1l'on pose f(d) = Ei%j-, on obtient une fonction faiblement multiplicative
telle que

My 8(N) 2 N ;%D py/Ea) + o(Q%D log RyD) 5 avee [R.| < w(a) .

4. Minoration de 1l'expression % pd/f(d) .
Dans ce paragraphe, de méme que dans les parsgraphes 5 et 6, nous nous bornerons

a considérer des entiers sans carré. Lorsqu'une sommation sera étendue & de tels

entiers, nous remplacerons le signe de sommation 2 par le signe 2
LEMME 4.1. - Soit fa(d) = f(a/(a , d)) ,

1/£((a, b, e)) = (£ (v, ¢)))/(2(a) £,(b) £,(c)) .
I1 suffit d'écrire la relation sous la forme

f(a) £(v/(a , v)) £lc/(a , c)) =£((a, b, c)) £((b, c)/(a , b, c)),

et d'utiliser le fait que a , b , ¢ sont quadratfrei, et que f est faiblement

multiplicative.
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LEMME 4.2. - On définit les fonctions f'(n) et f;(n) par les relations

fn) = 2 £'(c) et £.(n)=2 £(o)

cin gin

En appliquant la formule d'inversion de iitbius qui donne f' en fonction de f ,

on trouve
f'(n) si (n , a) =1,
fl(n) -
a 0 si (n ’ a) > 1
LEMME 4.3, - Soit
_ ) Xd
Ir = Gz £(d) -
Alors
> ey, 2 2,3 o 3 2
py/t(d) = =5y, £1(r) v+ 2 oy £1(x) (v, + £'(p) v, )°) .
d‘D A o Pz P o P
<z =~ <z
(r,p)=1

En effet, si on applique le lemme 4.1 & la définition des pg » OB trouve

T Y
dZ|D py/(2) T2 sz) £_(o) f}cc) £,((x, c)) .

1
Aors on remplace fa((b ’ c)) par 2 fé(r) , puis on utilise le lemme 4.2
ri{b,c

pour exprimer fé(r) .
| £ /e /e(a) = 3
1] - = — =
LEWE 4.4. - ¥ \/E(a) <=> N/ d) w(r) yoq -
dgza rdgza

TI1 suffit de remplacer dans le premier terme les Xd/f(d) par la valeur qu'ils

ont dans le second terme, et réciproquement pour les Y. .

Choix des Yy
r > za = yr =0 ,
y. =20 si o(r) =0,
r < za == r
Y, = w(x)/er(r) si wlr) #0 .

Ce choix détermine la connaissance, non seulenment des Voo mais également de A
et de 1a suite A . Il faut donc vérifier que les conditions (ii), (iii) et (iv)

sont satisfaites.
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(11) si b > 2%, Ab/f(b) =0 donc A =0 ;

si p<z¥, et w(d)

A = £(0) 2 ((r) w(rp))/£1(x) .

0,

Il

rb<z®
Mais p(b) =0 => u(rb) =0 . Donc A, =0 .
(iii) A = 2 p(r) V. = 2 p(r)z/f'(r) >0 (La formule d'inversion de Mobius

o4 o
r<z <z

entraine que V n f(n) 20 => Vo : f1(og) =0 .)

(iv) A= 2 wlr) v, =4A.
rdgza
Ay 5 5
M50 (F g n) r )/ ( Z ) 3)

Au numérateur, on se borne & (r ,d) =1, car

(r,d) >1 => plrd) =0 => y 4=0.

Alors on utilisera le fait que f' est faiblement multiplicative,

A
T O N G OO RO NI G CON U O

rdgza rd<z"
(r,d)=1
oi&l_l < f(d)
T ST
Mais la formule d'inversion de Mobius s'écrit £r(a) = £(a) (- —%;7) . Soit
pin fir
£0d)__ (_.__BT_79 = [ (““"27774 N (—2—),
£10a) 7 gy P o @) gl BT ORT pln BT o(?)
p<h p>h
£(da) v(n
=gy S b (h + 1) ) ,
expression bornée si v(n) est bornée.
Pa
Expression de 2 5157-: On part de l'expression fournie par le lemme 4.3, et on

a|p
remplace v, + f'(p) ypr par sa valeur, clest-a-dire

0 si rp > 2 ’

%é%%y si rp < 2% .

1 —
yp + £1(0) v =
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Ce qui nous conduit a

dlD fld A2 1 e fiir Dz fip za/pgrgza f'ir

r,p)=1
Mais les v étant non-positifs, on peut laisser la condition (r , p) =1 en
remplacant 1'égalité par une inégalité

Pa R 1 U 2(r) v Y 5t 2(x)
Z:— = -——(T 2 + z 7 )
alp fla) 7,2 2 e £1(r) p< f(p) 20 [per<a® £1(r)

5. Calcul de R .

Pour calculer R , il nous faut calculer les sommes du type

1 2 !
2 (r) ot R
; .
f(r p<z £(p)
On pose alors
2
. iiw)

et on considére la série de Dirichlet 2! - - Des propriétés de cette série, on va
n
déduire une expression asymptotique de la somme

2
'po(n)
A ASTaC
ngx n<x

2

?

On en déduira alors < ‘(n) par la relation
<X f'in

t a X
Z%:Il(Z'an)iz-du+(z a ) <.
n<x n<x u ngxg ¥

N.-B. -~ Dans le calcul de

R , nous nous bornerons & considérer le cas ou P
irréductible

est
(k = 1) , le cas général se déduisant de celui-la par des intermedes

techniques sur les séries de Dirichlet, et ltalgebre combinatoire.

LEMLS 5.1. = Soit

a3 :) (s
— = — — s .
1 nS 1 nS 1 ns
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o b
n
On suppose gue A% ;g converge absolument pour s > SO (O < 5o < 1) , et que
2 ¢ =0x + 0(x") (sp <v<1);
ngx O

alors

Pour calculer

post_uin)
1 01 £1(n)
on le met sous la forme
Ball' (14—t =T (1 s —0) (g - Lyl (o Lyl
P o) p p°p - wl(p)) p° P p°

ou le premier produit infini peut &tre considéré comme série de Dirichlet conver-

geant absolument pour s >-% .

LEMME 5.2 ([3], p. 63, théordme 8.1). - Soit Q(6) 1le corps engendré par @ tel

que P(e) = 0 . Alors, pour tout nombre premier, w(p) est le nombre d'idéaux pre-

miers de ®(9) du premier degré contenant p .

LEMME 5.3. - Soit ((s) 1la fonction z&ta du corps Q(e)

(1 -2H™® o5 () (o),
P b

ou Hl(s) est une série de Dirichlet convergeant absolument’pour s.>~é .

LEMME 5.4 (WEBER) ([2], p. 81). - Soient a  les coefficients de la série de (:

alors

Des lemmes 1, 3, 4, on déduit :

t 2

b n e, v, 1ol

2
ngx
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D'aprés la formule d'intégration citée ci-dessus, on a le lemme suivant :
LEMME 5,5.

2
st oog = - o y) + 0= 10g %) .
y(ngxyﬂ-ﬁ-)- og og ¥y X og X

Occupons-nous maintenant de la somme Z' -ﬂli)-)- . Nous utiliserons le résultat sui=-

vant dfi & LANDAU ([2], p. 114-115 et p. 149-150) :

2 1/9(p) = log log x + B + 0(1/10g x) ,
N(p)<x

quand p est un idéal premier dans l'anneau des entiers engendré par un zéro de P ,

et N(p) sa norme. Alors

I S 2 w(p) = log log x + B + 0(1/1log x)
f(p) D g g g
p<x pX

Nous pouvons maintenant calculer R .
LEMME 5.6. - Soit e = Bo , avec 0 < B <1 :
R = By log z(T - (T - 1)g - 1 - log %) + 0(log log z)
C'est maintenant que nous allons déterminer T . Nous imposons & o d'é&tre ra-
tionnel, donc nous pouvons trouver 1 tel que 1+ log é + ﬂ] = [1 + log _ol?] .
Alors, on prend T =1 + log -;7 + 7} » puis on choisit B assez petit pour que

(r - 1)p >l'2l . Alors

2 pd/f(d) Z-E—O"--l—%-g——z (:g + O(log log z/log z)) .
d|p A
HMais

A = l 2(1.) = Ey log z + O(za(v-l) lo z)
£7e) B oe 8 2) -

Donc
(121 + O(log log z/log z))

(1 + o(z2\""1)y)

2 £(d) > —=t

Donc il existe une constante C telle que,a partir d'un certain rang, on ait

2 p,/t(d) 2 ¢/1og =
d|p
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Cas général : Pour k # 1, le résultat est le suivant : on prend
X 1 1
=k2 3-+ k log a-+ L avec [T]=[T -17],
1

et on trouve qu'il existe une constante C pour que l'on ait, a partir d'un cer-

tain rang,

2 pg/2(a) 3 0/(10g 2)° .
a|p

6. Le terme erreur.
(e a e a e atatavaral ot e ot o Gad
Nous nous proposons de montrer dans ce paragraphe que,

ie >0, > R.| = 0(z (1+201)(1+€1))

o
d|D d d

Soient h le degré de P , et d un nombre sans carré. On considére

ag=f{o: v/a, ' <q,
£ /2
By = {p: p/d, I
Alors
/ /2
IRdlgw(d =p(EA —372 ﬂ w(p) o(d€1 ),

car w(p) < h . Donc

(1+2 2
PRDEAEL R r2)ey/2)
Mais
S el <(5 (s Daly
a|p Py d<z Ya b<z® A/
Or

Z ly,| = o(a(10g 2)71)
d<z

par définition des Y,

|_1£| < (-2l o rn(c T 10a(s - 28))) - o(1085 ) .
P’d P pgza P
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La premiére inégalité a été vue dans la vérification de (iv) (8 4). D'ol 1l'on dé-
duit

(1+20) (1+¢,)
S oqgy Rl =0z 1Y),

a|p

7. Interprétation.

Nous venons de montrer qu'il existe C1 :

. (1+2a)(1+e )
3(N) 2 ¢, N/log" z + O(z )

On pose

Alors

(1-¢.)

o(N) 20 W/(1og M + oy 1),
donc il existe C2 tel que, & partir d'un certain rang,

C2 N
§(:) > —— .
(log N)
Cela signifie qu'il y a plus de C, N/ (log N)k entiers n inférieurs & N tels
que P(n) n'ait pas de facteur premier plus petit que NBE (on posera Be = § ),

et au plus [T] supérieurs & e

Posons o = %- (qe Q et 0<gq <1 , ce qui était demandé), et déterminons €,

par (1 - 52) (1 - el)(l + el)_l . Dans ces conditions,

B =5(1 - 52)/9 .

Nous appellerons '"petit premier", un premier p : N6 <p< NB .

Nous appellerons "grand premier", un premier p : p > NB .

-~

LéMME 7.1. - Pour chaque P, Pi(n) a au plus [9hi/5] grands premiers (cha-
cun compté avec son ordre de multiplicité), si n est compté par @& .

Puisque P, est de degré hi , 1 Bi tel que

. i
x>1 => |Pi(x)| <B .



Raisonnons par l'absurde en supposant que Pi(n) ait [9hi/5] + 1 ou plus de
"grands" facteurs premiers. On aurait

5, ([90,/531)

h,
B, N s IPi(m)l > (8°)

Soit
b, 5(1-e,)([on,/53+1)/9
B, N " >N .

i

1 - {9n,/5}
ce qui est faux si e, < = , par exemple ¢, = i1 ; on stest donc

2 ~1+[9m;/5] 2 52n+1

fixé

B=2(5n+ 2)/9(2h + 1) .

En ce qui concerne les "petits" premiers, nous avons supposé, au début du para-
graphe 4, qu'ils n'intervenaient jamais au carré. Nous allons montrer que cette

hypothese n'est pas génante, plus précisément :

LEMME 7.2. - Le nombre des entiers m tels que P(m) soit divisible par le carré

6 et NB est un O(N;—é) .

d'un nombre premier compris entre N

En effet, soit P! 1la dérivée de P ; alors

ou bien w(pz) = w(P) ’

Bl
o
[

el
(-

P(x)

ou bien ¢ Px)

admet une racine.
pJ

il
(&)
—

Mais P est "quadratfrei", donc, d'aprés BEZCUT, il existe trois entiers relatifs
a,b, c tels que aP + bP' = c , ce qui implique que le nombre de facteurs com-

mms & P et P' est borné, donc w(p2) est borné.

Le nombre des entiers n < N satisfaisant P(n) = O[pzj est inférieur a

- N 2
2 (—5 w(p) +R 2) , avec R , < w(pz) ,
WPpa® P P P
donc inférieur a
N 2
2 > (—5 o(p?)) +0o( X 1) , car w(pz) est borné ,
M<pgi® Nagpg
clest-a~dire un
1
&)
O(N‘fy‘ Loag) + o9y car B <2,
N6 x2 9

donc un O(Nl_é) .
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La conclusion des paragraphes 5 et 6, les lemmes 7.1 et 7.2 nous conduisent au

théoréme suivant 3

/ \
THEOREME de MIECH ([4]). - Soit P un polyndme "quadratfrei'. Il existe deux

réels § et B avec 0<§<B<1, et une constante C , tels que :

Il existe plus de CN/(log I\T)‘LC entiers n < N tels que :

. . NP R 8
P(n) n'ait aucun facteur premier inférieur &4 N~

P(n) ait au plus [k +2 %~+ k log-%] facteurs premiers (chacun compté avec son

1
ordre de multiplicité) compris entre w° et NB H

. . . . ,
Chague Pi(n) ait au plus [Jhi/Sj diviseurs premiers (chacun compté avec son

ordre de multiplicité) supérieur a N .
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