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APPLICATIONS ARITHMÉTIQUES DE LA FORMULE p-ADIQUE DES RÉSIDUS

par Jean FRESNEL

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
8e année.- ~.~66~67~ n° 18 17 avril 1967

1. Introduction.

Le but de cet exposé est de montrer comment interviennent les fonctions L

p-adiques dans le calcul du nombre de classes d’idéaux (§ 2), et comment la théorie

de ces fonctions éclaire certains résultats déjà connus sur le nombre de classes

d’idéaux et en simplifie considérablement la démonstration (§ 3 et 4).

2. Formule des résidus.

Soient R le corps des réels, C le corps des nombres complexes, ~ une clô-

ture algébrique du des nombres rationnels, K une extension abélienne

réelle le corps p-adique élémentaire y dp une clôture algébrique de

P 
un complété de 03A9 

p 
avec les inclusions suivantes (les flèches signi-

fient les inclusions) : 1

D’autre part y soit A 1’anneau ( resp , l ’ idéal ) de valuation de 03A9

Notons par log~ la fonction logarithme de et par log le prolongement fonc-

tionnel ~6~ à A -!R du logarithme p-adique défini sur 1 +~ . Soient ( )~
la valeur absolue de C et t ’P ! la valeur absolue de 03A9 

p 
. 

P

Soient A la clôture intégrale de Z dans K , et U le groupe des unités de

A . Si n = [K ? nous savons que U est le produit direct du sous-groupe cy-

clique d’ordre 2 par le sous-groupe libre U de rang

r=n-l Soient G le groupe de Galois de K sur ~~ G~=C-(e) ( e est

l’élément neutre de G) , (ei)1ir une base du nous savons que l’ expres-
sion



est indépendante, au signe près, du choix de la base.

Le régulateur p-adique est défini par

On choisit la base (ei)1ir et l’ordre des (a) de façon que l’expression

(1) soit positive.

A. BRUMER vient récemment de montrer le résultat suivant ~3’ :

THEOREME. - Le régulateur p-adique de toute extension abélienne réelle est non

nul.

Ce problème avait été soulevé par LECPOLDT [9J dans un contexte que nous

allons brièvement rappeler.

A tout caractère primitif ,~ nous associons la quantité L p (;~~ définie de la

façon suivante :

Si f (x) ~ pe , V e E N (f(x) est le conducteur du caractère 03BB) ,

Si f(x) = p ,

Si f ~~) ~ pe 9 avec e > 2 ,

Nous désignons par Zf(X) une racine primitive de l’unité, et par

T(x) la somme de Gauss définie par

H.-W. LEOPOLDT a montre que si K est un corps abélien réel, le nombre de

classes y le régulateur p-adique et les quantités L (x) sont reliées par la for-

mule



Le discriminant du corps K est (L- , est parfaitement déterminé par

les inclusions Q ~ R et Q ~ 03A9p . D’autre part, 9 hK est le nombre de classes

de K (c’est-à-dire l’indice du sous-groupe des idéaux principaux de A dans le

groupe des idéaux de A ). Le problème posé par LEOPOLDT ~9’ était le sui-

vant :

Existe-t-il des couples (x , p~ pour lesquels L (~X,~ - 0 ?

Le théorème de Brumer permet immédiatement de dire que :

S oit L ( . ? X) la f onc tion de Lirichlet complexe, nous voyons alors que

n’est autre que le pendant p-adique de la valeur L(1 , X) . Nous avons une rela-
tion analogue avec. les fonctions L (. , , ~~~ .

p

Quels ue soient le caractère X r E et le nombre premier p , nous

avons

Ce théorème fut annoncé par H. W. LEOPOLDT [7J ; pour une démonstration, on peut

consulter ~1~, et aussi [5J dans un cas particulier.

Ce résultat permet d’écrire la formule (2) sous la forme

Le résidu de la fonction zêta p-adique du corps K peut être exprimé par la

formule (3)

Le théorème de Brumer montre alors que le résidu de la fonction ~p (. , K) , en

s = 1 , est non nul, par suite cette fonction admet, pour s = 1 , y un pôle simple.

Nous allons donner deux applications de la formule du résidu.

Les notations étant les mêmes qu’au § 2, y nous supposons que p ; 2 , et que p

n’ est pas ramifié (c’est-à-dire que p / cL. ).



Exprimons la formule (3) modulo p . Il nous suffit donc d’évaluer X)
mod p , évaluation qui nous est donnée par les nombres de Bernoulli ~4 ~. Nous avons

Par suite, la formule (3) s’écrit

Puisque p n’est pas ramifié

R (K)
Ainsi |p n-1|  1 , et la formule (5) s’écrit

p

or t! 1 ~(p)=±l , et par suite
X~e

Cette congruence nous donne la proposition suivante

PROPOSITION. - Soient K une extension abélienne réelle dans laquelle l’idéal

(p) ~ p ~ 2 ~ n’ est pas ramifié, h~ le nombre de c lasses d’idéaux,. nous avons
alors l’implication suivante °

On voit que la réciproque est vraie si



Nous allons énoncer des conditions sous lesquelles (6) est satisfaite. Soient cp
la surjection canonique de A sur A

Nous avons les inclusions suivantes des groupes multiplicatifs ~

THEOREME K une extension abélienne réelle dans laquelle l’idéal

(p) (p ~ 2~ n’ est pas ramifié. Si p ,~ CK ~ ~ et si alors

Preuve. - Soit ~x E C ~ 1 E N~y = (1 + p~~ mod p2~ . Nous avons

Posons par définition, 9

un système générateur de et e = 1 + p alors y

Soient (03C9i)1in une base du Z-module à. et C . = l + , 1 1 1  n .i ,i,n - 

i 1 ’

Ainsi

D’après la décomposition (?), il existe (a~),.~ ... , a~ e Z tel quei i ~ -



et par suite

R (I() 
r

Ce qui prouve que P 
P~

4. Deuxième a plication [10].

Les notations étant les mêmes qu’au § 2, nous supposons de plus que K = Q(ÙÎ)
est une extension quadratique réelle de discriminant d , avec d = pn, p # 2 .

Soient

une unité fondamentale telle que ~e~~ > 1 , et x le caractère primitif, quadra-
tique modulo n .

La formule (3) s’écrit

Nous avons les égalités évidentes

et par suite



w étant la valuation p-adique.

Diaprés ~4~,

nous avons alors le résultat suivant :

Soient K = Q(d) uncorps quadratique réel p de discriminant d ,

avec d = pn, y X le caractère quadratique primitif modulo n , hK le nombre de

classes d’iàéaux de K et

une unité fondamentale, alors

Remarquons que le nombre de Bernoulli peut être explicité par la congruence [4~j :

Si p ~’ h~- (ce que l’ on sait en particulier si n  p puisque h~  ~ ~, alors

Dans ce cas,
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Puisque et B« p 1~/2~~’ 2,~ (x~ sont rationnels, nous avons

quel que soit ~ ~ 0 .

En particulier ~~ , nous retrouvons le résultat ~2~.
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