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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 14-01
(Théorie des nombres)
ge annde, 1966/67, n° 14 6 mars 1967

PSEUDO~-VALUATIONS SUR LES CORPS GLOBAUX

par Mary Dolords SCHROT

On appelle K wun corps global de caractéristique O , si K est une extension
finie de Q . On appelle E un corps global de caractéristique p , si E est en-
gendré de fagon finie et de degré de transcendance 1 sur Fp , le corps fini de
p éléments. Par suite, chaque corps global est une extension algébrique, séparable
et finie, d'un corps L ( Q ou F (X) ) qui est le corps des quotients d'un do-
maine euclidien L (Z ou FP[X] ), ou [LO:pLO] < ® quel que soit 1'élément p
irréductible dans LO . On peut observer également qu'un tel L est contenu dans

chaque corps F pour lequel il existe une pseudo-~valuation non-triviale.

Dans la présente conférence, nous considérons 1'aptitude des corps globaux a la
théorie exposée dans notre conférence précédente [3], et nous démontrerons que la
complétion d'un corps global F par rapport & une ¢ quelconque s'éerit comme un
ensemble de séries formelles ol 1l'on peut distinguer nettement les éléments de F

et de FO .

[ A
THEOREME 1. - F est un corps global si, et seulement si, les cing conditions

suivantes sont remplies :

1° F est le corps des quotients d'un domaine de Dedekind J ;
2° Quel que soit 1'idéal premier P < J , [J:P]<ow ;

30 11 existe une pseudo-valuation o , définie sur F et bornée sur J ;

4° Quelle que soit la pseudo-valuation o , non-triviale sur F , o est aussi

non-triviale sur un corps infini quelconque E S F ;

5° Quelle gque soit la pseudo-valuation o' , définie sur L et bornée sur LO ’

il existe une pseudo-valuation ¢ , définie sur F et bornée sur J , telle que

onN o' sur L .

Démonstration. - Soit F un corps global. F est le corps des quotients de FO,

la cl8ture intégrale de L, dans F . F, est un domaine de Dedekind [4], d'ol
1°. I1 est bien connu que le nombre des classes d'un corps global est fini, et
qu'il existe des idéaux premiers dans FO , d'ou 2° et 3°, On peut trouver L & F
tel que, si ESF, o E est un corps infini, L S E [2], d'od F/E est une
extension finie. Si ¢ est une pseudo~valuation non-triviale sur F , on prend

éventuellement ©; N D, ou ®; est définie comme dans le théoréme 2 de [3]. Alors,



si aeP et ola) <1, il existe des éléments a; € E, 0gign, tels que

a o+ a &y + a @ +a =0
O 1 LI By n—l n—" L

Si ¢ est triviale sur E ,

nely

1< o,(a) < naxfo (o o 0gi<n}gold) <1,

ce qui est une contradiction, d'ou 4°.

Pour chague idéal premier P & FO , P r1LO = pLO , ol p est un élément irré-

ductible dans LO « Par contre, pour chaque tel p ,

ou Pi c FO est un idéal premier, c'est-a-dire que p détermine un ensemble d'i-
déaux P tel que P]pFO .« S8i o' est définie sur L et bornée sur Ly (théordme
1 [3]),

o' => {p; Py, cee 5P}

I1 suffit de choisir pour chaque pj s 1£j<K 4, aumoins un P tel que Plpjﬁb,

et de définir ¢ comme dans le théoreme 2, pour obtenir 5°.

Maintenant, on suppose que F zremplit les conditions 1° & 5°. La condition 3°
implique qu'un corps L est contenu dans F , et qu'il existe au moins un idéal
premier P & J . Supposons qu'il existe y € F tel que y.  n'est pas algébrique
sur L . Alors, il existe une valuation non-archimédienne et non-triviale sur
L(y) , mais triviale sur L [4]. Une telle valuation peut se prolonger & F [4],

ce qui est en contradiction avec 4°. Donc F/L est algébrique.

Supposons que car F = p et que P soit inséparable, c'est-3-dire que P_or,
Si BeP,

8 = P° B, o PfB et bez .

k
I1 existe k tel que pk >b,et o e€F tel que oP =8 . Alors

k KX
@l =P A et o T=p" AP , ou P/A et ae€Z .

+

Alors

apk=b<pk ’

d'oh a <1, ce qui est une contradiction. F/L est donc toujours une extension

algébrique et séparable.

I1 faut que J , en tant que domaine de Dedekind, soit intégralement clos. Donc
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FO cJ, ou FO est la cl8ture intégrale de LO dans F . Supposons que «o € J ,
o £ Fy « Soit E = L(e) . Alors

¢a€J'"=ITnE ,
mais

t

{wl y Uy g wee s wt}

est une base intégrale de E/L . Il n'est pas difficile de vérifier qu'il existe

g € L., tel que

0

m

J'=% ={#m]| peE, (m,e =1} .
M
Soit (p , 8) =1 s OU p est un élément irréductible de LO . On peut maintenant
trouver une pseudo-valuation ¢ , définie sur L et bornée sur LO , dont 1l'exten-—

sion & F n'est pas bornée sur J . Donc 5° implique que J = FO .

Soit p wun élément irréductible quelconque de LO . Alors

e, e e
o 1 2 r
PFy = Pl P2 ees P s
et £
[FO:Pj] = [LO:pLO] J ol fj <o, 1£3iLr .
r
Soit n = 2 e, fj . Supposons que [F:L]>n, et soit ESF un corps quelcon=-
j=1_ Y
que tel que [E:L]=m >n . Alors
e! e} e!
pE. =Pt 1pt 2 p1 S s¢r, P.JP!,.\F
0 1 2 Tt ts 7 N ji(3) "o
de sorte que ei < ej ’ fi.s fj . Done
S r
- 1 1 -
n<mn = .Z: el f! 2 e fJ =n ,
i=1 J=1

ce qui est une contradiction.
Donc F est une extension algébrique, séparable, et finie de L , c'est-ad-dire

un corps global.

Soit F un corps global, od [F:L]=n . On rappelle quelques faits bien connus

avec des notations adéquates. Il existe ([ € FO tel que F = L(C) . Soit
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£(y) e Lyly]

le polyndme minimal de ( , et soit T 1a complétion de L par rapport & 0, s 1a

valuation & 1'infini. Alors

r+1
i=1
ou
~ r+l
hi(Y) € L’Ly] ’ d@g hl = Si 9 iz_‘l Si =n ’

et ol r est le nombre minimal de générateurs du groupe des unitds de FO . I1

existe r + 1 valuations ¢l , ¢2 y ses indépendantes sur F , mais égales

» Vrp
a ¢, sur L . Donc, quel que soit € € F ,

r+1 (i)s, r+1

0, (Mg, (8)) = o (11 & %) = 11y ()

i=1 i=1

Dans le cas, car F=0 y T+ l=1r +r,, 00 r est le nombre de conjuguées

1 2 1
le nombre de paires de conjuguées complexes, et T, o+ 2r2 =n,

/

réelles de ( , r,

on peut aussi écrire

. 1
gl = 1)) < ¥, (5)

S,
1
i H
et
f§Ii= I‘s‘li_rz ’ ro+r,<ign .

’ \
THEOREME 2. - Soient F un corps global dont [F:L]=n, et y e Fy un élément

tel que
wi(y) > 1, 1gigr+1 .

Soit S wun systéme quelconque de représentants de FO/yFO .51 EePF et

t

lim (g - 2 B, y9) =0
ol Bj €5 et @w = @Y » alors il existe v' et s tels qgue v > v! implique
Bv+s =8 -

Démonstration. - Il suffit de considérer le cas ou jO = 0 , car on peut trouver

un seul k tel que
k
EF, = (v ¢)/D, ClvFg » (v, D) =1 ,
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d'ou

-k ~k=1
§Y € FOM7 ’ §Y é FO .
div m
Donc
v—1 v
g = §O = BO + Bl Y t oees + BV—I Y + gV Y ?
et

gv = go/yv - (BO + Bl Y+ oeee + BV—l Yval)/yv °

Cas 1 ¢+ car F =0 . Soit
A= max{la|i | @es, 1gign} .
Alors, lorsque 1 <ign,
-1
g s < legly/Ivly + ale + Iyl + oo+ I/ IV < b+ Ig L/ IvIT
I1 existe donc un entier v' tel que

s = le g s av e, Lstsn, vzvl .

Cas 2 : car F=p . Soit

B = max{¢i(a) | aes, 1gigr+1} .

I1 existe v'!' tel que

N
I.J
IN
H
+
-
<
\%
<

4;(€) < B, 1

Maintenant, pour chaque v , E = €o étant donné, soit fv(y) € Lo[y] le poly-

ndme minimal de £, » et soit

Si aq l
Donc 1l'ensemble C est fini, et il existe 8 tel que

n n- ‘ .
y +a ¥y t et 8 ¥V +a € C , ¢&(ai) est bornde, 1 gign.

gV,+S = gvi et §V+S = §v ’
uel it > v! . Visi = = .
q que soit v > v Visiblement, Bv+s Bv lorsque §v+s §v
[ \
THEOREME 3, — Soit F un corps global. Si v € FO ’ EE
4 (v) >a, lgigr+1 ,
ol
4, si car F=0C ,
d =
1, si car F=p ,
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il existe alors un systéme de représentants S de FO/yFO tel que, quel que soit

§ €F,, il existe ge€Z ot By € S, 0£j< g, de sorte que

Démonstration. - Soit S tel que, pour chaque o € S ,

r~+1
<'Zl ¢i(a))

soit minimal lorsque car F =0 (car F = p) » c'est=d~dire, si E € FO et

E=a (mod v)

par rapport i ¢© ol Bj € S, et la série ne se termine pas. D'aprés le théordme 2,

il existe v' et s tels que
gV+s = gv ’
lorsque v 2 v' . On remarque que

o1 = (gv - Bv)/Y ‘

Si car F =0, quel que soit v > 1,

n
2 g

i=1

v+lli

n n
< iz:.l (e Iy + I8 l)/2 < izl e 1y -
Donc, si v >v',

n

2 lggl < :E LM

i=1 i=1
ce qui est une contradiction.
Si car F = p , on obtient une contradiction pareille en démontrant que
r+l r+1

Z 'Jf'i(gv_’_s) < Z ‘]('i(g ) i

i=1 i=1 v
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Donc il existe v" tel que v > v" implique Bv = 0 lorsque E € FO .

THéORﬁME 4. - Soit F un corps global. Il existe 7 = 7(F) de sorte que, lors—

que v' € FO et Qn(NY') > T, il existe vy € FO tel que VFO = y’FO et

q;i('y)>d_, 1gigr+1

Démonstration. = Soit {el y € cee er} un ensemble de générateurs du groupe

2 9
des unités. Alors yFO = y'F, si, et seulement si,

- 1 2 r .,
Y = U.)El € coe 81‘ Y ’
ou wn =1 et a, € Z, 1gigr. En ce cas,
r
-1, %
\l,ri(\() >d <==> I ’yi(ek) < ﬂji(v'/d)
k=1
S -1
<= kZ_:l 8 log 4, (e ") < log y, (y'/d)
r
<==> Zaknik<gi, lgigr+1 ,
k=1
ou
-1
Ty = 1og ¥, (e ) et gy = log y;(v'/a)

by

l1gigr+1, 1k r . Donc, nous nous intéressons 3 une solution
r
(al ) By eee s ar) € Z

du systéme

T
Zxknik<gi, 1gigr+1 .
k=1

On observe que

b3
2 ¢ =logo (W) -¢c . ,
et que, pour chaque k ,
r
.z: nlk nr+1,k: ’
i=1

car g est une unité. Alors
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r r r
Z Z N.., = - Z X ’
i=1 k=1 Xk ik k=1 k ﬂr+l,k

de sorte que, lorsque

T
2 X My <G i1gigr ,
k=1

il s'ensuit que
r
kzl Xk nr+l,k > Cppp ~ 108 Qm<NY) ‘

Il s'agit de trouver un nombre réel t tel que, lorsque
log Qm(NY) >t

il existe (al y B 9 see o ar) e 7zt tel que

2
r
kzl & ﬂik < Qi ’ lgigr ,

et
r
Crpp ~ 208 0 () < k>—:1 & Mo,k < Cpgr

Si on considére les r premidres inédgalités, le déterminant du systéme est le ré-
gulateur du corps global F , qui est toujours non nul. Ce systéme est une transle—

tion de celui considéré dans le lemme suivant.

LEMME. - Soit

r -
Z_Kknik<o, 1gigr
k=1

un systéme de r inégalités & coefficients réels, avec déterminant non-nul. Alors,

quand t > O est assez grand, il existe une solution du systéme

(al 1 8y g eee s ar) ez’ y

telle que

r
2 & nik >-t .
i=

ﬁ‘r4w

1 1

Démonstration. = Les r inégalités déterminent un cbne A ouvert et convexe

T
dans R . Lorsque (Xl D Xr) € A,
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> 2
2 N, <0 .
i=1 k=1 %{ T
Quel que soit t+t > 0 , il existe un ensemble borné Auc des points

(xl » Xy s eee Xr) € A

tel que
r r
Z Z T‘. >—t o
i=1 k=1 Xk ik

Quand t est assez grand, A contient une r-sphére de rayon 1 , donc un point

r
de 27 .
Si

t. =inf{t | A n 2" #4} ,
il suffit de poser T = e .

On sait que, pour chaque F , il existe h = h(F) tel que Ph est principal,
quel que soit 1'idéal premier P . Donc, @ étant donné, on peut trouver Y, tel
que P‘yl FO si, et seulement si, P € ® . De plus, il existe c € Z+ , et de 13,
Yy € FO tel que

c
qg(NV) = qm(Nvl) > T= (F) ,

YFy = v, ¥y et ¢i(y) >4, l1gigr+1 .
En prenant S d'aprés le théoréme 3, nous obtenons notre résultat principal :

4 ‘
THEOREME 5. ~ Soient F un corps global, et ® un ensemble fini d'idéaux pre—

miers dans FO . Il existe vy € FO tel que P =@ , et il existe un systéme S

de représentants de FO/yFO tel que l'ensemble # de toutes séries formelles dans

Y & coefficients dans S a les propriétés suivantes :

1° 31 ¢ est une pseudo-valuation quelconque telle que ® = ® , # est la com—

2

plétion de F par rapport & o 3

2° 11 existe une correspondance bijective entre les éléments de P et les é1é-

ments de # qui sont périodiques

3% I1 existe une ccrrespondance bijective entre les é1éments de FO et les poly-

ndmes dans v & coefficients dans S .
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