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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 5-01
(Théorie des nombres)
8e année, 1966/67, n® 5 12 décembre 1966

THéORIE DE CHABAUTY SUR LES éQUATIONS DIOPHANTIENNES, II.

par Gabriel ARCHINARD

1. Théorsmes de Chabauty ([2]).

On énonce sans démonstration le théoréme central de la thdse de CHABAUTY,

THEOREME 1.1 ([2], chapitre II,.théorsme 2.4). - Soient Q 1le corps des nombres

rationnels, (2 sa cl8ture algébrique, V wun ensemble algébrique dans " de di-

mension h , et soit T un groupe multiplicatif dans Q% dont le nombre de géné~

rateurs dlordre infini est r . (Les points de I’ se multiplient composante par

composante. )

On suppose encore card(I'n V) = o s ¢ r+h<n, et on pose

r+h=0 .

Alors, Y E<TI' nV avec card E=o , 3y sous-groupe de I' tel que :

1° o€l tel que card(loy NE) = o ;
2° ¥y q € Z, i=1,2, «eo y 0, avec 1< q <qy < eee < qg <£n, HNiEEZ,

non tous nuls tels que

Ng Nq Nq
(l) [ 1 X g 2 X seae X £ = 1 3 V (El y 52 9 see o En) E’Y .
-1 4o ke

Dans toutes les applications qui vont suivre, on s'intéressera & des groupes mul-

tiplicatifs de nombres pris dans une extension algébrique finie du corps Q .

Soient K wune telle extension, de degré n , T un sous-groupe du groupe multi-
#*
plicatif K =K - {0}, et o €T . Pour appli%uer le théoréme 1.1, on considérera
des n-uples (a(l , a(2) s eee 3 n)) o o 1) y i=1,2, «es y n, sont
1

les conjugués de o = @ dans K « Ce groupe est isomorphe & T , et on le note~

“ra aussi T, chague fois que le contexte permettra d!'éviter les confusions.

Rappel. = Soient K = Q6] une extension finie de Q , de degré n , f(X) eq[X]
le polyndme irréductible sur Q de 6 , et soit L 1le corps de décomposition de
f(X) . (L ne dépend que de K .)
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Le groupe de Galois de K , qu'on notera G(x) , est alors le groupe des Q-
automorphismes de L . A tout g de @(K) correspond une et une seule permutation
des n conjugués de 6 , et on a card G(K)]n! . On peut donc représenter G(K)

par un sous-—groupe du groupe des permutations de n objets.

Soit Q" considéré comme espace vectoriel sur Q j; a toute opération g € ¢(x) ,
on associe l'application de Qn dans Qn , qui & tout point de Qn fait correspon~-
dre le point de Q" dont les coordonnées sont celles de ce point permutées par la

. . N . n
permutation associde & g . On voit que les sous-~espaces de @Q

11
Elz{(Xl,XZ, LI ,Xn)EQ l xl=X2=".=x} s
et

n
E2={(X1’X2’."’Xn)€Q l X1+X2+-..+Xn=0} 9

sont invariants pour toute permutation des coordonnées.

’ L)
THEOREME 1.2 ([2], chapitre III, théordme 3.2). - Soient K une extension finie
de Q de degré n, Q la clbture algébrigue de Q , T un sous—groupe multipli-

¥
catif de K ayant s générateurs d'ordre infini, et soit V wun ensemble algé~

brique dans " de dimension h .

On suppose de plus, que h + sgn -1, et que les applications de qn dans

Q% , assocides aux éléments de G(K) , ne laissent inchangés aucun autre Sous-—
espace de Q" que El et E2 . '

Alors, il ne peut y avoir sur V une infinité de points de I' de méme norme.

Démonstration. - On suppose qu'il existe sur V n T wune infinité de points de

norme c¢ (on notera H(g) pour la norme de « € K , norme relative & K ).
D'aprds le théoréme 1.1, T o el et 3y , sous—-groupe de I , tels que
N(ae) = ¢
pour une infinité de e €y , i. e. N(e) = ﬁf§7-= e .

En tenant compte de ceci et de la formule (1) du théordme 1.1, on voit que pour

une infinité de e ey , on a

E(l) X 8(2) X oeea X e(n) = e

et

(1)N1 (2)N2 (n—-l)Nn_l
£ X € X see X € =1 .
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1
On prend me€ 2, m# - H-(Nl + N2 1) , et on pose Nn =0 et

m, = Ni +m, i=1,2, ¢«eo 4y n, alors 2 m, = mm + 2 Ni £0, et 3di tel que

+ eee + N
n—-

m, # m =m; ona ainsi, pour une infinité de ¢ € vy ,

(l)ml (2)m2 (n)mn 0

R X € X eee X E = € ’

avec (m1 y My 5 oo s mn) é Ei , 1i=1, 2.

Le sous-espace de Qn , engendré par (ml s My y cee s mn) et ses images par les
applications assocides aux éléments de G(K) , est 1l'espace @ tout entier ; il

existe donc n permutés de (ml N ) mn) , soient

n .
(mil ’ miz 9 esee 9 min) € Z y 1 = l ) 2 g eee g n ]
tels que dét(mij) =d#0, de€Z.Le systéme d'équations 2 Yy myq = d,
2 ¥y Mgy = O, J=2, «eo 3y n, a donc une solution unique (q‘1 1059 00 ,qn)ezzn.
Donc, pour une infinité de e € vy ,
(V)my, (n)m q, (Um,, (o4 (1)a
(E X ose X E ) x;onx(s X see X E ) = € .

D'autre part, toute permutation, correspondant & un élément de G¢(K) effectude

(l)ml (n)m
sur les exposants de 1l'expression e X ses X € , correspond & la permuta-

3 I3 ’ . m
tion inverse effectuée sur (ml s ses mn) , donc laisse la valeur e de cette

m(qq+e .o +ay) e(l)d

expression inchangée. Finalement, on a e = pour une infinité de

g €K , et ceci est impossible.
Q' E. D.

On a deux cas simples ou G(K) a la propriété de 1'énoncé du théoréme

(a) @(K) est représenté par le groupe de toutes les permutations de n objets;

(b) Le degré de K sur Q est un nombre premier (cf. [l], page ll).

PROPOSITION 1.1. =~ Soient K wune extension finie de Q , de degré n , Q la

cléture algébrique de Q , et a, € K, i=1,2, ses 4 b, des nombres linéai-

( ) ’ agn)) ’

rement indépendants sur Q . Alors, les h vecteurs (ail y s

i=1,2, «es y h, sont linéairement indépendants sur € , et le sous—espace de

0" qu'ils engendrent est une variété algébrique V = V(%) , de dimension h , ol

9 est 1'idéal engendré par les polyndmes

(2) Kh+j-fh+j(X1’X2""’xh)’ j=l,...,n—h ’

A

fh+j(xl , X2 g s Xh) étant des formes homogénes linéaires a coefficients algé-

briques.
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Ces n = h polynbmes sont algébriquement indépendents, et 1'idéal A est pre-
mier, donc V est une variété algébrique de dimension h (cf. [1], exemple p. 04,

et lemme 3.3).

LEMME 1.1. - Soient K wune extension finie de Q , de degré n , Q la cldture

algébrique de Q , et Q € K, 1i=1,2, «s y h, des nombres linéairement in-—

dépendants sur Q .

Alors, des nombres de 2 Q. , et de méme norme, sont dans un ensemble algébrique

de P de dimension h -1 .

En effet, un nombre de Q , et de norme c , est sur l'ensemble algébrique

v, = V(ﬂl) , o U, est 1'idéal engendré par les polyndmes

(2) Xh+j - fh+j(Xl D xh) , G=1,2, ese yn=h ,
et
(3) XJ_XXZX see XXn—C .

Ces n-h+ 1 polyndmes & coefficients algébriques sont algébriquement indépen—

dants, donc V, est un ensemble algébrique de on y équidimensionnel de dimension

1
n-=(n-h+1)=h-1,

Exemple 1.1. - Soit K = Q[ 6] une extension finie de Q , de degré n >3 . Si
¢(K) est représenté par le groupe de toutes les permutations de n objets, il est

impossible qu'il y ait une infinité de nombres de Salem dans Q + Q8 + ... + ™2,

Les nombres de Salem et leurs inverses forment, en effet, un sous-groupe du grou-
pe des unités de K & un générateur d'ordre infini ; on applique alors le lemme

1.1, puis le théoréme 1.2 (cf. [3]).

1/29

Exemple 1.2. — Soit K =Q[6], o =15 réel. I1 est alors impossible qu'une

infinité d'unités de X soient dans
Q+ Q6 + ... + Qel4 .
En effet, K a un corps conjugué réel et 14 corps conjugués complexes, donc le

groupe des unités de K a 14 générateurs d'ordre infini, et on applique le lemme

1.1 et le théordtme 1.2.

[ 4 *
THEOREME 1.3 ([2], chapitre III, théordme 3.4). - Soient K une extension finie
*
de Q, de degré n , Q la cl8ture algébrique de Q , I un sous—groupe de K
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& s générateurs d'ordre infini, et @, € K, i=1,2, ¢e0e y h -1, lindaire~

ment indépendants sur Q . On suppose s +h <n, Q[al y sse ah_1] =K, et on

pose ¥y = 1.

Alors, si une infinité de nombres de T , de méme norme sont dans Z:Qai y une

infinité d'entre eux sont sur un ensemble algébrique de " de dimension b - 2 .

Démonstration. — D'aprés le lemme 1.1, tous ces nombres de m8me norme, soit ¢

cette norme, sont sur un ensemble algébrique Vl = V(ﬁl) de F y Ou 1'idéal ﬂl
est engendré par les polynfmes

(2) Xh+j - fh+j(Xl s Xy oy eee s Xh) , j=1,2, ees ,n=h ,

et

(3) Xlxxzx L) Xxn—C .

Ona s+ dim Vn-=1, et on peut appliquer le théordme 1.1 : dao €Tl et

3 vy , sous-groupe de I , tels que, pour une infinité de ¢ €y , on a

(1) (2) (n) _ e
£ X € X ses X € = e , Oue—m.

D*autre part, d'aprds la formule (1) du théordme 1.1, on a Ni € Z , non tous

N(ae) = ¢ , i. e.

nuls, i =1, 2, ... y0~1, tels que

(1)Nl (2)N2 (n~1)Nn_1
€ x € X see X € =1, VeeEey .

Onpose N =0, = (N, +N_ + +oe +N)=m, et M, =nN, —m . Ces M, ne sont
n 1 n i i 1

2
pas tous nuls, leur somme est nulle, et on a, pour une infinité de ¢ €vy ,

(1)Ml (2)M2 (n)Mn

€ X € X eee X E = e .

Finalement, une infinité de e € vy annulent les polyndmes (2) et (3), et le po-

lyndme

Mi Mi Mi Mik M, Mi
(4) X, 1 X, 2 L x Ko gmy kel w2 o ,

1 T2 X ekl k2 n
k n
oﬁ_'Hi >0 et 2 Mi = 2 Mi . Ces polyndmes sont algébriquement indépendants,
J j=1 3 J=k+1 J

donc engendrent un idéal ﬂz équidimentionnel, de dimension h - 2 , et 1'ensemble
algébrique V2 = V(ﬂ2) de I est équidimensionnel de dimension h - 2 .

Q. E. D.
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Exemple 1.3. - Soit K = Q6] , ou 6 est le seul zéro réel du polyndme
X0 - 2K+ 2 .

Le groupe des unités de K a un seul générateur dfordre infini et, en appliquant
le lemme 1.1 et le théoréme 1.2, on voit qu'il ne peut y avoir une infinité d‘uni-
tés de K dans Q + QO . On obtient le méme résultat en appliquant le théordme 1.3,

car un ensemble algébrique de dimension O ne contient qu'un nombre fini de points.

Remarque 1.1l. - On ne peut pas itérer le raisonnement du théordme 1.3, car le po-
lyndme (4'), qu'on obtient par un tel raisomnement, et le polyndme (4) ne sont pas

forcément algébriquement indépendants.

Remarque 1.2. — Lors de 1'application du théoréme 1.2, étant donnés K et s,
on cherche & obtenir pour h 1la plus grande valeur possible. En tenant compte du
lemme 1.1, on a vu que si @, € K sont lindairement indépendants sur Q , et que
si le degré de K sur Q, n , ert premier, ou si G(K) est représenté par le

groupe de toutes les permutations de n objets, il ne peut pas y avoir une infini-
h
té d'éléments de T sur 2 Qai . pour hgn-s .
i=1
Cette valeur de h ne peut pas 8tre améliorée par l'utilisation du théoréme 1.3,

car, pour ce théoréme, on doit aussi avoir h<n - s .

2. Le théordme de Dirichlet—Hasse~Chevallez

pour un corps de nombres algébriques ([4]).

Soit K un corps quelconque. Une valuation de K est une application

©: K->R, ( R, nombres réels positifs ou nuls)
telle que :
(i) (O(a) =0 <=> a=0 ,
(ii) o(ab) = o(a).o(b) , va,bek ,
(iii) 3 C e R, telle que ola + b) < C max{w(a) , o(b)} , fa,bek .
On appelle norme de ¢ la valeur HmH = 1inf C , ou C sont toutes les constan~

tes possibles pour la condition (iii). Cette condition est alors satisfaite avec
lleol]

On dit que o est la valuation triviale si ow(a) =1, VaeK, a#0, que
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© est archimédienne si lloll > 1 , et que ¢ est non archimédienne si =1 .
1Oy ’ q @

La valuation triviale est non archimédienne.

On montre que si ¢ est une application de K dans R+ satisfaisant les condi-

tions (i) et (ii), on a

{(1i1) avec o <2} <=> {o(a +b) g ola) + o(b) , ¥ a, b ek} .

Une valuation de K dinduit une topologie dans K , et on dit que deux valuations
© et o' sont équivalentes si elles induisent la méme topologie 3 alors % o €R,
o >0, telle que o' = wa « Si ¢ est une valuation, sa classe d'équivalence est
{qg l a€R, o>0}, et les classes sont appelées diviseurs premiers de X .
Comme lo¥|| = ||| , on voit que dans tout diviseur premier de K on peut trouver

une valuation ¢ avec HwH <2, i. e, satisfaisant 1'inégalité du triangle.

Si ¢ est une valuation archimédienne (resp. non archimédienne), toutes les va-
luations équivalentes & © sont aussi archimédiennes (resp. non archimédiennes),

et on dit que son diviseur premier est archimédien (resp. non archimédien).

On note M(K) 1'ensemble de tous les diviseurs premiers de K , 3 1l'exclusion du
diviseur trivial, mO(K) l'ensemble des diviseurs non archimédiens, & 1l'exclusion
du diviseur trivial, et m&(K) 1'ensemble des diviseurs archimédiens. On verra

plus loin que M (K) est fini, et que ﬁO(K) est infini dénombrable.

Soit § < M(K) , avec S o m&(K) et card S <« . On pose

Xs

#*
KS

]

faek | ola) 1, oeP, VP£S} ,

{faek | olay =1, 0eP, vP£s} .

#*
KS et KS ne dépendent pas du choix des valuations o € P , et sont respective-
ment 1'anneau des S-iddles principaux de K et le groupe des S-addles principaux

de X . KS est un anneau de Dedekind.

Comme cas particulier du théordme de Dirichlet-Hasse-~Chevalley ([4], chapitre 5,

théoréme 5.3.10), on a, avec les notations précédentes, le théordime suivant :

» (¥
THEOREME 2.1. — Soient K wune extension finie de Q , et s =card S, alors

K; = Uy x (ﬂl) X eee X (na—1> (produit direct) ,

ol UK est le groupe (cyclique et fini) des racines de l'unité de K , et (ni) ’

i=1,2, ¢e0 y 8=1, des groupes cycliques infinis (d'une manidre plus géné-

rale, ce théoreme s'énonce pour des corps globaux).
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K étant une extension finie de Q , toute valuation de X induit une valuation

de Q , sa restriction & Q ; ainsi, toute valuation de K est 1l'extension d'une

valuation de Q .

Or MQ) =f{w, 2,3, eee D, ees | p premier} , oi o est le diviseur
premier de la valeur absolue ordinaire de Q , et p le diviseur premier de la va-
leur absolue p-adique de Q . On sait que, pour tout p € M(Q) , toute valuation
mp € p s'étend de maniére unique au corps Qp (complétion de Q pour mp ), puis
a4 la cldture algébrique C% de (avec Q =R corps des nombres réels, et
Q =C corps des complexes), 1'extension d'une valuation archimédienne (resp. non

archimédienne) étant archimédienne (reSp. non archimédienne).

On a alors la proposition suivante ([ 4], chapitre 2, proposition 2.4.1).

PROPOSITICN 2.1. =~ Soit un Q-monomorphisme : K —> Qb s 1s €. un homomor—

phisme de K dans Qp injectif et appliquant tout point de Q sur lui-méme, et

soit @p une valuation de Qp .

Alors gp o w est une valuation de K , et toute valuation de K est de cette

forme.

Si wp et mé sont équivalentes, wp on et gé ou le sont aussi, et on peut
parler des extensions des diviseurs premiers de Q , tout diviseur premier de K

étant extension d'un diviseur premier de Q .

Soit n le degré de K sur Q, on a alors n Q-monomorphismes de K dans
Q5 en effet, si ?1)est un élément primitif de K et 67/ , i=1,2,...,n,
les conjugués de 6 =8 , on a, pour tout Q-monomorphisme u : K —>»Qp ’

u(G) = g , pour un certain i .

¢ étant une valuation de Q , on a donc au plus n extensions différentes de 0
a K ; la proposition suivante donne leur nombre exact ([4], chapitre 2, proposi-
tions 2.4.5 et 2.4.6).

PROPOSITION 2.2. -~ Soient X = Q[6], 6 algébrique sur Q de degré n ,
£(X) € Q[X] 1le polynBme irrdéductible de 8 s pemq), @p €p, et

£(X) = £,.(%) £,(%) ... £ (%)

la décomposition de f£(X) en facteurs irrdéductibles dans QP[X] .

Alors, il y a exactement r extensions non équivalentes deux & deux de «_ &

K , deux extensions o 0 8E @ ° U, étant égales, si ul(e) et uz(e sont

conjugués algébriques sur Q , et non équivalentes dans le cas contraire.
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* #*
On notera p, i=1,2, «o y v, les extensions de p, et S 1lensemble
i ’ b4 b4 ? b b
de toutes les extensions des diviseurs premiers contenus dans le sous—ensemble S

de m(Q) « On a
() =1 (k) et T(Q) = A (K) ;
M (Q) étant fini et Jl‘cO(Q) étent infini dénombrable, I (K) et mO(K) sont res—
pectivement fini et infini dénombrable.
Avec ces notations, on a de plus la proposition suivante ([4], chapitre 4, théo-

réme 4.1.7).

PROPOSITION 2.3. = Soit K wune extension finie de Q , et soit S ©¥(Q) avec
S o m&(Q) .

Alors K est le corps des fractions de KS% , KS* est intégralement clos, KS*

est la fermeture intégrale de Qq dens K , et tout nombre o € K peut s'écrire

=2 ,0n pek_ ot ceq.
. T T

3. Applications.

D'apres le théoréme 2.1 et la proposition 2.2, on peut énoncer la proposition

suivante

PROPOSITION 3.1. — Soient K = Q6] une extension finie de @ , de degré n ,

f(X) 1le polyndme irréductible de 6 sur Q , et soit

S={°°,pl7p2’ ceoe ’pr}cm(Q)

avec card S <o et 8 = Sp ¥ 8+ eee + 8 = 1, s_ étant le nombre de facteurs

irréductibles dans la décomposition de f(X) dans R(X], et 8s celui des fac-

teurs irréductibles dans la décomposition de f£(X) dans Q,p [x].
i

3
Alors le groupe K a s générateurs d'ordre infini.

g*

Dans le cas ot S = {»} , on retrouve le théoréme classique de Dirichlet.

Exemple 3.1. — Comme dans l'exemple 1.2, on considére K = Q[08] ou 6 est la

29

racine réelle du polyndme X7 - 15 , et soit S ={o, 3, 5} . On a déja vu que

X29 ~ 15 se décompose en 15 facteurs irréductibles dans R[X] ; d'autre part, le

29

polygone de Newton de X7 - 15 montre que ce polynéme est irréductible dans

QBEX] et dans Q5[X] . Mlors s =15+ 1+ 1~ 1= 16 , et en appliquant la propo-
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sition 3.1, le lemme 1.1, et le théoréme 1.2, on voit qu'il est impossible gqutune

*
infinité de nombres de KS* , de m8&me norme, soient situés dans Q+ QO+ ...+ Qelg.

n n n
Soit M = {pll X Py X een X prr l n, € z, n, >0, p; € S, Py # o} , clest
-1

une partie multiplicative de Z , contenant 1, eb soit 4S=:Zi 1'anneau ces fxac—

tions de Z relatif & M . Donc, dlapres la proposition 2.3, KS* est la fermetu-

re intégrale de ZM-'1 . M est aussi une partie multiplicative de l'anneau 4 des

entiers algébriques de K , et on a KS* =-AM'"1 s en effet, pour le voir, il suffit
de remarquer que si « est zéro du polyndme
% .n-1 n
+— X + oeee + — , a. , p€Z, p premier et (a, ’ p) =1,
m m i i
0 n .
Y Y

pae est zéro du polyndme

a a
n 0 n-1
X +-——IE-:E-X + cee o—
0
b D

On a aussi la proposition suivante :

PROPOSITION 3.2. — Si une infinité de nombres de KS* ont la méme norme, une in-

finité dl'entre eux sont associés deux & deux dans K (i. e. : le quotient de

S*

deux guelconques de ces nombres est une unité de KS* ).

Démonstration. — Avec les notations précédentes, soient K . = L , et cp la

. S
norme de ces nombres, c <%, nehnn -, (¢, pi)= L pour tout p; €M . Soit w

un de ces nombres, on peut alors trouver q €M , tel que qw € A et tel que

1 % r
Nh@):iml X Py X eee X DT avec %_ez, e. >0

(q et e dépendent de ® ).

L étant 1'anneau des entiers algébriques d'une extension de Q de degré n ,
tout idéal de A est produit fini d'idéaux premiers de A ( A est un anneau de
Dedekind) et, & tout idéal premier P de A , correspond un nombre premier p et
un nombre f , avec 1< f<n, tels que N(B) =1p, N(P) étant la norme de 1'i-
déal P . Comme il y a un nombre fini seulement d'idéaux de A de norme donnée, il
existe dans A wun nombre fini d'idéaux Qﬁ , de norme c¢ , et un nombre fini d'i-
déaux premiers $j sy J=1,2, ¢¢eo , u, avec N(mj) e M , tels que, pour tout

nombre qw considéré, 1'idéal principal (qw) se décompose comme suit @
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f

£ f
1 2 u .
(quw) = T ox B ox BT x e x B C, et fj dépendants de quw .

En particulier, on a une infinité de ces nombres qw pour lesquels

f f

(qw) = € x fBll x ﬂ322

X eee X %&u ’ C étant 1'un des Q& .

D'autre part, h étant le nombre de classes de 1l'anneau 4 , ﬂh est principél

pour tout idéal ¥ de A ; soit done (ﬂj) = B? , ﬂj € A,

Pour ces nombres qw , on a ainsi

g, g

€1 w1 B By
(qu)) = C bd (TTl) X (Trz) X oes X (ﬂu) X fBl X :BZ X eeso X %u avec lghjsh-l

hj et gj dépendants du nombre qw . Donc on a une infinité de ces qw pour les-—
quels les hj sont fixés, cl'est-a~dire pour lesquels

) g g h h h
() =B x Cx (m) L (1) 2w eee x (1), SR RN L

pour ces hj fixés.

*
Si 1l'ensemble des g, aun point d'accumulation fini g, » on a pour une infini-

té de quw

3#
g g &.
P (my) Pk ek () Y

(qw) =T x Q:X (ﬂ'l)
En itérant ce raisonnement (et en permutant éventuellement les indices), on voit
qu'il existe k tel que, pour une infinité de qw

* *
(qw) = B x € x (ﬁl) X eee X (ﬂk) x (ﬂk+l

3

ol les gj sont fixés, et ol les gj n'ont pas de point d'accumulation fini. Soit
qQy Wy un de ces nombres, et soit

3 3* 3 *

g & g

1 k fiee 1 u

= EB LI ] oo .

(a wp) x Cx (m) % xeen x () T x (9, ) x x (m)

Pour une infinité de qw , on a alors

(a) = 8% ©x (m) 1 x ()2 s ee ()™

3¢
avec %ngj,l.e.
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hw)=(%)%ﬂ(ﬂpml.n thu, m.e%2, mn,>0 ,

d'ou

m
= 'ITlX XTTuXE
W= gg W Ty X e X T X E

ou €& est une unité de A .

Mais 5 e A et N(nj) € M , donc s est une unité de KS* ) oF w=uwy 9 ou

Qo ™y .
u . ’
= =T, X ees X T X est aussi une unité de X car et en sont.
© 7 M N € gt ! a 90
On a donc une infinité de nombres  associés dans KS* s car si w= Wy © et

1 1
w ) s
1 t —
w' = — = — est une unité de X .
o ® 0 S

Q. E. D.

Exemple 3.2. — Soient f£(X) € 2[X] un polynbme irréductible de degré n ,

n, n
M= {pil x p22 X ees X prr | n, €2, n >0, p; premiers} , soient s_ 1le
nombre de facteurs irréductibles dans la décomposition de f(X) deans R[X], et

s; celui des facteurs irréductibles dans la décomposition de f(X) dans Qp (X7
i

soit beQ . Alors, si s =18_+ 8, + 00 + s, £n-1, il est impossible qu'il y

1

1

ait une infinité de solutions X , Y € Z = & 1'équation

(5) Pe@) =b .

Si b é ZM"'1 , 1'équation n'a aucune solution. On suppose donc que b € ZM.'1 et

qu'il y a une infinité de solutions.

(1)

Soit « , i=1,2, «.c yn, les n racines de f(X) 3 on a donc

£f(X) = a ﬁ (X - a(i)) = 3_1 ﬂ (aX - aa(i)) ’
i=1 a i=1

ou ae€Z est le coefficient directeur de f(X) , et

s

(X - aalt) 1)

p—}

n X 1
) = oy
a i=1

(1)

Mais au = B 1

est un entier algébrique, et aX € ZM"'1 pour tout X € AM™ ’

(1)
et de m8me ap—l b=c € ZMMl . Donc, si 1'équation (5) a une infinité de solutions

X,Ye a1 , 1'équation suivante a aussi une infinité de solutions X , Y € ZM—l,
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(6) ﬁ (X + YB(i)) = ¢
i=1

On pose o = a(l) , et soient K = Qo] , A 1'anneau des entiers de K , et
S ={o, Py s Pys ooe s pr} . Alors on a une infinité de nombres
1-1 —
w=X+7Y8 e Al ~ = KS*

tels que

ﬁ w(i) =Nuw) =c .
i=1

Dt'apres la proposition 3.2, il existe wy = XO + Yo B e KS* tel que, pour une

3
infinité de w=X+ YR €K, , on a &}-e K, , avec

0 S
[0) W 1 3
—) = t — e Q—+ Q= .
N(wo) L © w0y < wg < Wy

.
Soit W, = Xl + Yl B un de ces nombres ; on a alors une infinité de nombres de K;*

w
sur Qu—t + Qnﬁ— , donc aussi sur Q.1 + Q.EL-. On peut choisir w, tel que X #0,
Wy Wy w, 1 1
et alors 1 et iﬁ- sont linéairement indépendants sur Q et QI{}J =K . Comme
1 1
s+ 1&n, on peut appliquer le théoréme 1.3 : on doit avoir une infinité de nom-

bres sur un ensemble algébrique de dimension O ; ceci est impossible et achdve la

démonstration.
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