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NOMBRES DE PISOT DANS UN CORPS DE SERIES FORMELLES

par Marthe GRANDET-HUGOT

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU

(Théorie des nombres)
8e année, 1966/67, n° 4 5 décembre 1966

Dans un article, paru en 1962 [2], P. BATEMAN et A. DUQUETTE introduisent des

" PV éléments" dans un corps de séries formelles ; ces éléments ont des propriétés

analogues à celles des nombres de Pisot classiques.

Dans cet exposée nous allons donner la définition de ces éléments, et indiquer

leurs principales propriétés.

1. Notations et rappels.
Nous noterons par S l’ensemble des nombres de Pisot, c’est-à-dire : l’ensemble

des entiers algébriques e sur le corps ~ des rationnels, ayant tous leurs con-

jugués, autres que e lui-même de valeur absolue inf érieure à 1 ~

On sait que toute extension algébrique finie réelle de ~ peut être engendrée

par un nombre e et de plus, on connaît la caractérisation suivante des nom-

bres e E S basée sur la répartition modulo 1 de la suite A8n où 03BB est réel:

Un nombre e appartient à S si et seulement s’il existe X réel, tel que si

l’on pose :

,. 

co 

2
la série ~ ~ converge.
201420142014201420142014 n

De même, ces nombres permettent d’obtenir une caractérisation des nombres algé-

briques à partir d’approximations rationnelles ~4 ~~ ~~ ~.

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’un nombre réel a soit algébrique

est qu’il ait des approximations rationnelles "régulièrement réparties") c’est-à-

dire qu’il existe une suite de couples d’entiers (un , vn) et un nombre réel

03C9 > 1 tel que



et si s est le degré de a : s ~ 1 + -2014 .
Nous verrons, dans la suite, que ces propriétés se généralisent d’une certaine

manière aux éléments introduits par BATEMAN et DUQUETTE.

Nous désignerons par k un corps quelconque, k[x] l’anneau des polynômes à une
indéterminée sur k , et k(x) son corps des quotients, c’est-à-dire le corps des

fractions rationnelles à une indéterminée sur k ; k(x) sera muni de sa "valua-

tion à l’infini", c’est-à-dire que si

e étant un nombre réel quelconque supérieur à 1 (que l’on peut prendre égal à la
base des logarithmes népériens). Quand nous n’utiliserons pas d’autre valuation de
k(x) , nous noterons simplement v(a) et fa) ,

La complétion de k(x) pour cette valuation est alors le corps des séries de

Laurent formelles de la forme :

que l’on désigne par |03B1| i = eh .

Un élément a E k{x-1} peut alors s’écrire :

alors 1  1 ; on obtient la décomposition suivante :

où E k[x] et Î  1 pour tout élément 03B1 e k{x-1} ; cette décomposi-
tion est unique et joue un rôle analogue à celui des parties entières et fraction-



naires dans le domaine réel. K désignera la clôture algébrique de k~x" ~ ~ et K
sa complétions

2. Définition et existence des PV éléments.

DEFINITION 1. - Nous désignerons par § l’ensemble ainsi défini : Un élément 03B1

de appartient à § s’il est entier algébrique sur k[x] et si tous ses

conjugués, autres que par rapport à k(x) sont de valeur absolue infé-

rieure ou égale à 1 (c’est-à-dire de valuation positive ou nulle).

DEFINITION 2. - Nous désignerons par § l’ensemble ainsi défini ( PV éléments

deBatemanetDuquette) : Un élément e de appartient à § s’il est en-
tier algébrique sur k[xJ et si tous ses conjugués~ autres que lui-même, par rap-

port à k(x) sont de valeur absolue inférieure à 1 de valuation

positive).

~ , 
* 

,

Ces définitions entraînent que les éléments de § ou de § sont séparables sur

k(x) .

THÉORÈME 2.1. - Soit k un corps quelconque. Alors contient des élé-

ments de § de tous degrés sur k(x) .

En effet, considérons le polynôme 1 , on voit alors facilement y en

considérant son polygone de Newton, que ce polynôme, qui est irréductible sur k(x) ,
a une racine 0 e vérifiant 1 , les autres racines dans K véri-

fiant  1 pour i=2 y ... , r .

Remarques sur les éléments Oe $ . - Soit

le polynôme minimal de 8 g en considérant son polygone de Newton, on voit immédia-

tement que

De plus, si 6. (i = 2 , ... , s) désigne les conjugués de 03B8 , on a

( ) Les nombres e E S vérifient une propriété analogue, en effet [5], il existe
un polynôme n(x) tel que ~I( A~ _ 0 et dont les coefficients sont, en valeur ab-

solue, inférieurs ou égaux à 8 , toutefois ce polynôme n’est pas nécessairement
irréductible.



et si l’on pose

Al’ aide d’un lemme analogue au lemme de Hinkowski dans le cas réel, on démontre

le théorème suivant.

THEOREME 2.2 [2]. - Soit k un corps quelconque. Toute extension algébrique fi-

nie et séparable de k(x) , contenue dans peut être engendrée par un élé-

ment 6 ~ § .

En effet, toute extension algébrique finie et séparable est simple, on peut donc

se borner aux extensions k(x)(~) y e est algébrique et séparable sur

k(x) , il existe alors une k[x]-base 03C91 , ... , pour la clôture entière de

k[x] dans k(x)(~) ~ c’est-à-dire que tout entier de peut s~écrire ([8]~
p..?5) :

La suite de la démonstration se fait à peu prés comme dans le cas réel.

Dans ce cas, k(x)(e) contient une infinité de PV-’éléments~ et peut être engen-
dré par l’un de ces éléments.

Cas particulier où k est un corps parfait. - On obtient alors le lemme suivant :

LEMME 2.1. - Si k est un corps parfait, alors tout élément de ui est

algébrique sur k(x) est aussi séparable sur k(x) .

Si k est de caractéristique zéro, le résultat est trivial puisque k(x) est

aussi de caractéristique zéro, donc est parfait.

Si k est de caractéristique p ~ 0 : Soit 03B1 un élément algébrique de 
et soit g(X) E un polynôme tel que o et dont le degré soit mini-
mum. Supposons que g(X) est inséparable, alors :

où A_ 1 , ... , n et A ~0 . On peut alors écrire :j n



puisque 0 , on a donc 1

mais puisque k est de caractéristique p :

où 03B2 E et est obtenu à partir de a en élevant chaque coefficient à la

puissance p . Alors châtie terme de la somme précédente ne contient que des puis-
sances de x dont l’exposant est congru à x mod p , il en résulte que tous les

termes doivent être nuls y c’est-à-dire :

k étant parfait, tout coefficient de Aj,i est une p-ième puissance, donc :

donc on peut écrire :

D’autre part, nous avons supposé À 1 0 , donc il existe 1 tel que A , fl 0 ,n n,i
donc B ~ o , Alors cy est zéro du polynôme:

n.1

dont les coefficients appartiennent à mais dont le degré est inférieur à ce-

lui de g(X) , or nous avions supposé que g(X) était de degré minimum, il en ré-

sulte que o~ est séparable sur k(x) .

D’où l’on déduit le théorème suivant.

THEOREME 2.3. - Si k est un corps parfaite toute extension algébrique finie de

k(x) , contenue dans être engendrée par un élément 

3. Caractérisation.

P. BATEM et A. DUQUETTE ont montré le théorème suivant.



Si k est un corps parfait, soit 0 tel que je) > 1 , s’il existe un
élément X de non nul , tel que

Alors 03B8 ~  et B~k(x)(e) .

En reprenant la démonstration, nous allons voir que le résultat est encore vala-

ble si le corps k n’est pas parfait :

THÉORÈME 3.1. - Soit k un corps quelconque. Un élément 03B8 ~ k{x-1} , tel que
je) 1 >1 , appartient à § si, et seulement si, il existe et X 

tel que

et de plus Bek(x)(e) .

On obtient ainsi une caractérisation de l’ensemble ë analogie à celle qui avait

été obtenue pour les nombres de Pisot classiques. Nous obtiendrons également une
~

caractérisation de l’ensemble ë

~ * *20141 t )
THEOREME 3.2. - Soit k un corps quelconque, soit cy ~ k~x ) ~ 1 ? pour

. 

que a e § y il faut et il suffit qu’il existe un élément X ~ 0 d~ k(x" ) tel

que, pour n assez grand :

Alors ~, E k( x~ (a~ .

La démonstration s’appuie sur les lemmes suivants.

LEMME 3.10 (Lemme de Fatou). - Soit une suite d’éléments de véri-- n -

fiant une relation de récurrence à coefficients constants :

Alors il existe une relation de récurrence du même type où a. et a 
r 
= 1

(élément unité de k ).

LEMME 3.2. - Soient k un corps quelconque, et ~ ~~ une suite d’éléments de

satisfaisant à une relation de récurrence



où o~ ~ ... , appartiennent à et sont des constantes. Soit {un}
une suite d’éléments de tels que :

Alors la suite {un} satisfait à une relation de récurrence à coefficients cons-

tants.

Pour n >, N + r , posons :

Pour n ~ N + 2r , nous poserons :

donc,puisqu9 est à valuation discrète, on a > pour n > r N +r, |e-1,
et pour n ~N + 2r , donc si l’on considère le déterminant de
Kronecker :

par combinaison linéaire des lignes et des colonnes, on obtient :



donc, pour n assez grand, ~o ~ ~ 1 , donc puisque A E 0 , et la

suite u n satisfait à une relation de récurrence d’après le théorème de Kronecker.

Démonstration des théorèmes 3.1 et 3.2. - Soit a E k {x-1} , tel que |~(03BB03B1n)| 1  1
à partir d’un certain rang. En posant = Àan , nous obtenons une suite vérifiant
les hypothèses du lemme 3.2, on a en effet la relation de récurrence :

Les un vérifient donc une relation de récurrence que l’on peut écrire :

d’après le lemme de Fatou.

La série un Xn représente donc une fraction rationnelle A(X) Q(X) et, dans K,
~ 

~~

clôture algébrique de k{x-1} , cette fonction admet comme pôle, 2014 y intérieur au
disque |X| Î  1 , les autres pôles étant dans le domaine défini par 1 , ce

qui montre que a 

Si, de plus, ..~ 0 quand n -~ ~ , alors les conjugués de c~ sont de va-

leur absolue inférieure à 1 ~ et a e § .

Dans les deux cas, on voit immédiatement que X E k(x)(a) .

Inversement, étant donné un élément 03B1 de § ou $ * ,il est facile de trouver
un élément B tel que les hypothèses du théorème 3.1 ou 3.2 soient vérifiées.

4. Approximation rationnelle des éléments algébriques.

THEOREME 4.1. - Pour qu’un élément a E k{x-1} soit algébrique et séparable sur

k(x) , il faut et il suffit qu’il admette des approximations rationnelles "réguliè-
rement réparties", c’est-à-dire qu’il existe une suite d’approximations rationnelles



u

~ (où u et v E k[x] ) ayant les propriétés suivantes :
v - n - n - -.... - .. -> - ..~_..~ ..
n 

, ,

alors o)~§ et of~k(x)((jo) *

1° Soit c~ un élément de qui soit algébrique et séparable sur k(x) ,
et soit (jo~ 

Alors, c~ = 2014 où X sont entiers algébriques sur k(x) , on a donc
P’

s étant le degré de of .

Alors

K et K1 étant des constantes. On peut donc dire, comme dans le cas réel, que les

un et les vn forment "presque" une progression géométrique.

2° Réciproquement, soit a un élément de k(x" *} ~ admettant des approximations
"régulièrement réparties", c’est-à-dire : Etant donné e arbitrairement petit, il

existe un entier N tel que



, . ,~ . .

On en déduit que c~ == lim -~ü --~ ~ et puisque
D.

uz~ ... -~ 1
la suite (n p) est une su.ite de Cauchy, donc admet une limite 03BB ~ k{x-1} .

n
w

D’autre part, si m > n > N , on a â

d’où, en faisant tendre m vers l’infini :

où -~ o quand n ~~ ~ ~ il en résulte que w E ~ et ?~ E k(x)(w) .

En appliquant le même raisonnement à la suite (v ~ ~ on obtient :n

où ~ et a ̂  ~ E k(x) (w) est donc algébrique et séparable sur k(x) .w ( )( ) , 
~ 

( )( ~ g ~. p .

5. Généralisation aux adèles de k(x) .

On peut généraliser certaines de ces propriétés à des ensembles d’adèles algébri-
ques sur le corps k(x) . Ces généralisations se font d’une manière analogue à
celles qui ont été faîtes dans le cas des adèles de Q par F. BERTRANDIAS ~3~.

A tout polynôme premier p ~ k[x] , on peut associer une valeur-absolue du corps
k(x) , les valeurs absolues obtenues satisfont à la formule du produit, et nous no-

terons par kfx) le complété de k(x) pour la valuation associée au polynôme p

(avec = k x .. 1 3 ).



Nous noterons V(k) l’anneau des adèles de k(x) , c’est-à-dire l’ensemble des

éléments :

le produit étant étendu à tous les polynômes premiers de k[x] , tels que (~L~ 1 ,
sauf pour, au plus, un nombre fini de p ; ep désignera l’élément unité de v(k) .

Il existe une décomposition d’Artin [l] dans V(k) :

Un élément 03BE ~ V(k) peut se mettre d’une manière unique sous la forme :

Si 1 désigne un sous-ensemble fini de polynômes premiers de k~x~ ~ nous note-

rons par VI(k) le sous-ensemble de ainsi défini :

dans la décomposition précédente, on a alors :

c’est-à-dire l’anneau des fractions rationnelles n’admettant au dénominateur que

des facteurs premiers appartenant à I .

Nous allons maintenant introduire les ensembles fi et §" pi 
t 

ainsi définis :

Un élément cy E V (k) appartient si ’p > 1 pour tout p e I , et si

of est racine d’un polynôme e [X] dont les Zéros sont tels que :

’
a appartient à ~p si, en plus des propriétés précédentes, on a ~

p’ étant un polynôme premier de 
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On peut alors démontrer les théorèmes suivants.

THEOREME 5.1. - Pour qu’un élément of de V(k) appartienne il faut et

il suffit qu’ il existe un élément inversible X de tel que, à partir d’un
certain rang,

~ * 
/ B T)~THEOREME 5.2. - Pour qu’un élément 6 de V(k) appartienne à ~ , il faut et

il suffit qu’il existe un élément inversible B de V-(k) tel que:
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