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Séminaire DELANGE=-PISOT=-POITOU 21-01
(Théorie des Nombres)
7e année, 1965/66, n® 21 ' 23 mai 1966

BASES D'ENTIERS
DES EXTENSIONS GALOISIENNES NON ABELIENNES DE DEGRE 6
DES RATIONNELS

par Jacques MARTINET

1. Problémes abordéds dans cet exposé.

Nous considérons un anneau de Dedekind Ak s de corps des fractions k . Si N
désigne une extension de k , nous noterons Ay 1la cléture entiére de A dans N.
Nous ne considérons pour simplifier que le cas ou N est une extension cyclique de
k , de degré premier p , et nous supposons que k n'est pas de caractéristique
P . Pour un corps L quelconque, L' désigne l'extension de L obtenue en adjoi-
gnant & L 1les racines p-iémes de 1l'unité. A partir du § 2, nous nous limitons 3

p =3 . Nous nous proposons d'examiner les problimes suivants :

PROBLEME 1. - Donner une description des extensions cycliques de degré p de k

(cette description sera faite & 1l'aide d'idéaux).

PROBLEME 2., — Etudier les discriminants de ces extensions (plus précisément,
trouver le nombre d'extensions de k cycliques de degré p ayant un discriminant

donné).

PROBLEME 3. - Etudier le Ak—module AN 3 dire s'il est libre ; dans ce cas, dé-
terminer une base d'entiers. (Si AN n'était pas Ak—libre, on pourrait chercher

une décomposition de AN sous la forme d'une somme (directe) de sous-modules :

Ay = hl A+ oo+ kp—l A+ Xp q xi € Ay

A étant un idéal fractionnaire de Ak .)

PROBLEME 4. = Soit G 1le groupe de Galois de N/k 3 étudier le Ak[G]—module
Ay « En particulier, donner des conditions assurant que A, est Ak[G]-libre :
c'est le probléme des bases normales ; si le probléme 2 est résolu, on peut alors
se prononcer sur l'existence de bases d'entiers (cf. ARTIN, [1]), et savoir si AN
est Ak[G]-projectif (ce qui donne une condition nécessaire pour l'existence de ba-

ses normales).
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2. Méthode du radical.

Nous utilisons une méthode conrmue sous le nom de "méthode du radical! ou "généra-
tion de Kummer" ¢ il est bien connu que, sous nos hypothéses, on obtient N!' en
adjoignant & k' une racine p-iéme d'un nombre de ce corps. Pratiquement, on pro-
cede de la fagon suivante ¢ soient G ={1 , g, eee , gp-l} les p k'~automor-
phismes de N' , 0, un nombre primitif de N/k , de trace S, 6; =0 8, , et
J une racine p-iéme primitive de 1lfunité ; on introduit la "résolvante de

Lagrange"
— X
6 s = 2 J o, -
0,1 x mod p x

@ = (o, j)p est un nombre de k! , et N! = k*(5/Z) . Nous remarquons que
3

6 ) s

S + % 8o

L
07 p »d
ainsi, la connaissance des résolvantes et de la trace d'un nombre détermine ce nom-

bre.

On peut étendre 1'application de la méthode & des cas plus généraux d'extensions:
considérons un sous-corps ky de k, tel que k et N solent galoisiens sur ko
(par exemple, [k:ko] = 2 , le groupe de Galois de N/kO étant le produit semi-
direct de groupes cycliques d'ordre p et 2 ). Il y a, dans N, p corps conju-
gués Ky, -o» ; K, , de degré p sur ky (ob K, = = Ko ) 5 soit 0, un élé-

p=L
ment primitif de Ko/kO s 8 = o 6g » On peut encore former les résolvantes

6, .= 2 iFe .
0, x mod p 7tk
Soit

- p '

sJ
ko(a) est un sous-corps de k', noté % . On peut se poser les problimes 1, 2, 3
pour Ko/kO ; 1*étude se fait alors dans k .

3. Idéanx essentiels.

Je suppose maintenant p = 3 ; J.J. PAYAN et moi-méme avons étudiéd en détail ce
cas, lorsque ko est le corps Q des rationnels. L'extension des résultats obte~

ms au cas de p quelconque, le groupe de Galois de N/Q étant le groupe dyhédri-
| que, ne semble présenter que des difficultés techniques non insurmontables.
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La situation est décrite par le schéme suivant, dans lequel les traits doubles

désignent des extensions galoisiennes. Nous posons

A,ko—_:AknkO, AE=Ak,n1“< .

N ___2...._. Wi
2 , _ Remarque. - [k'tk] =2 si j k',
3 3 [k*:sk] =1 si j e k' .Pour simplifier
Ki‘ 1t'écriture, nous supposerons désormais
k“"‘“&""—-——-—— ki [kt:k] = 2 .
3\ 4 / :
//2 Nous formons les résolvantes relatives a

T

Xy (resp. N ). Soit 6o un élément pri-

mitif de KO (resp, N ), et soit
(eo J . k (a) E (resp. k(@)=k!).
Nous pouvons écrire (de maniére unique) 1'idéal pmnc:v.pal () sous la forme

(@) = 5;12158,

oi % et B sont des idéaux de A (resp. de L ), sans facteurs carrés, pre-
miers entre eux, et ot N est un idéal fractionnaire de A, (resp. de Ak' .
Etant donné un nombre « de k (reSpn de k'), si N'=k' (Bﬂ Nt doit &tre
abélienne sur k ; cette condition est toujours réalisée si k' = k ; au contraire,
si [k':k] =2, en désignant par un accent la conjugaison dans k (resp. k' ),
on doit avoir ozz/oz’ € INtB (resp. k'3 )+ On montre alors facilement que 3B = Ut ,
Les idéaux T, % , %' sont dits "idéaux essentiels" (cf. A. CHATELET, [2]). La
donnée du corps N détermine « & la conjugaison prés et au produit prés par le
cube d'un nombre de k (resp. k* ), elle détermine donc le couple (%, L) , et,
le choix de U ayant été fait, la classe de M . Réciproquement, donnons-nous N
et % . Nous devons supposer &'13 72 g principal. Cela n'est pas suffisant en gé-
néral. En effet, az/ar' doit &tre le cube d'un idéal principal ;

b
2/ 4y _ o 3
(@/a') = [Wr‘l\mn’] ’
N( ) désignant la norme de E/k (resp. k'/k ). On voit donc que, si L (respe
k ) est un corps principal, (« /ar') est toujours le cube d'un idéal principal. On

’ 3 2 ré - 2 » 3
peut alors écrire o /a' = ek3 s € étant une unité ; cela s'écrit encore

o704

L

= (3
> ()\)

Done, si toute unité de ko (resp. k ) est un cube, ce qui est toujours réalisé
si kj, (resps k ) est le corps Q des rationnels, on pourrait associer au couple
(M , 4) un corps, pourvu que le o obtenu ne soit pas un cube.



2l=04
Suppo sons maintenant kO =Q, et Ako = 2 , et considérons la décomposition

(@) = P , avec «a € 2 . Alors, étant donné un idéal %, on peut facilement,
en fonetion du nombre de classes et du nombre d'unités fondementsles de & , déter-
miner le nombre d'extensions assocides & un nombre « vérifiant (v) = R
Le discriminant de KO/Q est, & une puissance de 3 preés, de/Q(wz , d dési-
gnant le discriminant de k/Q . On trouve la puissance de 3 en question en étu-
diant des congruences dans %k . On peut alors trouver le nombre de corps cubiques
de discriminant donné, et le probléme 2 est résolu pour Xy (pour les détails,
voir [3], chapitres I et II).

4. Entiers de KO .

Soit 00 un entier de KO . eO,j est aussi entier ;

~

(eoj)3=>\3a )\Gk,
b

et (KB ) = (m)3 7° g est entier, d'ol A € o,

Réciproquement, si A e nt s 11 n'existe pas toujours de nombre S tel que
6 € Ky » de trace S, et vérifiant (eo 3.)3 =27 o , soit entier. Néanmoins, on
>

peut prouver le résultat

I1 existe un o € k et un }\ef:,telsque 1 4 A soit une base du Zemodule

L s et tels que les nombres 9g ot ¢y 5 vérifiant (cpo j)3 —a¢ ou P o et
b
(d;o j)B = }»3 a ou 33 h3 o , construits avec une trace convenable, formemt avec 1
>

une base du Zemodule A.K . La détermination effective des nombres o« et )\
. o 0
ayant les propriétés annoncées est faite dans [3], chapitre II, ce qui résoud le

probléme 3 pour KO/ Q .

5. Entiers de N .

On pourrait étudier les entiers de N en prenant la décomposition (y) :Tlf th 211 ,
Ry et ?Il étant des iddaux de k' . Il est toutefois plus commode de conserver
les notations du § 4 ; il faut alors tenir compte de ce que 1*idéal ¥ de k peut

avoir dans k' des facteurs carrés. Cela ne se produit en fait que pour

lorsque M et 3 ne sont pas premiers entre eux. Ecrivons 3Ak = 232 si B]d s et
!B=‘.Blfl3{ 81 d=z =3 md9 .

On peut déterminer le discriminant de N/ K, par une étude locale, et en déduire
les discriminants de N/Q , puis de N/k . Le critdre d'Artin ([1]) montre alors
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que AN est un Ak—module libre. Pour la recherche de bases de AN/Ak , on peut
alors procéder de la fagon sulvante : & partir de la base 1, A du Z-module

ﬂ-l , on construit un nombre A, de k' , ayant les propriétés suivantes :

1
o Mo = b A
M
si 3ld,et (3, %) = (1) by = A+ 5 B
si 3|d, et 3|Ewr R, $i2 A =3h 4N A

On peut alors obtenir une base de AN/Ak du type 1, 9 0 Vg 2 ou gy € KO sy ©

et | étant déterminés par leur trace, et par (@O j)3 = q Ou 33 o 4 et
H

(\yo,j)3 = k? « ou 3° k? o (pour les détails, voir [4]).

6. Le [G Jmodule .
Le A lGrmodule Ay

Soit I une extension abélienne des rationnels, de degré n , de groupe de
Galois G , de discriminant D . On sait que AL est Z[Glibre si, et seulement
si, D et n sont premiers entre eux (voir par exemple le rapport de Hilbert).
Ceci peut s'interpréter de la fagon suivante : " (AIJ Z[G])=1libre" équivaut 2
" (AL Z[G])~projectif". Ce résultat est treés particulier au corps des ratiomnels,
et s'obtient & partir du théoréme de Kronecker-Weber (ou, directement, par des som-
mes de Gauss). Pour des extensions cycliques de degré premier, 1l'expérience prouve
qu'il est commode de considérer des bases (que nous appellerons quasi~normales),
formdes de 1 et de p ~ 1 entiers conjuguéds. En effet, quand le corps de base
est le corps des rationnels, on a toujours des bases de ce type (cf. [5]). De plus,
1'existence d'une base normale est subordonnée & 1l'existence d'une base quasi-
normale. Dans le cas qui nous occupe ( ¥ est une extension galoisienne non abé-
lienne des rationnels, de degré 6 , et k son sous—corps quadratique), on a le

théortme suivant.

THEOREME. - A, ne peut admettre de base quasi-normale sur Ak que si les con=-

ditions suivantes sont satisfaites :

(i) Les idéaux « et BAk sont premiers entre eux ;

(11) L'idéal MA , est principal.

De plus, si 31d s (i) est toujours vérifide, et (ii) est suffisante.

Cela prouve que, contrairement & ce qui se passe pour le corps des rationnels,

les extensions cycliques de degré premier d'un corps quadratique n'ont pas toujours
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de bases quasi-normales, méme si elles sont supposées galoisiennes sur Q , et si

. f . . 3 . .
Ak est un anneau principal. Si 3|d , les conditions (i) et (11) ne sont plus suf-
fisantes pour garantir 1l'existence de bases quasi~nornmales : il fant y ajouter des

conditions portant sur les unités de k! .

L'existence de bases quasi-normales ne garantit nullement 1l'existence de bases
normales : celles—ci ne peuvent exister que si UN/k est modérément ramifide (ce

qui équivaut 2 AN est Ak[G]—projectif). Mais la condition (ii), jointe & @

(iii) N/k est modérément ramifide (condition qui entraine (i)),

n'est pas encore suffisante ; il faut adjoindre & (ii) et (iii) des conditions por-

tant sur les unitds de k' (pour les détails, voir [3], chapitre II1I).

7. Remarques sur le Z-module AN .

On peut se poser, pour les extensions galoisiennes non abéliennes de degré 6
des rationnels, les problémes 1, 2, 3 et 4. Le probléme 1 est résolu des qu'il
1'est pour les extensions cubiques des rationnels. ilous avons indiqué, au & 5, le

calcul des discriminants, ce qui résoud le probléme 2.

En ce qui concerne le probléme 3, il est immédiat que la connaissance de bases
d'entiers de N/k et de k/Q résoud ce probléme pour N/Q . Reste le probleme 4.
On ne peut pas déduire sa solution des résultats des paragraphes précédents. Une
condition nécessaire d'existence de bases normales est que N/Q soit modérément
ramifide. Nous ne savons pas si c'est suffisant. Toutefois, en tenant compte de
1'examen de cas particuliers, il semble raisonnable de conjecturer que AN admet

toujours des bases normales sur 2 .
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