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Séminaire DELANGE~PISOT-POITOU 20-01
(Théorie des Nombres)
7e année, 1965/66, n° 20 16 mai 1966

DETERMINANTS DE HANKEL ET QUOTIENTS DE SERTES FORMELLES

par Frangois DRESS

1. Définitions.
A désignera un anneau commtatif, possédant un élément unité, intégre (sauf dans

la proposition 1), et X son corps des fractions. Les éléments de A seront appe-

1és entiers.

Outre les anneaux classiques de polynfmes et de séries formelles, nous aurons a

congidérer l'anneau 2 des quotients de séries formelles & coefficients entiers s

2 = {F(X) =

O v, vedln], VO £0} ,

qui est un sous-anneau de X[[X]] .

[ee]
Déterminants de Hankel et Hadsmard. = Etant donnée F(X) = 2 a, X% une série
0

formelle de A[[X]] ou de K[[X]] , nous considérerons ses déterminants de Hankel

8]n eee am+p
Hn(lp)(F):

am+p XX am+ 2p

alnsi que d'antres déterminants plus généraux, mentionnés pour la premiére fois par
J« HADAMLRD dans sa these [5] :

o8 e LN eece o0 [N ]

D(p)(F)z ay cee B eoe

m

[N [ N ) L N ) 200 L N ]

ap ese am+p ss e am+2p
et
a eeoe a
my Cmy m
D(p) - a, +1 +1 esoe am 1
ooy ey, () = | 0 b’
am0+p afm1+p cee &y +p
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En étendant ces définitions aux séries du corps K((X)) des séries formelles géné-
ralisées, il apparatt que
(@) (py _ (D) .
o) (p) = ®0) (5)

ces déterminants peuvent donc 8tre considérés comme des déterminants de Hankel, et

nous réserverons l'appellation de déterminants de Hadamard aux Dm(g)m m () .
’ 1’ .0.’ p

2. Déterminants des produits et quotients de séries.

Nous abandonnons provisoirement Lllhypothése de 1l'intégrité de l'anneau A .

Considérons deux séries de A[[X]] et leur produit :
v =2v, X, F@=2a X', W=U®=2u X .
0 0 0

Nous pouvons supposer, sans restreindre la généralité, que vy # O  Nous suppose-
rons, en outre, que les indices m. sont ordonnés en croissant, de sorte que
m_+ p est le plus grand indice figurant dans le déterminant de Hadamard que nous

b
allons étudier.

Nous nous proposons de calculer le produit s

mp+p+l 5 (p) )

v
0 mo’ml,o-o,mp 4

que nous écrirons sous la forme ¢

VO 0 voe O 0 1 ees O 0 soe ao
vl VO ese O 8] eese ces “oe coe ese XX
e coe LN N ) LR N J LN ) O [ N ] l amo—l LN ] a}n“l
cee sae oss ess seelx|0 eee O 8, eve
m n,

V. V. eae V 0 ces coe Yy se saoe 'y
I +p=l M +pemR 0

P p'? . .
V. "2 cee V v ceon ese &

m + +p-1 1 0]

D P mp P amo+p mp+p

Maintenant, si nous effectuons (lignes par colonnes) ce produit de déterminants, et
si nous tenons compte des relations qui expriment que V(X) F(X) = U(X) , soient :

(VO aO = ‘u.o
i’vl 30 + VO al = ul

oo

\yﬁ%+p aC + Vﬁ%+p_l al + see + VO amp+p = um P
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il vient ¢
VO 0 ess 0 0 XY uo
V. VO oo cse soe sae ul
. ase ese cee coeo uo eese es e
o +p+
P P D(p) (F) - sce eeo Xy VO oo ess ses
o) M oyeeeyll
m'o, 1°? b o) ceo ess coe ese U.mo see um.
v V. ee VT u eee U
m + m +p~l 1 + T+
*P D Pl mgp ,+P

déterminant dont m, colommes sont formées de coefficients de V(X) y avec une
structure "régulisrement décalée", et les p + ! autres colonnes de ocoefficisnts de
U(X) , avec une structure analogue & celle du déterminant de Hadamard

MosTy s eeey D

Si nous désignons par

)
Nrgg,ml,...,mp(U s V) ’

le "grand'déterminant obtemu cl-dessus, nous pouvons énoncer s
PROPOSITION 1. - Soient A un annean commutatif (non nécessairement intégre),

U(x) , V(%) , F(X) » brois séries de A[[X]] telles que VF=U y Vo= V(0) £ 0 .
On a alors

m +p+1 )
7P Dlgg,_",mp(m - Nn(]lo)z.“,mp(U L

Comme par la suite, nous nous placerons exclusivement dans le cas ou & egt ine

tégre, nous donnons une seconde version sous laquelle nous ferons usage de cette
propogition ¢

PROPOSITION 1 bise - Soient U(X) et V(X) deux séries de X[[x]] > Vo=V(0)#£0.
Alors @

) U(x "'(m +p+l)
Dlgg,...,mp(v&)f) =0 P Nrfxgz...,mp(U > V) .

3 . é_'gplications .

Nous rappellerons bridvement, dans ce paragraphe, un certain nombre de résultats
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conus que l'on peut retrouver trés rapidement.

Caractérisation des fractions rationnelles. — Si U(X) et V(X) sont des poly-

nfmes de degrés respectifs A et u , alors les déterminants de Hankel H p) de
la fraction rationnelle F(X) sont nuls dés que m + P2A+1 et pzy (en ef-
fet, la derniére ligne du déterminant Nmp est alors formée de zéros). Cependant,

notre identité ne permet pas d'obtenir de démonstration de la réciproque.

Déterminants relatifs & liirverse d’une sériee - Si G(X) = 'ﬂl'ff , les déterm e
nants de Hankel de F et de G sont 1iés par la relation (J. HADAMARD [5],
E. BOREL [1]) :

(p) . V0. 142p+1 (m+p-L)
B Q) =+ (== P By 77 (F)

(en effet, les déterminants N sont les mémes & un certain nombre prés de permuta-

tions entre les colionness des u; et des v'j )e

‘uotients de séries & coefficients entiers. - Si U(X) et V(X) appartiennent 2

A[[X]] , les coefficients du quotient F(X) sont de la forme 8 = 9—1?-;%:-_‘-?2 , et on
Yo
a
(p) _entier
(F) = m+zp+1
O

(dens le cas 4 = Z , voir F. DRESS [3] et, pour les applications, C. PISOT [6]).
Ce genre de propriété sera d'ailleurs développé au paragraphe suivant avec l'intro-
Cuction des familles éq .

Fonctions & caractéristique bornde. - Si F(z) s Série entiere de la variable

complexe, est & caractéristique bornée & 1'intérieur du cerole-unitd (i. e. F(2)

est quotient de deux fonctions bornées dans |z] <1 ) ou, plus généralement, si

<

F(z) est quot:.ent de deux séries entiéres U(z) et V(z) telles que 2. ]u lz <

CO

et lv I » , alors on a (D. CANTOR [2])

0
lim ]Kp(F)]l/p =0 ,
p—)CO

ou les Kp = H(gp) sont les déterminants de Kronecker de P .

Pour démontrer ce résultat, il suffit d'éerire que

~(2p+1) - (
K = Hép) _ VO(2p 1) NOp)

b
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ou

‘to eee O 0 ese uo

e LN vo O LN LN N )

(p) _ oeo sec e v U.O cae ose

NO - e 0o seo see XX: ses seoe
ke "0 kel Y 0 Yap

v s 0 b ee
2p Vp+1 u u2p

p
puis dlappliquer la majoration de Hadamard & N(()p ) suivant ses lignes. Cette majo-
ration sleffectue aisément en remarquant que, d'une part,les premiéres sommes
2 [unlz + 2 lvnl2 sont borndes, et que,d'sutre part, les dernidres sommes
k+p k+p
2 lunlz + 2
k k+1
tend vers 1'infini.

vn[2 sont majorées par e(k) , qui tend vers zéro lorsque k

Remarque 1. - On a bien, évidemment, le méme résultat pour n'importe quel déter-
minant de Hankel 3

11 1P (8)] P < 0
P

Remarque 2. - Il est possible d'aboutir & la méme conclusion
Lim| Kp[l/ P_o

lorsque 2 lunl2 et 2 ]vn|2 ne convergent pas, 3 la condition que ces séries dé-

croissent assez rapidement mais surtout assez régulierement, par exemple quand 1

n
et v, = O(——-—-—jv'--;) . La démonstration, que nous ne donnerong pas ici, repose sur
Nn log n

une oompensation de la croissance des premiers termes
k+ k+p
223 ul?s 3 v |?
k k+l
par une décroissance suffisante des derniers.

4. Ftude des familles @q .

Nous classerons les éléments de l'anneau 2 des quotients de séries formelles de

A[[x]] de la maniére suivante :
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Définition. = F(X) appartient & la famille 3§ < 2 si, et seulement si, il
existe une expression F(X) = %%%% (o U, Vedl[x]]) telle que

Vg = V() = q (# 0) .

I1 est clair que :
- sl q et g, sontassociés, & =23 3

- 5 = A[X]] 5
- gi g' est un diviseur de q, 3§ , © éq (en particulier 3 c @q quel que
goit q ) .

Propriété fondamentale. - Si F(X) e éq , ses déterminants de Hankel sount de la

forme 3

(®)
L )

= entier
mH2p+l 7
g 2p

(ctest une conséquence triviale et déja remarquée de la proposition 1 bis).

I1 se pose alors le probléme de savoir & quelles conditions sur ses coefficients
et ses déterminants de Hankel une série F e K[[X]] appartient & une famille @q .
I1 paratt malaisé d'établir un oritéere général, mais nous donnerons néanmoins des
conditions nécessaires et suffisantes pour que F appartienne & @q s conditions
valables seulement dans une certaine "proportion" des éventualités possibles.

Supposons que nous ayons déterminé 2n éléments de 4,

Un 2 ree 5, U . 3 v
0 - 7 Tnemi? 0’

seo0

n-1
tels que

=1
u0+u1X+"'+un-1xn —-§ &
e
Vo'l'le'l" ooo+Vn_1 0

5 avec o = & pour O0gk<n=1

(nous I'supposons, & priori, que les coefficients a de F(X) sont de la forme
a, = -;-1-{?; y ot q=vy, N €A4).Nous allons établir une condition suffisante

pour affirmer qu'il existe deux éléments de A y uw, et v_, tels que

u0+u1X+...+u )Cn +U.XIl fc
-1 V(X)_ZBk 4
VO+VlX+-....+V”X-r1 +vXn un’ 0

avec Bkza.k pour O0<k<n o
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Bt si cette condition est vérifiée pour toutes les valeurs de n , nous aurons

alors montré que F appartient & @q .

La relation

n

2 B = U,

j=0 "

donne l'expression ¢
n-1
My .0 Uy =Y vy M+ g (vy v, = ug )
By = o1 2 B N+l ?
Mo Yo Mo

ou Mn (¢ L) ne dépend que des us et Vj jusqutd llordre n - 1 . Il apparalt

alors une condition suffisante pour que w, et v, existent ¢

Ltanneau A& est principal et (uo ’ VO) =1 (done Vo et Vo vérifient une

identité de Bezont) 3
Nmel

v divise M~ N_ pour tout n .
0 n n

llous supposons & partir de maintenant que la premire de ces conditions ( A prin-
cipal et wu,, v, premiers entre eux) est réalisée. IL nous reste alors a tradui-
re la seconde (vg-'l | M - N ) en condition sur les déterminants de Hexkel de F.

Pour cela, congsidérons les deux déterminants s

Sne2p " R | S pp
H (p) F = [N N ] (=5

2D (£) Bnp-1 g Fnel
an-.p ese an_l an
an—zp see Eln’-p— 1 an—p . .

nelp " Tnepel
= a + an ce see PPY
n-p-l *°* Zn-2 el o

% ep cee B, 0 nep=-1 n-2

et



li
)

(p) ( LN ] s00 LI L
B) =
) an‘--p--l et 2 Snel
#n-p et Fny Py

Se2p " Pnepei & pep

[N X ] e e o e 200
= + B e e ss e coe

an—-p-l eee B o 81

N~=p n~l1

Or nous avons ¢
(P) entier
2o =t
vy

en le posant comme hypothese ,

() () = eubier

n ~2D Lol

par construction de B .
0

I1 vient alors :

TI(p) (F) - Hr(ﬁzgp(B) - (an - Gn) H(P -1) (7)

N—2p N=2p
- n-l
N N, - A(o-1) _ Yo (VO U ~ % Vn) H(p---l)
- vn+1 N~2p Vn+1 N—2p
0 0
_ entier
- vn+1
0
De sorte que, si maintenant, aprés avoir posé 1l'hypothese que Hr(f-?ep (" = fﬂt——ﬁﬁ s
-
0
nous ajoutons ’{(p ~1) (F) = le—tl]fi il vient :
v
0
N - .
n =M (p 1) (b) entier
n+l - V1r1+1 ’
Yo 0
ou encore
(N - MII)_:-I’TT— = entier .
0

Ce qui nous permet d!énoncer s pour que vg"l divise Nn - Mn , 11 suffit qulil
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exigte au moins un déterminant

Hr(f-;}];) (F) :——%— tel que (‘\T p ) , VO) =1

Or, en raison de 1l'hypothése faite (uo ’ vo) =1, nous connaissons un tel dé~-

terminant pour chaque n , celui correspondant & p=n -1 3

0] eae 3 Nl
—n+2 = eee sse s e = c.o = vn—l .
a a 0

Nous pouvons alors énoncer la proposition suivante :

PROPOSITION 24 - L'anneau A étant supposé principsl, soit F(X) =2 a, X ap~
0 *

partenant & K[[X]] . Une condition nécessaire et suffisante pour que F appar-
u

tlenne & la famille @q s dans le cas particulier ou ag = ‘519 , avec (uo y @) =1,

est quo :
1° an=3r-l%i§£’
q
0 see 25 Q4
20 1_(2:;) tee see sas ese :enzi'fr .
8y  see eos e q
T

Ce déterminant H(n 1) (F) peut parattre lourd & manier et prathuemcnt imtili-

sable. En fait, il a une signification trés simple. Posons v = 2— o, X' . D'am
L O
pres la remarque falte au paragraphe 3, sur les déterminants de Hankel de 1l'inverse

de T , nous avons

1
(1‘1—1) (F) =+ (;g_)ml HI(]_O) (_%-_‘_) _ (_:TS)IH]. Cn .

n+2

Nous constatons alors que la condition

n-1 entier
i(0-1) () _ emtier
n+2 vn+J.
0
équivaut &
n+i .
U C, = entier |,
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et nous pouvons donc donner une seconde forme de la proposition 2

Hmwmw2M&-mMmlA&mgmmmgmnﬁng%fwmmw

~

0]
3 gl o 1 —_ Z A o vl Z aai + 29 ammt
! 0 = = ¢ £ o Une condition nécessaire et suffisante
nant & K[[X]] ; posons OO ~ %n ] S 8

pour que F appartienne & la famille @vo s dans le cas particulier ou &y = 78 ,

aveo  (uy Vo) =1, est que s

o _ entier
} &, = =57~ pour tout n,

Une question ouverte est de savoir si ce crltdre ne serait pas général, sans la
restriction (uo s vO) =1 , et peut-ftre pour des anneaux moihs particuliers que
les anneaux principaux.

b4

Nous domnerons enfin une autre condition d'appartenance & la Famille 6q s DPlus
particularisée mais plus manisble. i

PROPOSITION 3. - A étant principal, soit F(X) € K[[X]] . Une condition nécese
saire et suffisante pour que F appartienne 3 la famille @q s dans le cag parti-

N N
culier ol aO:_ciq’ a, =-3, avec (NO , Q) = (N1 y 1) =1, est que 2
q
10 _ entielsr ,
n n
q +
a, a
20 yll) - n=2 ol __ entier
N2 Bt a, qn+1
Démongtration. - La condition H(l) = entlfer peut encore s'écrire
N2 q151+1
N N
qn--l divise Nw2 el
i N
N1 n

d'ol 1l'on déduit immédiatement, par récurrence, que, si (NO , Q) = (Nl ,y Q) =1,

on a (Nn ’ qQ) =1 pour tout n > O . Mais alors, nous sommes assurés de l'exige
tence du déterminant Hépgé)(F) tel que (Nég;;) y Q) =1, qui est dans ce cas le

déterminant correspondant & p = 1 , soit an_z', qui vérifie bien (U _,, @) =1.
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Remarque 1. = (Ho , q) = (Hl , @ =1 équivaut & (uO Vs q) =1 dans 1llexw
pression

uo+u11{+...

(X) =
F(X) q+ vy X+ eae

Remarque 2e = Si un seul des Nn n'est pas premier avec g , lorsque
le sont, on est alors slr que F n'appartient pas & la famille @q .

B [
2 et 1\l

5. 8éries lacunaires dans @q .

PROPOSITION 4. - L'anneau A étant supposé factoriel, soit F(X) une série ap-
V.
\ . i . .
partenant a la famille @q , avec q = M p;” . On pose v = mix 7 Stil existe

aprés un coefficient &, de F une lacune assez grande, plus précisément si

entier
el = a2 = 00t Ty = 0 BTS2y = q

(v, )
Démonstration. - Nous considérerons les déterminants de Hankel H‘h -hi (7 qui
i

vérifient @

(hV) Ea.h--'hvi e ah
- A _ _entier
hh-‘hvi— sos eve ses —m
*n *e ah+hvi 4
ah”hvi "t hv, +1
= es e Xyl see =+ (ah) 1 .
a'h LN ] O

entier
Nous savons que &, = =7 5 posons alors
q

8 = ﬂw. avee (%, p;) =1, vi .
I p_;l
hv,+1
La puissance de p; qui intervient dans (ah) * est donc exactement
(hvy) _ entier

- (hvi + 1)wi ; celle qui intervient dans Hh-hvi = m

q
ou égale & -~ (h + hv, + 1)vi « Nous pouvons alors écrire

est, elle, supérieure

- (h + hv, + 1)vi < - (hvi + 1)Wi s
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h + hv + 1 h
('T___v e )v = (1 + mi - 1)Vi

< (1 + ;LQV. =v. +1 o
v, i

Donc lientier naturel Wy est ¢ Vi s et ceci quel que soit le facteur 1 consi-

déré, ce qui démontre notre proposition.

COROLLATRE. - Avec les mfmes notations, si nous avons

1 T 00 T ah-n+(n+l)(h-n)v =0,

alors
_ entler _ entier _ entier
W= 7q 0 Fpa T Z #pen = "'qn‘+°1" .

La démonstration s'effectue de proche en proche : la lacune supposée est assez
grande pour appliquer la proposition 4 a

nhxh qu(x) - .nhxh V(X)

PO - VoY)

g1l appartient & ¢ 5 s ruls a
a

fﬂ‘h nh-l Xh -1 _ q U(x) - qt, X2 V(X) - T . Xh"'l 7 (%)

P(x) - ]
¢ a* V(x)

gui appartient a s etc.

¢
q3

Cas des polynfmes de @q « = Un polynSme peut 8tre considéré comme une série la-

cunaire, meis il est possible d'obtenir un résultat bien meilleur.

Nous noterons, tout d'abord, que lorsque A& est principal, l'anneau de séries
formelles A[[X]] est factoriel (voir par exemple P. SAMUEL [7])« I1 s'ensuit que,
pour toute série F appartenant & 2, il existe une expression irréductible F=J

Vv
?
(U, v eal[x]]) , et que toute autre expression F = %—;— peut s'obtenir en posant:

Ut =UD et V! =7D (D e A[[x]]) .

PROPOSITION 5. = Si un polynSme F(X) appartient & la famille 3 s alors

gF(X) = P (X)

est un polynfme & coefficients entiers.
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I1 suffit de démontrer ce résultat pour F :-% , expression irréductible ol

V(0) = q ; en effet, pour toute famille 2q contenant F , ona g =hg, et
1
alors gF € A[X] entratne, a fortiori, q T = h(qF) e A[X] .

Tous les coefficients de F(X) sont de la forme &y =-EE§%%£ ; F(X) , étant un
q

polynSme, ne possede qulun nombre fini de coefficients non nuls, et il existe donc
une puissance qm de g telle que qm F(X) soit & coefficients entiers :

*
_e(®
F(X) = .
a
Comme l'expression F :-%- dans &y @ été supposée irréductible, il existe D(X)
appartenant & A[[X]] telle que

¢ = v(x) D(X) .

Nous aurons démontré notre proposition si nous établissons que q divise tous
les coefficients de V(X) , c'est-d~dire que q divise V(X) , car on aura alors
V(X) = qE(X) avec eq = E(0) =1 3 E(X) étant inversible on pourra écrire ¢

-1

%*

P  étant nécessairement un polynSme. Pour établir que gq divise V(X) , il suffit
v, v,

de montrer que si Tlpil =q (les Ps étant irréductibles), chaque facteur pj_:L

divise V(X) . Mais toute puissance de p; qui divise une série W(X) doit divi-

ser uy = U(0) 3 or V(0) =q, donc D(0) = qm-l , d'ol il s'ensuit que pg ne

peut diviser D(X) que si pg divise D(0) , soit si o< (m - 1)vi . D'ou nous

v,
concluons que pil divise V(X) , l'anneau A[[X]] étant factoriel.
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