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Séminaire DELANGE~PISOT--POITOU 1901
(Théorie des nombres)
7e amnée, 1965/66, n° 19 9 mai 1966

EQUATIONS DIFFERENTIELLES p-ADIGUES

par Claude DESCHAMPS

ool lminolreg. =~ Notre but est d'étendre, aux fonctions peadiques dlune varia-

ble p-adique, les propriéiés différentielles des fonctions réelles (resp. come
plexes) dlune variable réelle (resp. complexe).

Comme corps, nous utilisecrons :

s complété p-adique du corps Q des nombres rationnels, pour la valeur

absolue p=-adique normaiisée :

yel I

lp| =

K ¢ une extension compléte quelconque de gp munie de la valeur absolue pro-
longeant cells de gp » BEn particulier, K pourra &tre le complété de la cl8ture

A

lgébrique de Q¢ Q .
gtoriae o 0,1 0,
Nous noterons v(x) = - logplx] , la valuation d'un élément x de K (v(0)=+=).

tant donnée une fonction p-adique d'une varisble p-adique définie sur un ou-
vert U , la notion de dérivée se définit comme pour une fonction de variable
réelle, et les propriétés f-rmelles des dérivées : dérivée d'une somme, d'un pro-
duit, d'une fonction de fonction, sont valables sans modification. Nous cherche-
rons & résoudre une équation différentielle y' = F(x, y) , et nous distinguerons

deux cas suivant la naturc du corps p=adique.

1. Les fonctions p-adiques sont définies sur un sous-ensemble de 91:) s, €t sont a
valeurs dans ¢ :p o

Nous nous proposons de démontrer le théoréme d'existence [1].

8i PF(x, y) est une fonction de deux variables p-adiques contimue pour

| - Xl €2, |y~ yol < b, il existe une fonction p-adique f , contime, dé-

rive*le pour |x - xol < a, telle que y, = f(x;) , et telle que 1'on ait identi-
quement pour ces valeurs de x ,
£'(x) = Flx, £f(x)] .

Par translation sur les variables x et y , nous pouvons supposer que

onyO::O .
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Par homothétie sur la variable x , nous pouvons supposer que a =1 .

B, (0, b) désignant la boule de Q‘p de centre C , de rayon b, F est une

%

application continue du produit Zp x Bo (0, b) dans Q‘p .

%

Tout entier p-adique est caractérisé par son développement de Hensel @

n
X = '3} ez e a, + see
ao+u1p+ + np

avec &, entier, O a, $p - 1 , et nous poserons :

n
Xn_ao+alp+...+anp °
En particulier :
1
IX"xnl ST

Construction de la fonction f . - Nous allons définir une suite d'applicapions

contimes f_, de Zp dans B, (0, b) .

Les boules |x| g1 et |y| < b étant compactes, F étant contimie sur le
produit de ces boules, il existe M tel que, pour tout |x| g1, |y|] b, on
ait s

Soit k un entier, tel que ——1-:%—1-5 b . Nous poserons :
p
fk(x) = (X - Xk) F]:Xk ’ O] s
pour n >k,
fn(x) =f (xn) + (x = xn) F[xn s £y (xn)] .

Montrons que f_ applique Zp dans B. (0, b) (ce qui justifiera cette défi-

%

nition par récurrence),

M
XeZp Ifk(x)ls <P -
P
Par récurrence, il est évident que :
’fn-l(x)‘ $b = li‘n(x)l <Db pour tout x e Zp .

Soit alors n > k , quelconque :
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£ (x_ ) = £ (xn) + (Xn+1 - xn) F[xn » £ (xn)] ,

n n+l
d'ou
(1) T = £, = (e = IIPGe 0 £0c 1)) -Flx , £ ()]
En partioculier :
2,0 - £ ()] < ,

et quel que soit m>n

|£,60) - £ ()] S'ﬁz .

La suite f n est une suite de Sauchy qui converge normalement.

Soit f sa limite ¢ f est une application de Zp dans B, (0, b) , et de

%

plus, pour tout n >k , et pour tout xc¢ Zp s

M

n+2
P

|£(x) - £ (x)] <

Montrons maintenant que f satisfait aux conditions imposées :
£(0) = 0 est évident.
f est continue comme limite uniforme d'une suite d'applications contimies.
Il reste & démontrer que f est dérivable en x et que :
£f'(x) = Flx, £(x)] .

Pour cela, nous allons démontrer que :

lf(x') ind ,.-\

“r
Y

Fe>0, 31M>0 tel que |x' =x| <N = Flx, £f(0)]] € ¢

Etant donné ¢ , il existe § > 0 tel que :

ot
7

CAEEARE N

(=> [Fla, , B,) - Flay , 8))| se
\ \
k |8, =Bl s 0 |

(uniforme contimuité de F sur le compact Z, x B

N,

Pl
N

(0, b) ). I1 existe un entier

%

&

N (N3k) tel que:

——
\._-\

o o]
H® -
i~ "




Soit n > N
:‘/‘T-Xl 11.+1$6 :
ﬂf’ P o= |Mx, t@]-Fx , £ )] <e .
Uf(x) -8, ()| =<
5 ,

Prenons 1| =--§-4-_—1- « Soit x! tel que |x' -x| <7 .
p

|x ' -x| =

n0+1
b
(la valuation est discréte) avec n. > N . BEn particulier, x' =x_ @
0 ' n, n,
£ (x') = (x ) + (x' =x_ ) Flx £ (x_ )]
g "rg-1 oyt Ty ? mgmlTmgtt ?

fno(x') - fno(x) (x' - x) F[xno , fn l(xno)] .

Comme ny > N3

'fno(x ) - fno(x)

- Fx, £®]| g€ -

Pour un entier n quelconque, supérieur & n, , et pour un élément 2z , quelcon-
que, de Zp , d'aprés la relation (1) :

7

1
J lzml"an;mS@ j
y }:-_> |£,,,(2) = £.(2)] £ =5 n+2<elx'-x .
(‘f (Zn+1 "'fn--l(zn)l 5?{;‘{56)

En particulier :

(x') = £ .(x) £ (x') - fn(X)‘

- < € o

In+1
Xl_x x"_x IS

Par récurrence, on en déduit :
£,0e1) = £,(0)
vmano | T =X -F[X:f(x)]lss ’

ce qui démontre le résultat par passage & la limite.

Remarque. - Le théoréme des accroissements finis n'est plus vrai dans Q, B
particulier, il n'y a pas unicité de la solution, et on peut envisager des fonce
’ p ’



tions contimies, dérivables, & dérivée identiquement nulle, non constantes.

Soit par exemple l'spplication f de Zp dans Zp :
X =a n
= 0 + al P+ eee + an P + ese Y

f(X) :ao+a1 p2+ aoa+anp2n+ L ) .

siofxt -x =&, |f&) - £()] =
p
au voisinage de x . Bt pourtant elle es

» Elle est donc continue, non constante

5 “wf-

dérivable en x , et sa dérivée est milles

If(X’) - f(X)]

X! - X 1

= -1—5 -0 lorsque x!' - x .
p

2. Les fonctions p=-adigues sont définies sur un sous-ensemble de K , et sont &
valeurs dans X . '

Nous nous proposons de démontrer le théoréme suivant.

THEOREME. - Si F(x , y) est analytique au point (% » 7o) » L'Squation diffé-
rentielle y' = F(x , y) admet une solution unique f 3

- gnalytique au point Xy

-~ telle que Yo = f(xo) .

Par translation sur les variables, nous pouvons supposer que Xy =Yg = 0.
Il existe donc r et R tels que :
xl <
F(x ) =a. +a .x+ + + = 32 J
s I =8y 10 8oy T+ eee + B T + ocee pourllyi <R

S*'il existe une solution analytique de 1'équation différentielle y! = F(x, y),

telle que Yo = f(xo) , cette solution est la somme d'une série

n
y=zOZnX ’
31

et les coefficients @y sont déterminés par les relatisns de récurrence (obtemes
en substituent y dans y' =F(x, y) ) :

% = 8o >

25 80% % 9

~~
)
+
-
g
Q
g
—
H
M
o
=
Q
H
*
R
-
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avec 1, , i2 s see ik des entiers tels que i, + +es + 1, =n~1 . Ces rela-

1
tions déterminent une série formelle unique, & coefficients dans K , solution de

Y'=F(X:Y) .

Montrons que son ragyon de convergence n'est pas mul.

PROPRIETE, - 3i By sy By 5 eecy By sont des entiers tels que 8+ By F eret 8 1,
alors :

|nt

< [a11 a2! see akl} .

I1 suffit de le démontrer pour 8 + 8y + ees t @ =N .

Remsrquons que ¢

(n+k)=(n+k) soe (k+l)
n na

est un entier ; done, quel que soit l'entier k positif ou nul :

|(x + 1) sae (k + n)| < |0t ,

nb =125 ceemy o) oo (g ra) e o eyt e v ) e n
8t < lagt s lagt
|nt < [ali a2£ cee ak! o

Majorons ]anl ; soient x et y tels que

; 1
."; IXI =-.&-<r 2
1Y

: 1
\ p
Nous pouvons supposer « et B positifs ou muls. La série double converge, et il

existe C (que l'on peut supposer supérieur ou égal & 1 ) tel que :
ny _m
ol €SP P

Soit vy = suplx , £) »

la-nm! S 9 p(n+m)y

2 2
) supnl C DY c< oY
|°‘2‘ < P[ !2)' £ ]6 lz! .
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. Ci (i—l)'\/
Supposons que, pour 1 ign, ]ail s-—-—?{!—l——— ,
i (5,-b)y Gik P(ik-l)'y Gy
. cos : ] <
B oI ST

l(n + 1)an+1l < Sllp[C P

en utilisant le fait que il + 12 + eee + ik =ne-3i.

En particulier, pour tout n s

o (n-1)y
el € =

[ 3

Si Ro désigne le rayon de convergence de la série exponentielle, pour

1

< R, ————
| x| OCpY ’

la série y converge.

Remarque. = Si 1'on prend Flx, y) =y -1, 1'équation différenticlle y!' =y -1
admet & llorigine une solution analytique unique (nulle & l'origine). Nous pouvons
prendre o =g =y =0, alors C =1, et nous retrouvons exactement le rayon RO
de ltexponentielle.

Maintenant, nous allons placer un p8le au point X5 s et nous allons démontrer le

théoréme suivant @

THEORIME, - Si F(x, y) est analytique au point (xo , yo) et telle que
Flxg 5 79) =0, Filxy, yy) = o , 1'équation différantiells :

(x - xo)y' =F(x, y)

- admet une solution unique f , analytique au point X telle que Yo = f(xo)
_S_i_ (0 é Zp .
- admet soit une infinité de solutions, soit eucune (analytique au point =x; ,

telle que y, = f(xo) ) si o est entier naturel.

Siae Zp et n'est pas entier naturel, on ne peut rien dire.

Par translation sur les variables x et y , nous pouvons supposer que
X6 =Yg = o .

Nous écrivons 1l'équation différentielle sous la forme :
x| <»

2 n_m
xy! - ay = X + X 4+ 8,, XY + ese + 8 X F + oo pour .
%10 %20 11 m ly] <R
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S*'il existe une fonction analytique & 1l'origine, telle que f£(0) = 0, cette

fonction est la somme d'une série entidre dont les coefficients sont déterminés

par le systéme :

vy = Z aan P
n>l

o[l - o] =2,

2gl2 = a] = 830 * 811 ¥ * 8 Y

an[n-a] = 2 Bp Oy eee s s

3 - — -‘ l
:Ll+.. .+:|k_n 1 1 lk

avee 1, , eee , i, entiers inférieurs ou égauxd n -1 .
198 of Zp » quel que s0it n, n-o # 0, ce systéme détermine les coeffi-
cients « n de maniére unique.

s Az s n
Reste & démontrer que la série obteme 2 @, X & un rayon de convergence non
n>1
nul.

Soit d = inf |n -qf ,
n
aséZp = d>0 .,

Soit glors :

O<r1<r ’

O<11<R .

La série double converge, et il existe done M tel que

lanm"<-_L quels que soient m et n .

:r'llﬂ Rtf
Considérons 1'équation en y :
M M
1-20 -4 By
T

Ry

Cette équation du second degré admet la solution @

| dR, + M
2[1_\/1_41‘1%:}([ é 7

a° rY
y = dRy 2(aR, T H] 1

y.d =
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qui s'anmile pour x =0 et qui est analytique, son rayon de convergence étant
supérieur ou égal 3

Si nous cherchons directement les coefficients By de cette solution, nous obte-
nons le systéme :

M
dcgl —':‘r"]"'
M M M 2
= ErER LY 2R
< T 1
d.Bn Z "'F"E B LN ] B. [3 il 9 0 ik entiers s n e l .

TR e

Par réourrence, il est évident que }anl < By, » ce qui démohtre que la série
n
2 ¢, ¥ aun rayon de convergence non mul.

2° Z .
@ ez
(a) o est entier naturel :+ o =k .
Le premier membre de la k-ilme équation est mul.

Si le second ne l'est pas, il n'y a pas de solution.
Si le second est mul, @, est arbitraire.

Dans ce dernier cas, une démonstration analogue & celle du premier théoréme du

¢ 2 (majoration directe des o, ) permet encore de démontrer la convergence de la
série 2 o < .

(b) o n'est pas entier naturel : on ne peut rien dire, la convergence de la

série 2 @y % dépend de o et de la nature de la série du deuxiéme membre de
1'équation différentielle.

ler exemple.
)"Ia=1+p+p2+...+pn+...
F(x y) = X +aoy aupoint x. =y, =0
4 1 - x 0 0 s
2 n v
X' = T X4+ X 4 eee + X 4 ees pour |x|] <1 .

Les coefficients @, sont déterminés par :
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Q
=
{ e |
-
1
R
| —
t
—

1 n
|n=af 2=, done o | <P .

p 2 . n I ] £ N\
Le rayon de la série 2 @, X est superieur ou égal a .

L
P

2e exemple. = Soit un entier i, quelconque, et soit la suite in définie par

1
récurrence 3
i i
in=[1+pl+...+pn'1]2 ineN .

Posons @
i i

a=1+p1+oa-+pn+o.o C;’EZp,

F(x,y):lfx+ay au point XO:yozo y

Xy'-Q'y:X+X2+ -0-+Xn+ see poul’ lx|<1 .

Les coefficlents o sont déterminés par les relations s

ozl[l —o,l] =1
\ ozn[n-cz] =1
i i !
Pour les entiers n=1+pl+...+ph,ona In-a{=p1h+l et
(1 )/ (150 Hrernsp T R
11 1/x i 14p “+eeedp ) 1, . .,pn
lanl =p M I“nl /Vlzp h+1 =p1+p +eoetD =p .

" ‘s n
La série 2 @, ¥ aun rayon de convergence mul.
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