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Séminaire DELANGE~PISOT-POITOU 9-01
(Théorie des nombres)
Te année, 1965/66, n® 9 31 janvier 1966

UNE DEFINITION GENERALE DE LA DIMENSION

par Spiros P. ZERVOS

Terminologie. -~ En général, les notations utilisdes sont celles de N. BOURBAKI.

De plus,

- Treillis = ensemble réticulé.

- Eé = nombre cardinal de 6 , si 6 est un ensemble non vide.
~ Paire = couple non nécessairement ordonné.

-~ Couple = paire ordonnée.

Enfin, triple, quadruple, etc. sous—entendent : ordonné.

I. Une définition géndrale

de la limite inférieure et de la limite supérieure.

HYPOTHﬁSES (D.l). - B et M sont des ensembles non vides 3§ R est une partie
non vide de E2 (donc R définit une relation binaire sur E ) 3 < est un ordre

sur M3 g est une application B «>M .

Notations. — Etant donné un élément vy de E , on désignera par E  1'ensemble
des éléments y de E tels que %y% s ¥) € R . L'ensemble des éléments y de

E, tels que E # @ , sera noté E 2 ; puisque R # 8 , E(z) # ¢ . 8i, pour un

2 p . * *
Y € E( ) donné, inf g(y ) (resp. sup g(y ) ) existe, on le désignera
"CEEY ) ,Y‘a‘ EE )

par u_ (resp. T ). Y
=Y Y

DEFINITION (D.1). = Si, pour chaque y € E(e) oy (zresp. Ev ) existe, et si

s W, (zresp. inf = G ) existe, on appellera su o (resp.
(rest?)y (yes(2)) Y pest?y

inf EQ ) "limite inférieure (resp. supérieure) de g suivant (E, R) " ; on
(ver(2))
la désignera par " lim inf g " (resp. " lim sup g ") ou, par " lim inf g " (resP.

(E,R) (B,R)
" 1im sup g "),

Abréviations : p = 1lim inf g ; [ = lim Sup £ .

Note : Dans le cas particulier oi R est une relation d'ordre filtrant & gauche,
la définition (D.1) coincide avec celle de E. J. McSHANE ([5], p. 14-16).
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Remarques.
1© 8i M est complet par rapport 3 son ordre (ctest-a~dire si (M ’ g) est un
treillis complet) poct ‘; existeent toujours.

2° En plus des hypothdses (D.1), on utilise 1l'hypothése que E' est un ensemble

tel que E(Z) CE'SE.

Conclusion : La 1lim inf (resp. lim sup ) suivant (E' , R) et celle suivant
(E ’ R) sont : soit toutes les deux définies (et dans ce cas elles sont égales),
soit toutes les deux non définies.,

Définition. - Une relation binaire R sur un ensemble non vide B (f =R e E2)

sera dite "filtrante & gauche" si, quels que soient les elements Yq et Y2 de

*
pr2 R , il existe au moins un élément vy de E tel que (y v yl) et (Y ’ Yz)
appartiennent & R .

Définition analogue pour les relations filtrantes a droite.

La définition précédente généralise la notion d'ordre filtrant.

PROPOSITION 1.

Hypothdses : Faisons les hypoth&ses (D.1), et 1'hypoth®se que R est transitive,

filtrante a gauche et telle que, si v € pr, R, wve T, R (en d'autres termes,

si y€pr R, EY £ 8 ).

Conclusion ¢ Si u et W existent, ona WU .

——

——

Démonstration. - Supposons que o et u existent ; il suffit alors de montrer

que, pour toute paire Y0 Yo d'éléments de E(2> , inf g(B ) < sup g(EY )

Y1 2
* X =
(avec d'autres notations, inf g(yl) < sup g(yé) , donc pv ). Or, les hypo-
1l 2
théses entrafnent 1'existence d'au moins un y3 € E( 2) tel que (73 ’ yl) ek,

(Y3 y YZ) € R et, pour tout y3 € m vs , (y3 , yl) € R et (y3 , yz) € R . Or, il

est alors immédiat que b (puisque E < E ), que < uis=
By, Shy Y5 v T By Sy ¥
qufon a toujours inf g(E ) < sup g(B ) ) et que & < i (puisque B <E ),
Y2 Y3 Y3 Y2 Y3 Yo
Done, w <<un, .
Y1 Y2

Note. - La proposition 1, dans laquelle on ne suppose pas que R est un ordre ou

méme un préordre (puisqu'on ne suppose ni réflexivité, ni anti-symétrie de la part

de R ), généralise la proposition analogue de [5], p. 14-16, pour un ordre fil-

trant a gauche.



9-03

Remarque. ~ Les considérations précédentes incitent & introduire une notion de

limite suivant une relation binaire R vérifiant les hypothéses de la proposition

1. On dira que, sous ces hypotheses, " g posseéde la limite suivant R ", si et
’ W Lvalb

seulement si p et | existent et p=p=u .

Cette définition de la limite d'une application & valeurs dans un ensemble ordon-
né généralise la définition correspondante de McSHANE [5] de la m&me facon que la

proposition 1 généralise sa proposition correspondante [5].

Des questions relatives 3 cette limite seront étudiées ailleurs.

PROPOSITION 2.

Hypothdses : Faisons les hypothdses (D.1), et 1'hypothése gque (M, $) est tota-

lement ordonné.

Conclusion : Quand y existe, il a la propriété : L'ensemble T des éléments r

* <
de M , tels que, pour tout € E(2) , 11 existe e E avee gl 7) £, pos—
ae ? Y 1l existe v y 2EC Y /K pos:

sdde (dans M ) une borne inférieure égale & W »

Proposition duale pour E .

Démonstration. — Hontrons, en premier lieu, qu'il ne peut pas exister d'élément

r de ¥ tel que r <y . Supposomns, pour cela, qu'un tel r existe ; alors, pour
(2) *

tout y € B , 11 existerait au moins un vy € EY tel que g(y ) <, ce qui
impliquerait inf g(Ey) £r, clest-d~dire by £ r , donc aussi ? T,
- 2)

(veE

clest=2-dire p < r , contrairement & 1l'hypothese r <y .

Conségquence : r € ¥ implique w< T

Montrons maintenant que tout élément de M , strictement plus grand que w , ap—
partient & ¥ . Considérons, pour cela, un élément quelconque p de I téI que
W<pe.3ilon avalt p¢ T, il existerait un élément v de E 2 tel qu'il
n'existe pas de y € EY satisfaisant & g(y ) s or, comm? il est suppisé to=-
talement ordonné, cela impliquerait que 1'on alt, pour tout v € EY , elv) >0,

donc aussi inf g(E ) > p, clest-d~dire w, > p , donc, a fortiori, >0,

(veE%2

clest-a~dire [ 2 p , contrairement & 1l'hypothése W <p .

Conséquence : L'hypothése que pelM et u < p implique que p € T .

Les deux conséquences, démontrées et soulignées ci-dessus, démontrent la proposi-
tion 2, sauf pour le cas ol v est l'élément maximum de M ; or, dans ce cas, on a,
quel que soit vy e E(Z) et quel que soit y € EY , aly’ ) <p,donc pegyg et

d'ailleurs, ¥ = {u} + Ceci achdve la démonstration de la proposition 2.
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Note : La proposition 2 généralise une proposition bien connue pour les suites

dénombrables de nombres réels (voir, par exemple, [9], p. 44).

Remarque. - Dans le cas réel cité en note ci-dessus, la proposition 2 possede une

réciproque bien connue, dont la validité ne peut pas &tre étendue au cas général

considéré dans la proposition 2, dans lequel 1l'ensemble totalement ordonné M n'est

pas supposé nécessairement complet. D'autre part, quand M est complet, cette ré-

ciproque est conséquence immédiate de la proposition 2.

ITI, Une définition géndérale de la dimension.

Notation : ®(E) = ensemble des parties de E .

le Préliminaires.

HYPOTHESES (D.2). - Les hypothdses (D.1) ; et de plus ¢ (M, € est un treillis
complet ; @b(E) est une partie de ®(E) telle que si A e @O(E) et AF£D,
R n A° £ @8 (donc aussi A n E(Z) #0 )3 h est une application @O(E) - I,
définie par les conditions : Si A =@ et A€ Po(E) , n(a) =inf M 5 si A #f
et A e @y (E), h(a) = lim inf g .
(8,2
DEFINITION (D.2). - Sous les hypothéses (D.2), 1a valeur h(A) de 1'application

h en A sera appelée " g-prédimension de A ".

Cette terminologie nous semble justifide par la suite.

2. Application aux sef (l) s la notion de g-dimension.

Soit I'= (4, ®, B, s) une sef . Faisons les hypothdses (D.2) en prenant ©
pour E et 1l'ensemble des &(g) (B e B) pour @O(E) 3 R peut 8tre une partie

non vide quelconque de E2 qui vérifie les hypothdses (D.2).

DEFINITION (D.3). - On appellera " g-dimension de A " la geprédimension de

é(B) y et on 1la notera " g-dim 8 ",

1 S . ;

( ) On aura besoin ici de la notion de sef et d'isomorphisme entre sef . Ces
notions, qui ont été introduites dans [10], sont rappelés dans l'appendice du pré-
sent exposé. On renvoie également 3 cet appendice pour les notations utilisdes ci-
dessous.,
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Considérons les automorphismes de T préservant la relation binaire définie par
R sur © (ctest-i-dire induisant une application R =-» R ). Ils forment un sous-
groupe du groupe GO de tous les automorphismes de T . Soit AEB un sous=groupe
de ce sous=-groupe de GO . 3i, pour chague f € B , tous les automorphismes appar-
tenant a GO laissent invariante la g-dimension de B , on dira que la g-dimen-
sion h est " Go—invariante".

by

On a, jusqu'ici, considéré la notion de g-dimension par rapport & une seule
sef . On peut étendre cette notion & un ensemble non vide quelconque de sef , pour-

vu qu'elles soient deux & deux isomorphes.

Considérons, en effet, un ensemble non vide C , de sef Fk (A e ) , et un en-

semble & d'isomorphismes entre éléments de € possédant les propriétés suivan-

tes @
1° Pour chagque couple (u ’ v) € A? , & contient exactement un isomorphisme
. -1
r «T ui sera noté Y = .
p o tv o g o’ u T %,y

O est 1l'isomorphisme (automorphisme) identique.
' 3

3% Pour tout triple (u s Vg p) e AN,

2° Pour chaque X € A,

o © .

= O
wp’ﬂ Psv Vel

by

(C, &) est alors une catégorie. On appliquera & chaque Fk e C les hypothéses

(Ds2) comme dans le début du IT, § 2, avec les restrictions suivantes :

1° L'ensemble des RK est choisi de maniére que chaque @u v soit compatible
?

avec Rv et Ru (c'est-a-dire de manidre que Dy induise un isomorphisme oniie
?
les ensembles ®v et ® munis respectivement des relations Rv et Rb ).
2° Le treillis complet (M , ) est le méme pour tous les A .

30 Une seule (indifféremment laquelle) des applications g ¢ ®, =->»1I , par

A
exemple gv s est choisie arbitrairement, les autres étant définies 2 partir de

(1)

celle-ci par & = 8, ° ©. .
N o
() vy A

Soit GO le groupe des automorphismes de FX (A € A) . Considérons le sous-
groupe de Gov que constituent les automorphismes de Fv compatibles avec Rv ’
e? §oit Egv) un sous- §upe de ce sous-groupe. Pour chaque A , on associera &
-\) _1_ '—k . o -
G0 le groupe wv,l GOV wv’k , noté GO ) s qui est constitué d*automorphismes
de Fk compatibles avec Rx .

PRUFOSITION 3. -~ Sous ces hypotndses, si i et P  sont respectivement des

)
images par ¢ et o d'un méme élément de B , la g ~dimension de g est
eV = Tpyv v©i— Cu o

égale & la g ~dimension de B . La g —dimension est Eé”)—invariante si, et seu-
- b

lement si, la g -dimension est Gop)—invariante ; il suffit donc qu'une gk-dimenp
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)

sion soit ‘ng)-invariante pour que toute autre gu—dimension (p € A) soit Géu -

invariante.

- )4 v
Démonstration. - Soient ep e ®u(Bu) 8, € @p(Bp) , 6,€0 (),

(1) ()
6 =o' (0), B = o, (6.) .
n ﬁu,v v 0 @.p,v v
Alors,
g(eu) =g o @iiiv(ev) =g o miizv(mgizp(ep)) =go (wgizv-o m&izp)(ep) = gp(ﬁp) .

Cas particulier : v=op .
3 (1) P . b4 ( ) v
Dlautre part, comme o, est une bijection de © (B sur @u
Wy P
ble avec Rp ot Ru s l'extension eanonique de wil) aux ensembles produits
We P
v

éﬁ(Bp) et éi(ep) applique bijectivement Rp N éi(Bp) sur Ru a) ®§(6M) .

(Bu) , compati-

Si les éléments correspondants 6 et eu appartiennent respectivement 2a

Y
prz(Rp n éi(Bp)) et 2 prZ(Ru n 5§(Bu)) , on désignera par B, (resps E, )
1%engemble des éléments 6 € 8 (8 ) tel (6, 6)er ( o* &% (g )
s 8 s que resp. 8
ensemble des élémen 0 (8, els g 01 8 0 P . (8,

tels que (9: ’ eu) € Ru ), conformément aux notations générales déja introduites

( EY = ensemble des y € E tels que (y ,vy) € R ).

Puisque les ensembles E9 et E9 se correspondent bijectivement, et puisque,
P

e p Yo b Je
dans la correspondance eb P—>»6: ’ gp(ep) = gu(e;) » 11 est manifeste que

% ®
inf gp(e ) = inf gu(eu) .
(e%éEe ) (ekeEe )
p 0 P "
Posons
2 v
E§ ) = prZ(RX n ®§(Bx)> (e n) .
Le fait que wgl) transforme bijectivement Egg) en Eiz) , &b 1'égalité
Wy P
% *
inf g (8 ) = inf gu(eu) )
X *
(epeEe ) (o &g )
p L

démontrée cledessus, montrent que
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% &
sup inf g (8) = su inf g (67) .
(6 2?)) (o%ek ) e (s EE€2)) (% ) = "
PP p 0 W w0
P Ho
Done,
— d. = b d. .
gp im Bp gu im Bu

Ceci achéve la démonstration de la premidre assertion de la proposition 3. Sa se-
conde assertion est conséquence de la premidére et du raisonnement général, trés

simple, suivant :

On considére une famille d'applications (ox : B ->k (L e A)) telle que,
quels que soient les éléments p et | de A,

cu(wﬁfg(ﬁp)) = op(Bp) ’ ctest=a-dire o@(Bu) = Gp(Bp)

(puisque nous avons essentiellement supposé plus haut que B = w&zz(Bp) s quand
?

"
Bu et B étaient considérés comme des éléments correspondants dans 1'isomorphis-

me o . On considére ensuite un automorphisme f de I' laissant invariante
?
op(Bp? s si done BL = f(z)(ﬁp) , on aura Gp(Bé) = gp(Bp) . L'automorphisme de
r fo transforme = © en 1'élément
w? %o o ? P u,p(ap)

(2)t (2) (2) (2)ay_ (2, (2 _ (2
(mp,u f mp,u) ° wu,o(ep) = o (£ (Bp)) = $h,p(eu) ’

que l'on désignera par B& . On a, maintenant, les égalités
= et ') = !
ou(Bu) cp(Bp) Gu(Bu) Op(Bp)
(en vertu de la premidre assertion de la proposition 3) d'une part, et
1) — 3
0,(8)) = 0,(5))

(hypothese de 1'invariance par f ) d'autre part ; donc, cu(Bd) = UH(BM) et, par
cd_l f o
Pyl Ptk

L'application oy 8 BX -»M , définie par GX(BK) =8 - dim By s vérifie les

hypothéses posées ; d'ou la seconde assertion de la proposition 3. La troisidme as-

conséquent, 1'automorphisme de Fu R , laisse O@(Bu) invariante.
sertion est alors immédiate.

Remarque. - La démonstration précédente montre que la proposition 3 est un cas

particulier d'une proposition plus générale ; on l'obtient en remplacant

sup inf g(ei)
(0,cE\2)) (68, )
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par lui-méme, ou par l'un quelcongue des

v

% %
sup  g(e,) ,  inf inf g(eg, g(e,) .

inf %
(e, ?)) (e, ) (e,m,) (e, ) 2)) <eer )

On pourrait penser & d'autres fonctions oy -

IIT. Applications de la notion de g—~dimension.

1. Dimension topologique 3 définition de Lebesgue.

Suivant 1'habitude, on appellera "ordre" d'un recouvrement fini d'un ensemble non
vide, le plus grand entier n pour lequel existent n éléments de ce recouvremen’

ayant une intersection non vide.
Notation. = Si 1l'on désigne par 6 ce recouvrement, on posera

ord 8 = ordre de 6 .

Soit S wun espace topologique non vide. Soient A, (resp. A2 ) = l'ensemble

1
o3 I'= g 3 e, (resp. e, )
1l'ensemble des recouvrements ouverts (resp. fermés) finis de L ; O = @1 U @2 :
={1} ; s((a) )= U a =1L.
? 7 LEIG LGIG 7

Alors, B € B implique B =1L , donc é(B) =

des ouverts (resp. fermds) de S s A= A u A

=(A,®,B,s)=(A1UA2 , 8, uve, , L} , s) .

Prenons M = {- 1} U N u {+ «} , muni du prolongement évident de 1'ordre naturel
(b <+ @) . On définira g : ©® ->M par la condition ¢ Si ord 6 =n ( ord 6
est nécessairement < + « , puisque le recouvrement 6 est fini), g(8) =n-1.
On prendra pour R 1la relation : (e* , 8) € R si, et seulement si, 9* € @2 et

oo

6 € ®1 , et le recouvrement 6 est plus fin que le recouvrement 6 . ("Plus fin"

. L. X3 . £ 7 * re 7
signifie, comme d'habitude, que tout élément de 6 est contenu dans un élément de
6 .)

Sous ces hypothéses, on posera la définition suivante.

DEFINITION (D.4). - La g-dimension de S sera appelée "dimension de Lebesgue"

de 1l'espace topologique S .

Justification : D'aprés la proposition 2, la 1im sup g(e“) (ctest=a~dire la g-

dimension de S ) est égale 3 la borne inférieure des éléments m e M tels que,
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pour chaque m et pour chaque recouvrement ouvert 6 de S , il existe un recou-
%
vrement fermé 6 de S plus fin que 6 et dlordre £Lm+ 1 . Or, quand S est
Q

compact, cette borne inférieure coincide avec la dimension topologique de 8 , dé-
finie par Henri LEBESGUE ([1], p. 32-37).

Soient S et S' deux espaces topologiques homéomorphes, et considérons les

sef respectives T et TI'' . Tout homéomorphisme

f(l) : S -> 3!

(resp. @(1) : S' =3 ) induit un isomorphisme

f = (f(l) , f(z) : L} = {1'}) ¢ T -1

(resp. f' = (f'(l) , f'(2) : {L'} ~>{L}) ¢+ T'' =>T ), qu'on appellera aussi,
pour abréger, "homéomorphisme" T ->T'! (resp. T' =>T ). Si 1'on prend alors
pour Eb le groupe des homéomorphismes de T , on voit que la g-dimension de L

est Go-invariante. D'autre part, si © est un homéomorphisme TI'' ~>T ,

-] -

-
Q= GO ©

est le groupe des homéomorphismes de ['' . D'ou

La dimension de Lebesgue d'un espace topologique est un invariant topologique.

Ce qui, dans le cas des compacts, redonne un fait bien connu [17.

Note : Si 1'on considérait le complété de Kurepa d'un ensemble totalement ordonné,

on pourrait remplacer, dans M , {+ »} par {RB} , c'est-3-dire poser
H={-1} vl u N} .

Comme ce complété, qui a été introduit par KUREPA et étudié par KRASNER, sera
utilisé ci~dessous, nous rappelons sa définition dans le cas particulier des nom=-
bres cardinaux, qui nous intéresse ici. Soit m un nombre cardinal, et soit K
l'ensemble totalement ordonné des cardinaux £ m . Si on laisse tels quels les car-
dinaux non limites, si l'on remplace chaque cardinal limite p par la paire p ,
P » et si 1'on prolonge & 1l'ensemble ainsi obtenu l'ordre total de K (p <p, ...),
de fagon évidente, on obtient le complété de Kurepa de K ; on désignera ce complé-

té par (0 , m)

; on choisira m aussi grand qu'il faut. (O ’ W) est manifeste~
ment bien ordonné.
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2, Dimension de quasi-compacité.

Cette "dimension", introduite dans [12] pour une sef quelconque, est aussi une
g~dimension. Pour le voir, rappelons la définition posée dans [12]. On a considéré
une sef quelconque I'= (4, ® , B, s) , avec les notations usuelles, et 1l'ordre
suivant, noté <, sur @ . Quand T = ¢ (resp. # ) ), pour tous 9* y 6 €8, on
a 6* < 6 si, et seulement s?, l'ensemble des aj est contenu dans l'ensemble des

e
<

aL (resp. et si, de plus, T =T ). Alors, on pose :

108i &p) =g, dimnpg=0 (0e (0,7) ;
2° Si @(B) ) , dim B = la borne inférieure de l'ensemble L des é1léments

o€ (0, ) tels que, pour tout 6 e &(g) , il existe © e ®(p) satisfaisant 2

6x <86 etada I <o (cette borne inférieure existe toujours, car T # ¢ , puis-
3]
que m peut 8tre choisi aussi grand que l'on veut, et (o ,'ﬁj est bien ordonné).

dim B8 a été appelé dans [12] "dimension de quasi-compacité" de B , pour des rai-

sons exposées la.

Le fait que 1'application B =» 1M , définie par B t==> dim B , est une g=—dimen-
sion est manifeste ; il suffit de prendre 1l'ordre < pour relation R , l'ensemble
(0, @) pour M, et l'application @ ->»1I , définie par ep—+>i% , pour applica-

tion g , et d'utiliser la proposition 2.

Dans le cas particulier o ' représente le treillis des ouverts d'un espace to-

pologique, la g-dimension considérée est un invariant topologique.

Rappelons que, suivant [127], le théordme de Weierstrass, pour la préservation de
la quasi-compacité par les surjections continues, prend la forme plus générale sui-

vante :

Les surjections continues n'augmentent pas la dimension de quasi-compacité d'un

espace topologique (c'est-3-dire, la dimension de 1'espace-image est < de la di-

mension de 1'espace de départ).

3« Dimension "d'ascension" et dimension "de descente" d'un élément dans un ensemble
ordonné.

Soit A un ensemble ordonné non vide quelconque, et soit a un élément donné de
A . On appellera "chaine ascendante (resp. descendante) de a dans A " tout en-

semble totalement ordonné el (resp. 62 ) dt'éléments de A tel que :

19 tous les éléments de el (resp. 92 )

2° ils sont tous strictement plus grands (resp. petits) que a ,

sont distinets,
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30 i1 n'existe pas de sous-ensemble totalement ordonné (dans 1l'ordre de A ) de

A satisfaisant aux deux conditions précédentes et étant un sur-ensemble propre de

91 (resp. 92 ).

De telles chatnes existent toujours puisque l'ensemble des ensembles ordonnés vé—
rifiant les deux premidres des trois conditions précitées étant inductif, on peut
lui appliquer le lemme de Zorn. La terminologie utilisée généralise celle de [3]
(p. 61~63).

On désignera par @l(a) (resp. @2(a) ) 1'ensemble des chatnes ascendantes (resp.
descendantes) de a dans A . Soit m un nombre cardinal assez grand, et considé-

rons le complété de Kurepa (o ,‘E] .

Considérons l'application

&) g ®,(a) = (0, ) (resp. 8,0 ! 8(a) - (0,T)) ,
définie par 8, F-affé (resp. 0, r~>ffé ). Posons maintenant
1 2
@= U ®l(a) (resp. ®= U @2(a) ),
ach acA

ot définissons l'application g : ® => M par g(el(a)) =g, a(el(a)) (resp.
y
g(ez(a)) = gz’a(e2(a)) ), quel que soit ae€ A .

Alors, pour chaque a € A,

su (e (a)) (res . su (8 (a)) )
(6, (a)eB,(2)) ! T (o a)eny(a) 2

est un élément de (0 , m) , qui sera appelé "dimension d'ascension" (resp. de des—

EEEEEQ de a dans A . Définition 4vidente de l'application de méme nom. On peut
mettre cette application sous la forme d'une g-dimension, de la maniére suivante :
On considérera I'=(A, @, B, s) ,ohl A et @ sont définis comme ci-dessus,
B=4, T= ) y gt s : @ ->3B est définie par s(el(a)) = a3 R = la relation
ei(a) < el(a) (Gj(a) , el(a) € @l(a)) , ce qui implique ici ef(a) = el(a) , donc

que R soit la diagonale de @2 s M=(0, m) , et g est définie comme ci-

dessus. Alors, pour chaque el(a) ,

- ;n; | g(07(a)) = g(o,(a))  (putsque By () = 102(2)))
11%%% _ (a)

done
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g-dim a = sup g(el(a)) = dimension d'ascension de a .
(9,(a)eo, (a))

On démontrerait de la méme maniére le résultat analogue pour la dimension de des-

cente.

Note ¢ Dans le cas ou la dimension de descente de a est un nombre fini n, a
posséde la "dimension" ou "hauteur" n + 1 dans la terminologie de Garrett BIRKHOFF
([2], p. 11 et p. 66-68).

Remarques.
1° On peut étendre, sans difficulté, l'addition des cardinaux aux éléments de
(o ’ m) . Si p et q sont des cardinaux infinis appartenant 3 (0 , m) , on po-

sera 3

Si p=q,y P +q=q+p =q (doncaussi p+q =q +p=p; p=gq ) et

P +94 =q +p =p (donc aussi =gq ) 3

S p<q, P +a=q+p =q, p+q =q¢ +p=gq et

81 p est fini et si g est un cardinal infini appartenant & (0 , m) , on po-

sera

P+qd =9 +Pp=4g .

2° Ces conventions et les définitions précédentes entrafnent la proposition s

3i 1'ensemble ordonné A posséde un élément minimum O (resp. maximum X ), on

a, pour tout a € A, 1'indgalité (entre éléments de (0 , @) ) :

d-asc a + d~desc a < d-asc O (resp. d-dese X ) .

On a utilisé les abréviations :
d-asc a = dimension d'ascension de a

d—-desc a = dimension de descente de a .

3° Dans le cas particulier oi A est un treillis modulaire, et ol toute chafne

(ascendante ou descendante) entre deux éléments quelcongues de A est finie, on a,
q q

pour toute paire a , b d'éléments de A , 1'égalité :

d-desc a + d-desc b = d-desc sup{a , b} + d-desc inf{a , b} .
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En effet, puisque cette égalité est vraie, sous ces hypothéses, pour la "dimen-
sion" (= "hauteur") de Birkhoff [2], elle le reste quand on diminue cette dimension

de 1, c'est-d~dire quand on l'appligque & la d-desc .

4, Dimension et rang d'un idéal premier dans un anneau commutatif.

Plagons-nous, par exemple, dans les hypoth&ses classiques, considérées dans
NORTHCOTT ([6], p. 57 et 63) ; 1'anneau considéré est commutatif et posséde un 414~

ment unité.

On désignera par A 1l'ensemble des idéaux premiers de l'anneau considéré ; or-
donné par l'inclusion ensembliste, A est un treillis. Si 1l'on applique & A 1les
considérations du numéro précédent, et si on les compare avec les définitions de
dimension et de rang de [6], convenablement généralisdes & (0 , m) , on voit que,

pour tout idéal premier a , on a
d-asc a = dimension de a ,

d-desc a = rang de a .

Remarque. ~ Dans le cas ol l'anneau considéré est local, on appelle [6] "dimen-
sion" de cet anneau la d-asc de 1'idéal (0) . L'inégalité de la remarque 2° du

numéro précédent redonne alors, pour tout idéal premier p , 1l'inégalité classique

dim p + rang p < dim (0) [6].

5. Dimension lindasire d'un espace vectoriel.

On désignera par A 1l'ensemble des sous—espaces vectoriels de l'espace vectoriel
considéré ; ordonné par l'inclusion ensembliste, A est un treillis. Si 1'on ap-
plique & A 1les considérations du numéro 3, on voit que, pour tout élément a de
A, ona

d-desc a = dimension lindaire de a .

Remarque. - Le cas des espaces vectoriels est un cas ou 1'iné ité de la remar-
P

que 2° du numéro 3 devient une égalité.

Une autre manidre de mettre la dimension lindaire d'un espace vectoriel sous la
forme d'une g-dimension est la suivante : Soient A = espace vectoriel ; T = g s
@ = 1'ensemble de toutes les familles non vides a'éléments de A ; B = l'ensemble

- i ° = U V
de tous les sous—espaces vectoriels de A ; s((aL)LEI ) Vab (2 e Ie) , OU ab

. F:(A,@,B,‘S).

est le sous—espace vectoriel de [/ engendré par (ab)
0

€1
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Soient R = l'ordre < , défini par (a:) < (aL) si, et seulement si, 1l'ensemble

*
des a, est contenu dans l'ensemble des a 3 M = le segment des nombres cardi-

]

naux m , ou m est un nombre cardinal suffisamment grand ; g(e) Ie « On peut

alors appliquer la définition (D.3). Or, pour chaque 6 € a(g) , wg = inf g(e*)
(€ ny)

(qui existe puisque M est bien ordonnéd) est la dimension linéaire de B . Donc,

si B é&tant fixe 9 déerit @(B) , Wo reste constant et, par conséquent,

inf  g(6") = Cte .

= Cte , c'est~a~dire ( 11? )
BecB( B *
(o eEe)

su by = W
scels) ©

Donc, la g-dimension de B coincide avec la dimension linéaire de B .

Conséquences évidentes :

1° L'invariance de cette dimension par les automorphismes et les isomorphismes
surjectifs d'espace vectoriel ;

2° Cette démonstration entrafne que la dimension lindaire soit toujours un mombre

cardinal.

6. Dimension algébrique.

Ici, corps = corps commutatif. Soient A.O = corps ; A = surcorps de A.O H
T=@3; ©= l'ensemble des familles non vides d'éléments de A ; B = l'ensemble

des surcorps de A. contenus dans A s(e) = la plus grande extension algébri-

0 9
que de Ao(e) contenue dans A . I'=(A, ®, B, s) .

Soient M , le mime cue dans le numéro 5 ; g(e) = Te s R = la relation

* * N
(o , ) € R si, et seulemeni si, B < 8 (comme dans le n° 5), et 6 est algé-
briquement libre sur AO . Alors, les mémes remarques que dans le n° 5 montrent que

la g-dimension de A coincide avec la dimension algébrique de A .

Congéquence évidente : L'invariance de cette g-dimension par les Ao_automor—

phismes, etc.

7. Dimension d'une ver<été algébrique (d'aprds CHEVALLEY).

Dans ses Fondements de la gdométrie algébrique ([47], p. 97), CHEVALLEY appelle

"dimension" d'une variété U , la dimension algébrique du corps FU (des fonctions

numériques sur U ) sur le corps de base K . On se ramdne donc au n° 6.
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8. Intégrale supérieure (resp. inférieure) de Darboux.

Soient A =(c, d) c R 3 @ = 1'ensemble des familles non vides d'!'éléments de
A ; on suppose que chacune d'elles contient ¢ et d ;3 B =0 s(e) =0 .
r=(A,®, B, s) . Soient M = R; R =1'ordre opposé & l'ordre < (considéré
dans 5 et 6) sur © . Considérons maintenant une fonction bornde c: (e ,d) -> R,

et désignons par g(8) 1la valeur de la somme 2 (a - aL)ML y OU ML est la

+1

borne supérieure de o sur (aL y 8 et 0 = (ab) « Le théoréme de Darboux af-

L+l)
firme alors que
*

*
(o eEe)
est une fonction constante de 6 € € ; sa valeur est donc égale &

W%
lim inf g(e ) .
(6<8) (g%cz,)

Par conséquent, 1l'intégrale supérieure de Darboux est une g-dimension.

L'intégrale inférieure de Darboux est donnée par
(ézg) iup g(e ) ’ ou g(e) =2 (ab+l - ab)ﬂb y
(e eEe)

W, étant la borne inférieure de ¢ sur (ab y &  .) . 8i 1'0on munit R de l'or-

v+l
dre opposé & son ordre usuel, on a une lim inf & la place de la lim sup cité-

ci-dessus ; par conséquent, 1'intégrale inférieure de Darboux peut elle aussi 8tre

mise sous la forme d'une g—dimension.

Remargues.

1° Au fond, c'est 1'élargissement de la définition de limite inférieure (défini-

tion (D.l)), qui a permis d'englober dans une méme notion générale, la notion clas—

sique ([5], p. 14-16) de limite inférieure suivant un ordre filtrant et diverses

notions classiques de dimension. Ainsi, on doit plutdt dire que ces dimensions ont

été mises sous forme de 1im inf .

2° On peut également mettre sous la forme d'une 1lim inf (d'une gudimension)

(a) 1l'intégrale de Lebesgue d'une fonction réelle bornde d'une variable réelle (ex~

posée, par exemple, dans [8], p. 133-134),
(b) 1a dimension de Hausdorff d'une partie compacte de la droite réelle R ([73,
po 26_27) .
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Un résumé de certains résultats du présent exposé a paru dans les Comptes Rendus
de 1'Académie des Sciences de Paris [13]. L'exposé actuel est une étape plus déve-
loppée du travail commencé dans [12] et [13], et contient certaines définitions,

remarques et résultats nouveaux.

Appendice : Définition des sef .

Terminologie.

Indice = paramétre ; des ensembles non vides quelconques peuvent 8tre appelés

"ensembles d'indices".
Si CA CSA CA'CA' et f£f: A->A', application telle que
1 ’ 1 ’

1 .
f(Al) <Al

l'application g : A —>A!, telle que g(x) = £f(x) pour tout x e A, sera ap-

A

pelée "restriction de f & '(Al ’ Ai) " et sera aussi notée f .

DEFINITION 1. - On appellera "structures fonctionnelles élémentaires" ou " sef "

les quadruples ordonnés (A, ® , B , 8) vérifiant les hypothdses suivantes : A
et B sont des ensembles non vides ; T est un ensemble éventuellement vide ;3 H
est un ensemble non vide de familles non vides d'éléments de A ;3 si T = ¢ ’
@=H;si T#£¢ y @ est une partie non vide de T x H ; dans tous les cas, s

est une application @ —-> B .

Notations. = L'élément général de ® . (resp. B ) sera désigné par 6 (resp.
b ) ; on désignera par Ie un ensemble qui ne dépend que de 6 ; 1'élément général

de A sera désigné par a ou, si on le considdre par rapport & ® , par ag 3 si

2
T=f,ona @=H, donc 6 est une famille d'éldments de A , qu'on désignera
par (ae )LGI ;i T4f,ona ©ST xH, donc 8 peut alors 8tre écrit comme
un couple (T 3 (aeb)bele) you TeT et (aeb)bele € H ; notation abrégée :

(a ) = (a, ) ; I=u {1} .
v €1y 6, €1, oe@ °

I1 est souvent utile de changer, de fagon biunivoque, les noms de certains indices

U e

Considérons deux sef , T' et I'' tellesque IS I' et P =T=T', respec—

tivement (f =T < T!') . Soit f(l) une application A -» A!' , et faisons corres-—
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. (resp. g6 = (T 3 (aL)LEIe) ) la famille

(M)

pondre & chaque 6 = (aL)LeI

e

R
-7/

’ ’ l
(resp. le couple (7 ; (£' (ab))LGI ) ), qui sera notée (resp. noté) fi )(e) .

)
Stil arrive que, pour tout 6 € @ , f&l)(e) € @' , la correspondance

o+ £t(e)

(1)

induit une ap~

définit une application ® -> @' ; dans ce cas, on dira que " f

(1)

. . . 1
plication ® — @' ", notée f . °° .

DEFINITION 2. - Etant donndes deux sef s I' et T', telles que I & I' et

f=T=1" (resp. P ST <T'), on appellera "application I =>I'' " tout couple

(f(l) f(z)) d'applications f(l) s A—>A' et f 2 ¢+ B -= B! telles que
s

f(l) induise une application 6 —=> @' .,

Notation ¢ f = (f(l) ’ f(z)) .

, o) o 2(2)

(1)

Une application f ¢ T == T' sera appelée "bijective" si

sont toutes les trois bijectives.

DﬁFINITION 3. - Une application f : T -»T' sera appelée "homomorphisme" si,
pour tout 6 € @ , f<2 (s(0)) = s'(fil)(e)) .

Tout homomorphisme bijectif sera appelé "isomorphisme" et, si TI'' et I' colnci-~

dent, "automorphisme'.

Pour les définitions et les remarques assocides ainsi que pour certains dévelon-

pements supplémentgires, voir [10].

Plagons-nous dans une sef , I'=(A, ®, B, s) , et, pour un élément donné
B € B, considérons 1'équation s(x) = B . L'ensemble (éventuellement vide) des so=
lutions de cette équation sera désigné par é(B) . Certaines propriétés de telles

équations ont été étudides dans [11] et [12].

DéFINITION 4., - A étant un ensemble d'indices, toute famille (FK)XEA de sef

sera appelée "structure fonctionnelle" (voir [10]). Aux notations prés, toute sef

peut 8tre considérde comme une structure fonctionnelle.

L'introduction des notions de sef , de structure fonctionnelle et d'homomorphis—

me entre sef (resp, structures fonctionnelles), se justifie par le fait que la



9-18

plupart des couples particuliers "structure — morphisme", que BOURBAKI étudie, ain-

si que le couple "catégorie - foncteur covariant" peuvent essentiellement 8tre mis

sous la forme de couples "structure fonctionnelle - homomorphisme”.

[1]
[2]

(3]

[4]
(5]
(6]
[7]

[8]
[9]
[10]

[11]
[12]

[13]

BIBLIOGRAPHIE

ALEKSANDROV (P. S.). - Combinatorial topology, Vol. 1. — Rochester, Graylock
Press, 1956.

BIRKHOFF (Garrett). - Lattice theory. Revised edition. = New York, American
mathematical Society, 1948 (American mathematical Society. Colloquium Publi-
cations, 25).

A

CHATELET (Albert). ~ Arithmétique et algébre modernes. Vol. 1. - Paris, Pres-
ses Universitaires de France, 1954 ("Buclide", lre section : Mathématiques
et Astronomie).

CHEVALLEY (Claude). - Fondements de la géométrie algdbrique. - Paris, Secréta-
riat mathématique, 1958.

McSHANE (E. J.). - Order-preserving maps and integration processes. = Prince-
ton, Princeton University Press, 1953 (Annals of Mathematics Studies, 31).

NORTHCOTT (D. G.). - Ideal theory. - Cambridge, at the University Press, 1953
(Cambridge Tracts in Mathematics and mathematical Physics, 42).

SALEM (R.) et KAHANE (J.-P.). - Ensembles parfaits et séries trigonométriques.
- Paris, Hermann, 1963 (Act. scient. et ind., 1301).

VALIRON (Georges). — Théorie des fonctions. 2e édition. — Paris, Masson, 1948.
ZERVOS (Panayiotis). - Calcul infinitésimal [en grec J. - Athénes, 1929.

ZERVOS (Spiros P.). - Structures fenctionnelles et homomorphismes, C. R. Acad.
Sc. Paris, t. 2060, 1965, p. 3809-3812.

ZERVOS (Spiros P.). - Une généralisation du théortme de Bolzano pour la con-
nexité, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 260, 1965, p. 5979-5982.

ZERVOS (Spiros P.). - Une généralisation abstraite du théoreme topologique de
Weierstrass pour la préservation de la quasi-compacité, Une notion de dimen-
sion de quasi-compacité, C. R. Acad. Sc. Paris, t. 260, 1965, p. 6781-6784.

ZERVOS (Spiros P.). - Une notion abstraite de dimension, C. R. Acad. Sc. Paris,
t. 261, 1965, p. 859-862.




