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FONCTIONS DE WALSH ET FONCTIONS PSEUDO-ALEATOIRES

par lfichel MENDES FRANCE

1. Fonctions pseudo-aléatoires.

Nous dirons, avec J. BASS [1], qu'une fonction f & valeurs complexes, définie

sur les entiers 2 , est pseudo-zléatoire si la fonction de corrélation

n -—
v(p) = lim = 2 F(k) £(k + p)
Trc0 k=1
(a) est définie pour tout entier p ,
(b) y(0) >0,

(c) " 1im '\{(p) =0 .
p—aoo
I1 est facile de construire des fonctions pseudo-aléatoires au sens de BASS. Des

exemples en sont donnés dans [1] et [5]. Par ailleurs, on peut montrer que presque
toutes les applications de l'ensemble des entiers Z sur la circonférence %z{ =1

du plan complexe sont pseudo-aléatoires.

Dans [2_, J.-P. BERTRANDIAS a élargi la classe des fonctions pseudo-aléatoires

en remplagant la condition (c¢) par la condition plus faible :

(c') lim & E ly(q)lz =0 .
Pt p q:l

Dans tout ce qui suit, on entendra par "fonction pseudo-aléatoire", une fonction

qui satisfait aux trois conditions (a), (b), et (c').

Notre but est de montrer comment, gréice & l'ensemble de Walsh, on peut construi-
re une fonction pseudo-aléatoire qui ne vérifie pas la condition (¢). Au paragra-

phe 8, on applique certains des résultats obtermus & 1'équirépartition modulo 1 .
Remarque. - On sait qu'une fonction de corrélation admet la représentation :
1
vo) = ) emimn) @@, ez ,

ou do désigne une mesure positive bornéde. La condition (c') implique que la me-
sure soit continue. 8i, de plus, la condition (¢) n'a pas lieu, on sait qu'alors

la mesure do est non absolument continue.
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2. L'ensemble de Walsh et la fonction de Walsh.

Dans tout 1l'exposé, g désigne un nombre entier supérieur ou égal & 2 . Soit
G = (g/gg\)z\1 le groupe abélien des suites d'entiers modulo g , muni de la topolo~
gie discrete. Soit ¢ = (el y En s .e.) un élément du groupe G . Il est clair
que 1l'application

e => o (e) = exp-gi'-Tl £
n - g n

est un caractére du groupe. Il s'ensuit que si Py $Pp € eee € Py est une suite

finie d°* entiers positifs, 1' applicetion see C est

c = C Cc
P1sPoseeesPg Py Ps Py .
un caractére. On montre que réciproquement, tous les caractéres c de (g/gg)m

sont de cette forme (produit fini de o, ) [3].

Désignons par o le résidu modulo g du nombre réel o . A chaque élément
£ = (el » €5 eee) de (Z/gg)ﬂ , on peut faire correspondre un nombre x de

l'intervelle (0, 1) par l'application

om

N

11

.

m

1]
B s
o
sSis

1

9]

En dehors d'un ensemble dénombrable de points 2 (a, p entiers) de l'inter-

valle unité, 1l'application A est inversible. Si x est de la forme f% , clest-

o
ad-dire si x admet deux représentations g-adiques, on conviendra de ne conserver

que celle qul contient un nombre infini de décimales g-adiques non mulles. Dans

.
ces conditions, l'application 4 est une bijection de (z/gZ)k sur )0 s 1) .

On appelle suite de Rademacher (dans la base g ) associée au nombre xe)0,1),
la suite infinie

c, (a7 -1

1 (&

-1
x), ¢ X) 5 ees cn(A X) 4 ese

2

On appelle ensemble de Walsh (dans la base g ), l'ensemble des applications
-1

x — c(&™ x) ,

ou c est un caractére du groupe (gygz)ﬁ .

Pour simplifier 1'écriture, on pose rn(x) = cn(A-1 x) et w(x) = c(Anl x) . On

prolonge les fonctions  par périodicité de sorte que w(x + 1) = w(x) .
On peut munir 1'ensemble de Walsh d'un ordre de la fagon suivante : on pose

. :1 03 3 3 3 . - e AY
®g » €t s1 n est un entier positif, Wy rpl rp2 rps ou
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! P2 Ps (p.ell, 1<D, Pr< voss < )
gun = g + g + eee + & pj 3 \pl\ Pz\ DR pS, pj pj+g—l ®

~

Par définition, la fonction de Walsh associée au point x est la valeur, au

point x , dé 1l'ensemble ordomné de Walsh, l'ordre étant celui précédemment défi-

ni. En d'autres termes, la fcenetion de Walsh associée au point x est 1'applica-
tion

n - wn(x) .

On prolonge la fonction aux entiers négatifs en posant W, = w]nl .

THEOREME. - Soit x un nombre réel arbitraire (d'aprés les conventions faites,

x admet toujours un développement g-adique infini). La fonction de Walsh asso-

cide & x est une fonction pseudo-aléatoire qui ne vérifie pas la condition (c).

COROLLAIRE. - 30it q(n) 1a somme des chiffres de l'entier n écrit dans le

systéme & base g . La fonction

Y
n — exp{—éi a(|n|)}
est pseudo-aléatoire, et elle ne vérifie pas la condition (c).

Le corollaire est d@ & MAHIFR [4]. La démonstration du théoréme généralise sa
méthode.

3. Démonstration du théoréme.

Dans le systéme & base g , tout nombre entier non négatif n s'écrit sous la
forme suivante :
n= 2 e (n) g |,
p=0 P
ol ep(n) prend ses valeurs parmi les nombres 0, 1 , +ee , g =1 . (La série
précédente ne contient qu'un nombre fini de termes non nuls.) Soit s =

(Sn nz0
une suite infinie d'entiers rationnels. On pose

qs(n) = p)z_o ep(n) sp
et

fs(n) exp(-g--::é-E qs(lnl)) R ne2 .

IEMME 1. -« Soit g = (Sn)n>0 une suite infinie d'entiers non tous nuls modulog

& partir d'un certain rang. On définit le nombre réel :
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° &
x= 2 n+l
n=0 g
L'identité suivante
fs(n) = wn(X) n = O ’ l 9 2 9 oo

a alors lieu.

La démonstration est évidente ([6], p. 249).

Le théoréme peut alors s'énoncer sous la forme suivante :

Si la suite s = (Sn)n>0 contient une infinité de nombres entiers non divigsi-
il >

bles par g , alors la fonction fS est pseudo-aléatoire, et elle ne satisfait

pas 3 la condition (c).

4, Existence de la corrélation.

On définit l'opérateur T de translation

T{(Sn)nzo} = {Sn+1}n20 ’

. . 2 3
et ses pulssances successives T , y vee o

IEMME 2. - Quelle que soit la suite d'entiers s = (sn)n>O , la corrélation
1 n-l _ )
v (k) =lim= 2 f_(4) £_(& + k) , ke 2
S new 40 O S

existe. De plus, si a désigne un des g entiers O, 1, .v. , g -1 , la cor-

rélation vérifie la formule de récurrence

i 'YS(]') o (l "—;-) kEO —g];k— e){p{'%ﬁ(sk - sk-l - sees = SO)}

g ~a
g

Volek + 8) = [ES2 oy () + 2y (k + 1)) ep(ET asy)

La méthode employée pour démontrer ce lemme est calquée sur celle qu'emploie
MAHLER dans [4]. On se sert essentiellement de la relation de récurrence
2im

fs(gn +a) = fTS(n) exp —= asy a=0,1, eea ,g=1 .

5. La condition (c) n'est pas satisfaite.

Etablissons le lemme suivant :
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LEMME 3. - Si la suite s contient une infinité de termes non divigibles par

g , alors ys(z) ne peut pas tendre vers O lorsque £ croit indéfiniment.

Cela se démontre facilement grice au lemme 2. En effet :

Ys(gv) =y (1)

(1) o .
I, + 1 i
2 - exp{=—( - s - vea =5)} .

k=0 gk g kv k+v=-1 v

i
—~~
—
i
U

Si g est un entier supérieur ou égal & 3 , les inégalités suivantes ont lieu s

1 S 1, g=2
Iys(gv)! > (1 —'g)(l - ;il QEQ = S >0 .

Cela démontre le lemme.

Si au contraire g est égal & 2 , on emploie l'argument suivant :
Supposons que l'on ait
limy (?Y) =0 .
00 8
Cela implique que, dans la formule (1), le deuxiéme et le troisidme terme de la
somme du second membre aient un méme signe pour tout entier v suffisamment grand.

I1 existe donc un nombre Vg tel que

exp J.'rr(s\)+1 - Sv) = exp m(s\)+2 -s ., =5), vEvgt L, vg v 2, eee .

v+l v

Done S,42 doit etre entier pair pour tout v > vy Cela contr=dit 1'hypothese

du lemme 3. I1 est donc impossible que ys(2v) tende vers C .

6. La condition (c') est satisfaite.

Par une technique trés voisine de celle employée pour établir le lemme 2, on dé-

montre le lemme suivant

LEMME 4. - Quelle que soit la suite s d'entiers, la corrélation

n-1
1P -
Fy(k) = lim= 3 v (£) v (2 + X) , ke %

no  4=0

exigte. De plus, les deux égalités suivantes :
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; 2 2
grs(gk) =ig—2—-l—TTs(k) + -%T.[F (k—l) + rTS(k+ ]_)]
3g g
\ 5
Folek + 1) = [—-B—g-“—l-)—r (k) + S_g:l_/g_(z_g_:Z_)rTs(k_m (g+16)(g+2) .
ont lieu.

En prenant k = O dans le lemme précédent, et en désignant par M(s) 1la matrice

,f4g2 * 2 g -1 g -1 -

1 5 2im 23T 2im .‘}
— ~1) exp ==L 1 2 2 -1)(g=-2 LUV
6g2 l\ 4(g l)e g SO (g+ )(g+ )exp g SO (g )(g )exp = o !

-Rim

(g 1) exp

|
-2 | ~21
s, (g=1)(g=-2)exp ;ﬂso (g+1)(g+2) exp == 5

on cbtient le résultat suivant :

COROLLAIRE. - La corrélation I vérifie 1'égalité suivante ¢

°

50
( (1) )=M(s){ Lo (@)
\\?S(- 1);

Gréce & ce résultat, nous allons montrer que PS(O) =0, et cela établira com-~
plétement le théoréme.

Désignons par

s 00

i

la norme définie sur l'espace vectoriel des matrices d'or-

dre 3 par
”(aj_j)” = Sl:lp Z laijl °
]
Si A et B sont deux matrices, on vérifie alors sans peine que l'on a
48] &

Par ailleurs, 1'égalité

/T (o) \\ F (0) \\

/ j T"s
( r (1) =us) M(Ts) wou (™ ) T (1) !

1 X ™s ‘
\FS(- 1)/ r (- 1% ,
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(conséquence immédiate du corollaire), et 1l'inégalité

ogir @W]sr (0 g1
TVs ™s

(conséquence de 1'inégalité de Schwarz), montrent que les deux inégalités suivan-

tes
{/ 05T 0) £ Eo TP 5) M g)||
(2) { |
05T (0) € TI {M(T*™! s) M(T?™* g)|

sont vreies.

Montrons que, si s contient une infinité de termes non nuls modulo g , 1l'un

au moins des produits infinis précédents est nul.

LEWE 5. - Solent & = (o5 e;) ot B=(p

matrices telles que

e) (1,3=1,2,3) deux

1J

(i) o5 > 0, Bij >0, ‘Z a5 = Z’Bij =1

J J
(i1) Ieil =1, lsil =1, et ei # 55 pour i£3 .
Alors, ||&B|| <1 .

La démonstration est évidente.

v+l s) . Les conditions (i) et

v
Dens le lemme 5, on pose A = M(T s) et B = M(T
(11) sont satisfaites pourvu que S,41 D€ soit pas divisible par g . Ainsi, cha-

que fois que v est telle que s, #0 (mod g) , 1'inégalité
R = [u(r” ) MV 8)|| <1

a lieu. Le nombre Rv ne dépend que de 8, et sv+lnmdhlong. Ainsi lorsque v
percourt lesentisrs positifs, R\) rrend auplus g valeurs. Il existe dor: un nombre
§ <1 tel que
—_ < .
S .1 Z0 (mod g) = R, <6

Si alors, par hypoth&se, on admet qu'il existe une infinité de 8,41 A0 (mod g),
on voit que 1l'un des deux produits infinis des formules (2) est nul. Ainsi se

trouve démontré le théoretme.
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7. Démonstration du corollaire du théoréme.

Dans le théoréme, on choisit x =1/g -1 .

8. Application & 1l'équirépartition modulo 1 .

Au paragraphe 3, on a supposé que s était une suite infinie d'entiers ration-
nels. On peut généraliser les résultats en remplagant la suite s par une suite
infinie ¢ de nombres réels. On pose comme précédemment

q_(n) = e (n) o

o p=0 P P
st _ = exp 2inq_ . On momtre alors que, si o =as ( @ irrationnel,
s e {(0) , (1)}‘1-\l ) o, est pseudo~aléatoire si, et seulement si, s contient
une infinité de termes non muls. Sachant qu'une fonction pseudo-aléatoire a une

moyenne mulle ([1], [2]), on en déduit que, pour « irrationnel, on a

n-1
lint 5 exp2imkaq (1) =0  k=1,2, «. .
n S
o o 4=0

Le critére de Weyl montre ainsi que la suite u = aqs(n) est équirépartie modu-

lo 1 . En particulier, on obtient le résultat suivant :

COROLLATIRE. - Soit g{n) 1la somme des chiffres de l'entier n écrit dans le

systéme & base g . La suite u, = oq(n) est équirépartie modulo 1 si, et seu-

lement si, o est irrationnel.

Cela fournit un ~xemple de plus de suites (un) = (or(n)) (r(n) € Z2) qui sont
équiréparties modulo 1 si, et seulement si, « est irrationnel. (On sait que
cette propriété a lieu par exemple si A(n) = h(n) ou bien A(n) = h(pn) , h
étant un polynéme réel non constant & coefficients entiers et 1 désignant le

n-iéme nombre premier.)
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