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Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU 2-01
(Théorie des nombres)
7e année, 1965/66, n° 2 22 novembre 1965

C-EQUIREPARTITION MODUIO L EN p-ADIQUE

par Jean CHAUVINEAU

1. Notations.

N,%Z,Q, R, C sontles ensembles numériques couramment désignés par ces
lettres (0 £ N, gf =Nuf{0}); T désigne le cercle unité. p est un nombre
premier.’ gph , oi hell, désigne 1l'ensemble des rationnels de 0, 1( qui,

N . . . h
aprés réduction, ont pour dénominateur p~ ; on pose

r(o)z{o} s £k: U E(h) pour tout ke?f, r = U I‘(h> = lim qu .
~P P Oghg Y ~P ha)"‘P koo P

g_p , ~Z-p , U__.p désignent respectivement le corps des nombres p-adiques, 1'annean
des entiers de 9*p , le groupe des unités de -Q-‘p , et p désigne la mesure de

Haar sur _% normalisée sur Zp .51 0€E, on pose

E* = ({0} =E - {0} (BEeg ou.Ec:gp).

Si xe 9% , sa valuation p-adique est notée v(x) , o 1l'indice p est sous-
entendu. Ig est la fonction caractéristique de E ( E C ou Ec gp ). Enfin
Isom(E , F) désigne la classe des applications isométriques de E < g‘p dans
F C % L]

I, est un systime de représentants du groupe additif gp/ Ep des p-adiques

modulo 1 . Tout x e Qp admet une décomposition unique
X = |X X o |[x| €12 X) €r 3
[ ]P + >p [ ]p %2 ( >P o
[x]p , (x)p sont dits respectivement partie entilre, partie principale de x . On
8, POUT X , X5 , ¥ dans Q_:

*p
((xp + %)y, = G 1)y + Gy )y (mod 1),

—

et x ~> (x;y)p , Ou € Q‘p , est un homomorphisme contimu du groupe additif gp

= R/Z des réels modulo 1 ; de plus

i <

dans le groupe additif

(x -xlyez = & v),= &y, pour X 5 % , ¥ €4
et

(xy)p = <X<y>p>p pour X € ép , Y E€E gp .
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Cn pose, pour tout x e R :
e(x) = exp 2imx ,

et, pour tout x e Qp :

1

ep(x) exp 21n(x)p ,

de sorte que ep(x) = e(x) pour tout x e I, + 7 .

o~

2, Définition.
Soit 4 wune partie p-mesurable de gp telle que p(A) >0, et soit F une
application p-mesurable de A dens gp , de sorte que l'ensemble
k
F € Z
{xea | Flx) ea+p ~p}
est p-mesurable quels que soient o € Qp s ke 2 .Pour tout Te Z, on pose

ﬁ ~T
bp=46n0p Ep ’

et, pour tout couple réel (a , b) tel que 0ga<bgl:
A
(T, a, b)F =p({xe Bep | acg (F(x))p <b}) ,

de sorte que
A
(T, a,dps= Iéib w({xe ag | F(x)er+ gp}) .
a<r<b

La fonctlon F est dite C-équirépartie (mod 1) [ C-e. r. (mod 1) ] si et seu-

lement si, pour tout couple réel (a , b) tel que 0<a<b <l ,one

A
(T, a, b)g

=Db - a
wldg)

(1) 1im

T

Gette définition n'est effective que si w(A) =« . En effet, si 0 < w(a) <o,

alors (1) exige que 1l'on ait, pour tout =x e Ep et pour tout o e )O s 1 = r) s

plxea | r sr(F(x)>p <r+ o)) =auls) ,

d*ol, quand O <o - 0
n(r) = p({xea | <F(X)>p =r}) =0 ,

ot m(r) désigne la messe de répartition (mod 1) de F au point r , en con-

tradiction avec 2 m(r) = p(a) >0 .
rer
~p _T

Si A= gp , dlou AT =p zp s l'indice supérieur gp sera sous-entendu dans
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la notation (T, a, b) et la définition (1) s'éerire

F ’

(l,) lim :b—-a .
T P

Rappelons que tout ouvert A de gp , clest-a-dire toute réunion, finie ou in-
finie, de boules ouvertes de gp , est p-mesurable, avec u(A) > O , et que toute
fonction F continue sur un ouvert A de Qp est p-mesursble sur A . La défi-

nition (1) intéresse donc notamment toute fonction F continue sur un ouvert A
de @p .

3. Critéres de C-équirépartition (mod 1) .

3.1, = Soit C(T , C) la classe des fonctions & valeurs complexes continues sur
T .

THEOREME 1. - Pour que F , p-mesurable sur une partie p-mesurable A de gp
telle que u(a) >0, soit C-e. re (mod 1) , il faut et il suffit que, pour toute

fec(,C), onait

1
(2) 11mm fA F()) ax = [ee) ar .

Dans les conditions précisdes, l'intégrale de Haar qui figure au premier membre
existe ; en effet, d'une part A
plication f o <F>p de A

bornée sur T , et elle est zussi p-mesurable sur A, , car, s1 o € f(rp) et si

o est borné et p-mesurable, d'autre part L'ap-

dans f(gp) < C est bornée sur bap s puisque f est

1l'on pose £ (o) = {re £ | f(r) =c¢} , on a
wllxe ey | 2(EED)) = o)) = ullxe oy | Tl e £@) + 2))
= 2 p({x e ag | F(x) er+ gp}) .
ref-l(a)

Le procédé de Lebesgue fournit 2lors 1'intégrale de Haar.
I1 suffit d'établir le théoréme pour les f € C(T , R) .

Nécessité. - Partageons (0, 1( en n intervalles égaux [ak , bk[ 5
k=1,2, «.,n, et soit M [resp. m, ] 1a borne supérieure [resp. infé-
rieure| de f sur [ak , bk[ » On a, pour tout x € Aq :

M e b (TN < SEGDYs £ g p (PG

1<k<n 1<k<n
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Divisons par p(AT) et intégrons sur AT , en remarquant que

| .
Ju ta o, ((FGD) &= (0, o, By

il vient

(T’a‘k’bk)ﬁ‘ 1 r (Tyakybk)é

2 < Doos(Fx)y, ) dax g 2 .
1<ksn mk H(AT) H(AT) AT p 1<ksn Mk “(AT)
Quand T -» o , le ler et le 3e membre tendent respectivement vers 2 mk(bk-ak)
1<ksn
et 2 Mk(bk - gk) , et ces sommes, quand n - = , tendent 1l'une et l'autre

1$k§n
vers -fo £(t) dt 3 il en résulte qu'on a (2).

Suffisance. -~ Soit 0 < agbg 1l ; il existe deux suites de fonctions 4, , Lk

de G(E s E) qul encadrent q[a b( sur T et dont les intégrales sur T ten-
1 s
dent l'une et l'autre vers IO ¢[a b((t) dt =b -a quand k -» » . On a, pour
’
tout x € AT :
w
J&k(<F(X)>p) < ﬂ,:[a,b[(c (X)>p) < Lk(<F(X)>p) .

Divisons par “(AT) et intégrons sur Ay ; il vient :

1 J’ (T s 2, b)% 1 5 )
m ‘AT fzk(<F(X)>p) dx £ IJ-'(AT) < U(AT) AT Ik(<F(X)>p dx .

1
Quand T - o , le ler et le 3e membre tendent respectivement vers IO £k(t) dt et

1
IO Lk(t) dt , et ces intégrales, quand k - » , tendent l'une et l'autre vers

b -~ a 3 il en résulte quton a (1).

3.2+ = On en déduit un critére de Weyl :

]

THEOREIE 2. - Pour que F , up-mesurable sur une partie p-mesurable A de
telle que uf(a) >0, soit C-e. r. (mod 1) , il faut et il suffit que, pour tout

heN, onait

I}

. 1
(3) %fm AT ep(hF(X)) dx = O .

Nécessité. - Prenant f(t) = e(ht) , ot h e Z¥ , la condition (2) domme (3),

pulsque

Il e(ht)-1

e(h(F(x))p) = ep(hF(x)) et 0 e(ht) dt = [m_[o =0 .



2=05

Suffisance. - @(E s 9) est un espace vectoriel sur le corps G , dque nous mu-
nissons de la norme de la convergence uniforme ||f|| = sup |£(t)| . Soit B(T)
teT

1'espace vectoriel des polynSmes trigonométriques, clest=a~dire des combinaisons
lindaires & coefficients complexes des fonctions tw> e(ht) , o h e Z . On sait
que &(T) est un sous-espace de C(T , C) partout dense dans e(T, C) .

Soit f e G(T , C) ; il existe une suite de fonctions £, € &(T) , soit

fk(t) = 2
~HghgH

Yh e(ht) ’

qui converge uniformément vers f sur T quand k-« . On a

. t < . 1 [
lim £, ((F(x)) ) dx= 2 v, lim $ e (hF(x)) dx = v,
T HO7) B K P _HghgH B T #(Bq) b7 P 0
et d'autre part
1 1
[ = 3 [ _
s fk(t) b= 2 vy e(ht) dt = v, ,

- H¢hgH

de sorte que f, vérifie la condition (2).

Soit e > 0 ; il existe un entier Ke tel que, pour k > KE , on ait

fk((F(x))p) - < f((F(X))p) < fk((F(x))p) + € pour tout X e Ap o

Divisant par p(AT) , et intégrant sur Ay , il vient

1 , 1 ' 1
m IAT k((F(x))p) dx - ggm JAT F(F(x) >p) dx sm JAT fk((F(x))p)dx+e.

Quand T - « , le ler membre et le 3e membre tendent respectivement vers
fl
0

et ces quantités, quand k - » , tendent respectivement vers

1
fk(t) dt - ¢ et fo fk(t) at + ¢ ,

; J;
Yo £(8) at - ¢ et o £(t) at + ¢

puisque e > 0 est arbitrairement petit, il en résulte que f vérifie le condi-
tion (2). D&s lors, la suffisance de (2) entraine celle de (3).
Si 4o = gp , 14 condition (3) s'écrit

(31) 1lim p-T f

e (hF(x)) ax =0 .
T P p

-1,
~p

On remarquera que, si w(A) < o , on sait que la condition



{

JA ep(hF(x)) dx = 0 pour tout h e N

ntest vérifiée par aucune fonction F .

Pour l'application du critére de Weyl, on posera dans tout ce qui suit

A I
GT(F s h) :m—p &JAT ep(hF(X)) dx Py

et si A:Qtp:

I

p~T )

%

GT(F , h) ep(hF(x)) ax .

_TZ
~P
Ce critére est applicable en particulier & toute fonction F continue sur un

ouvert A de 9~p .

4, Quelques propriétés élémentaires.

4.1. - I1 est immédiat que si F , p-mesuraeble sur une partie p-mesurable A

de ~Q~‘p , est C-e. r. (mod 1) , alors F+ o, ol ae 9~p , est C-e. r. (mod1l).

4.2, - 51 G, p-mesurable sur une partie p-mesurable A de 9~p , est C-e.r.
(mod 1) et si |F(x) - G(x) - cz]ps 1,00 ae 8, quand x € A , lx[p - o,
alors F est C-e. r. (mod 1) .

G, définie sur A , est C-e. r. (mod 1) , ce qui exige d'abord p(a) =« .

D'aprés 4.1, il suffit d'étsblir la propriété pour « =0 . Il existe T, tel

foe}

qu'on ait |[F(x) - G(x)lp <1 pour x€ A - A, . Déslors, ona, pour T > Ty,

T
he N: 0
A 1 1 A
Fohl= j f r dx =
GT( , h) T s ep(hF(x)) dx+m N ep(hC(x)) dx AT+ O‘T(G, h) ,
T TO T T TO
en posant
10
Ap = Mo} ,.,ATO(ep(hF(x)) - ep(hG(X))) ax .
A 2u(ATO)
Comme on(G , h) - 0 et IAT| < T(KE)_ -0 quand T~ o , on voit que
lim G,LI\.(F , h) =0 pour tout he N .
Teo -

5. Intégrales remarquables sur «Zap et sur Hp .

5.l. -~ Reppelons deux résultats de F. BERTRANDIAS [1] 3
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(a) Soit I(y) :IZ e (yx) dx , ot v(y) =-k, k>1 .0n aalors,

S P
. h
si ye-—-l-{-+Z :
o< P
1 1 nh 1 e(h) -1
I =t 5 etk 3 e@y LBl .o
3 k K N
P owmgp -1 P ogngpt-1 P v elh -
Donc, si ye Q -gp,alors I(y) =0 .
(b) Soit IQP(y) :fz ep(ycp(x)) dx , ou v(y) =-k, k1, et @eIsom(Z gp)

de sorte qu'il existe r € :t:p tel que ¢ soit une application isométrique de Ep

sur la boule r + Zp , donc de chacune des boules B(h , k) de gp sur chacune
des boules B(r + £ , k) de I‘+§p , avec o(h) =1 + oy , ol %eB(z , k) .

On a slors

1 1
ICP(Y) = 2 e (ypn)) == 2 ep(yr + yo,)
P < h?Pk“l P S f;\<pk-l
e (yr)
=—£——_k 2 ep(y,@) =0 .
P ogugp -l

Donc, si ye@p—g _e_t_cpelsom(gp,gp),alors I(y: .

502-
(a) Soit J(y) = JU ep(yx) dx , ot v(y) £ =2 . On a, d'aprés 5.1 (a):
~P

) -1
J(y) = "rZ e (yx) :1_7:--.r 7 © (yx) dx ;[Z e_(yx) dx-p J‘Z e (pyz)dz =0 .
o P P,;p p % p o p

) -1

Donc,_gg_ yegp-p gp,alors J(y):O.

(b) Soit I () = .fU o, (ro(x)) @x , ob v(y) §-2 et e Teom(y, , 9) - Soit
~P

un prolongement de o sur Z tel que o* € Isom(Z s ) alors

X ;2_{3_)_ est une appllcatlon isométrique de gip dans Qp . On a, d'apres
5.1 (b) 3

1,0 =1, e o) ax -, e o) ax

Zp L,
P
L, e rer) ax - p7 L, e (o ml) az = 0.
p P “p p

~)

Donc, si y e 9=p _p-l 7z et g€ Isom(gp , gp) , alors Jcp(y) =0 .
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6. Exemples.
5.l. = Posons F(x) =ax , o « € 935 , pour tout x e %p ; on a, pour he N,
en posant x = p—T v 3 '

r‘
- =T
@, 1) =p ) e (ew) ax=l, e (o y) @y,
T ~T i) Z p
P Z Y
P
et cette intégrale est mille si v(hy) - T -1, c'est-&-dire si T >v(hy) + 13
il en résulte que 1lim O‘T(F h) = O pour tout he N . On voit finalement que la
Toxo
fonction X ~> @ X+ oy, 04 o € Q; » g€ &y s est C-e. r. (mod 1)

6.2+ = Soit f wune application p-mesurable de Zp dans Qp , et posons

F&(x) = X + f([x]p) , ol o€ %

Zp? pour tout x e 9 .

~p

Si o =0, la fonction FO n'est pas C-e. r. (mod 1) ; en effet, en posant

Z
(a, B)F =plxez | as &), <) ,
2
ona (T, a, b)FO:pT(a, b);p pour Oga<bgl, T30;si F,, définie
sur Q , était C-e. r. (mod 1) , alors f , définie sur ~Z~p , le serait elle
aussi, et cela est impossible, puisque u Zp) .

Si czegfg,fomons, pour hell, T=>0 :

on®, s = T L e ) o (ne((x)) ax

rer
d'ol, en posant X =r +y ¢

=T
gT(F& , h) =p 'Yz ep(hFa(y)) dy 2 ep(hozr) .
~P rer
Ce dernier 2 i s'éerit 2 T 5 i
, qui s'éeri ep(hozkp ) , est égal, si T > v(h) , &

e (ho) -1 Oglesp -1

D = 0, de sorte que o,(F h) =0 pour T > v(lxw) ; donc
eD(hap_T) -1 ’ q T( o ? ) Y ( ) 9

Jim o (F , h) =0 pour tout h e N . Ainsi, 1ls fonction F_, ol « € Z*¥ , est
oo TV o - S =i o ? =— Sp ==
C""e. CToe (mod l) o

En particulier, la fonction x ~~> y (x)p g ot o e Z;L c Qp , est
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o X @ X s . . .
6.3, = Comme cotg = -= et cozéc -5 00 e Qg , contimues en x sur

1'ouvert Q‘p - pv(oz) Ep de ~Q~p , tendent vers O quand ]xlp - o , i1 résulte de

4.2 que les fonctions x ~~> cotg % ;, X ~> cosec : , OU ¢ Ofp , sont C-

S

e. r.e (mod 1)

On notera que X -~~> cotg% s, X ~> cosec
v
(o) Z  sur Qp ép .

6e4e - Soit Ep:{ke;je[ k,p =((xk,p-1)=1} .3 neE_, tout

, OU « € g*p , sont deux appli-

1 XIR

cations homométriques de »Q»p -p

. kn
X € Up admet une seule racine n-ieme dans Up , donc tout x €V (n) = U 1) Ilp
- R keZ
admet une seule racine n-iéme dans Q'p , notée xl/ n
. + l/n \ —t
Soit elors E_ =E_ nN, et posons F(x) = ox ;o @ €Q, n€Z , pour
tout x € V (n) 3 la fonction F est continue sur l'ouvert A = Vp(n) de Q .

Posons x = p t y , de sorte que y décrit :L_INp quand x déerit p"'n-b Ilp » Cal-~

culons, pour h € N

I, - ntU e(hi(x))dX—pt.:rU e(hozp 1/n) dy
~p

1/n

que cette dernidre intégrale est nulle si v(hy) -t < -2 , clest-a-dire si

t > v(hy) + 2 . Posant t, = v(hx) + 1, on voit que I, =0 pour t>t, .

Cela étant, pour T > n(t +1) , hell,ona cﬁ.(F , h) = Ap + By , en posant

Comme X ~~> X est une isométrie de Hp (cfe [2]), on sait, d'aprés 5.2 (b),

1T -
AT_mwA ep(hﬁ(x)) dx
T nt,

- I .

B, = E
T ulag) t,+1<bg(T/n]

nty
Dtapres ce qui précede, on a BT = 0 ; d'autre part IAT[ < -l-’*E(-A—rIT qui tend vers

O quand T - o , car p(A) = » + Finalement donc lim cé(F , ) =0, et celsa

Tso0

pour tout h e N, d'ou :

THEOREME 3. - La fonction F, définie sur v (n) par F(x) = o,xl/ o ol « eQ’f; ,

n e E s, est C-e. r. (mod 1) .

6.5. = Posons F(x) = — , o o €U , pour tout x € Z; ; on sait que F n'est
pas C-e. re (mod 1) . .:ort m(r) la masse de répartition (mod 1) de T en

oint rer .
P ~p
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Pour que %;e gp , il faut et il suffit que x e U_ ; dome m(0) = p(gp) ~p=1
Soit r £ 0 ; pour que %;e T+ Zp , il faut et il suffit que v(x) = - v(r) =t
que o € rX + p‘v(r) Ep , clest-3-dire que x ef% + p-2v(r) 7. 3 donc m(r) :p2v(r) .

Finalement, on obtient

n(r) = lrlgz si re ;g , n(0) = (p - 1)p-l ,

et on vérifie aussitét que

> mir) =(p-1) Z p'k =1 .
regp kel

7. Condition suffisante de C-équirépartition (mod 1) .

7.l. = Soit F wune application de gp dans gp , et soit B wune boule ouverte

de gp . La fonction F est dite homométrique sur B si et seulement si

IF(Xl) - F(x,)
H-% P

est constant quels que soient X, € B, X, € B, X £ X5 3 cette constante, dite
¥, Bip .81 0£B, tous les

rapport dthomométrie de F sur B , est notée
points de B ont une méme veleur absolue p-adique > O , notée lB]p .

THéORﬁME 4. = Soit une partition de g; en boules ouvertes B , et soit F une

fonction p-mesurable sur une partie p-mesurable 4 de Q telle que B <A

quand ]B[p - o ; si F est homométrique sur B oguand ]Blp - » et si

(4) lim u(B) |F, Bip =

Bi

alors F est C-e. r. (mod 1) .

I1 existe tl tel que, pour t > tl , la fonction F soit homométrique sur
toute boule B de la couronne p-t Hp 3 or cette couronne, étant fermée, contient
un nombre fini de boules B (on le voit aussitst par l'absurde), disons KJC bou-
les

-4
_ -t k,t
Byt =%t P *P 7 %4
ol k=1, ¢eu, K, , avec o 4 € gp et ﬁk,t €t -1 pour k=1, ..., % .
On pose
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-4

X = ptap Bty
= %t ’
de sorte que y décrit Zp quand x décrit B, 4 ¢ Posons dtautre part
b4
Myt
|F, Bk,tlp =p pour t>1t; , k=1, ee0o, Kt s
et soit ¢ 1'application de Zp dans Qp définie par
A +4
k,t “k,t
cp(y):p ’ Y R(x) .

Prenant y, € ~Z~p y ¥, € «Z-p , auxquels correspondent x € Bk,t y X5 € Bk,t sona

I

d'olu

ce qui montre que ¢ est une appli

Dés lors, calculons, pour t >t

Ly = ka  pUFGD) ax =
)4

On sait, d'aprés 5.1 (b), que cette

A
p

+£
LR rE) - Fxy)

Pt

p lxl "Xglp = Iyl "Y2I ’

p
ti i trique de Z_ dans .
cation isometrique de Z, Qp
y helz:

Sy 4 IZ
Zp

—>\.
p(

)
k,t ™%k, t
’ *Y oly)) dy

derniére intégrale est nulle si

. s as .
v(h) - xk,t - zk,t < -1 ctest-a-dire si xk,t + zk’t >4 v(h) +1 .
Comme par hypothése lim (hk £ A t) = quel que soit k=1, ... , K , on
o0 ’ ’
voit que, h étant fixé, il existe t, > t, tel que, pour t >1t, , cette condi-
tion soit vérifiée, et alors I =0 pour t>t,, k=1, o0, K, &
’ k,t 2 %
Cela étant, pour T > t,, helN,ona o%(F , h) = Ay + By , en posant
PN I e (hF(x)) dx
T~ w(dn) A D
T t2
B, :'_T%'T )3 ST, -
S ke, .
2

D'aprés ce qui précéde, on a By =

0 quand T - o , Finalement donc
ce qui établit le théoréme 4.

0

b

P -
d'autre part, IATI $-ETKET qui tend vers

lim GT(F , h) =0, et cela pour tout he N,

T
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Soit m entier > 0 3 si la partition envisagée de Q*f est la réunion des par-
titions de toutes les couronnes p"t gp en K, = (p - 1)p™ boules égales B .
2
(en particulier, la réunion de toutes les boules maximales de g; ), alors

t-m-1 -l | - ;.
bt = t-m=-1, u(B) =p =p ]B]p , et la condition (4) s'écrit

(41) © lim [B|_|F, Bl =« .
IBlp—m p ' 7p

7«2+ = Soit F une application de gp dans Q_ , et soit xe€ Q +Si F est

A

strictement dérivable et régulidre au point x (cf. [4]), c'est-a-dire si

F(x) - F(x,)
lim
(xl,xz)a(x,x) 7%

—_-F'(x);éO ’

alors il existe une boule ouverte B(x) telle que, pour x| € 3(x) , %, € B(x) ,

X =X, , on ait

lF(xl) - F(x,)

X, = X, lp

) = IF'(X)’p s

c'est-a-dire que F est homométrique au voisinage de =x . Soit BO(X) la boule
maximale d'homométrie de F au voisinage de x € Qg qui ne contient pas O ; son

rayon sera noté po(x) , de sorte que pg(x) p_llxlp . D&s lors, on a

COROLLAIRE 1. = Soit F wune fonction p-mesurable sur une partie p-mesurcble

A de Q  telle que xe 4 guand ]x]p ~o ; si F est strictement dériveble et

réguliére quand ]le - o et si

(5) lim pF(X)IF'(X)Ip = o |,

alors F est C-e. r. (mod 1) .
Y

En effet, pour fxlp >p - , l'ensemble des boules Bo(x) distinctes constitue

une partition de Q =~ p en boules ouvertes ; F est homométrique sur

By(x) quand ]xlp o , et 1l'on a
w(By(x)) = pF(X) et |F , Bo(x)lp = lF’(x)lp 3
La condition (4) donne alors (5).

Soit me N 5 si pgp(x) 2,p-m|x]p quand lxlp -» o , la condition (5) est véri-

fiée dés qu'on a
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(51) lim IxF’(x)lp-_-oo ,

| x| o
ce qui fournit un analogue p-adique d'un théoréme de L. KUIPERS [3].

Le théoréme 4 et le corollaire 1 sont applicables en particulier & toute fonc-

tion F continue sur un voisinage ouvert A du point & 1'infini de Qp .

8. Applications.

8.l. - C-équirépartition (mod 1) des polynbmes P(x) non constants.

Posons

n-1

P(x) = X +a X Toees + Q@ X 4O
n 1 o

n-1

ou oy € Qp pour k=0, 1, ... , n, avec o, £0, ne N , pour tout xrzgp:
la fonction P est continue sur gp .

Montrons d'abord que P est homométrique sur B, . = v p"t + p“t+2 Zp quand
3

t -, ol Vi désigne le k-iéme ewiier naturel non divisible par » , avec

k=1,2, «.,plp~1).Prenons x , X, dans Bk,t , et posons
x, = p Ut v ou ye g
R ’ ~p

On a alors, quel que soit m < N 3

€

n_ A3 m) m—h h(~++c) P (x -x) I @S (h=1) (~t+2) h-l
R 1sh$m( a-% 1<han ’ 7
De (I}’:) - %(Ilfll ~ i) . on déduit v((il)) >v(m) - v(h) >v(m) -h +> 1 pour l1ghg<m.

Dés lors, on a, pour 1 <hgm

v(() BB B 82) by o sm) C @Bt (- D=t 1 ()

:v(m) _(m_]_)'t+ (h—l)(l +V(;Y)) I3
et pour h=1:

((m) g 1) =v(m) - (m - 1)t .

Comme v(y) >0, on voit que (h -1)(1 + v(y)) >1 pour h =2, de sorte que

v((m) m—h (h-l) (~t+2) A7) > (( x2 Ly pour 2<hgm



2=14

I1 en résulte qu'on a, pour x, € B € B X £ X, s quel que soit

1€ %kt 2 %2 Pkt 0
me 1\1 :
xy - X
v(gc-i-:—;(-z) =v(m) - (mn-1)t .
Formons
P(x,) - P(x,) x - %
= 2 oy ——
) ichen 1 TR
Puisque
b
V(ah z; 2) = v(a ) +v(h) - (h - 1)t ,

il existe tl tel que, pour t >t la valuation du dernier terme soit stricte-

1 b4
ment inférieure & celles des termes précédents, donc tel qu'on ait

(P(Xi) - P(x,)
TR

quels que soient x, € Bk, 12 X € Bk, £ X £ X, ; ainsi P est homométrique

) = v(an) +v(n) - (n-1)t

sur Bk,t pour t >t , quel que soit k=1, 2, ..., p(p - 1)

by

I1 en résulte que la condition (4') est appliceble & P, avec ici m=1 ., Or

lBk,t]p |p, Bk,tlp = ]na/nlp ™ e quand t - » , puisque n > 1 3 on a donc :

THEOREME 5. - Toute fonction polynomiale non constante définie sur gp

coefficients dans gp est C-e. r. (mod 1)

842+ = C-équirépartition (mod 1) des fractions rationnelles F(x) telles que
lim IF(X)I = .
x| o
k h
Soit F(x) = irréductible, ot A(x) = I o x , B(x) = Z B, X ,
() Ogksn F n

ak’Bhe»Q‘p pour k=0, ooy, n et h=0, .¢o , m, avec @, ;éO, Bm;é(),
n>m>0; F est définie et continue sur l'ouvert A {XEQPI B(x) # 0} de

Qp s et u(@_p —A) =

Si m=0, alors F , définie sur gp , est C-e. r. (mod 1) (théoréme 5).
Si m> 1, la division euclidienne de A(x) par B(x) domne, pour x e gp :

Ax) -B() Q) =R = I y, ¥ o Ogr<m, v, A0 ,
Ogksr
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d'ou, pour x e A @

F(x) - Q(x) :-%%%% irréductible .

Pour xe A |x|  assez grand, on a
’ P b

Y
P(x) - Q(x)|_ = |= x|
l(}f ( Ip lﬁmx I

qui tend vers O quand lxlp - o , de sorte que |F(x) - Q(x)lp £l pour x e,
|x| - o o Conme deg 3 =n-m3 1, la fonction Q définie sur gp , donc aussi

st restriction & A , sont C-e. r. (mod 1) ; dés lors, d'aprés 4.2; on obtient :

COROLIAIRE 2. -~ Toute fonction fraction rationnelle irréductible F définie sur

gp sauf en ses pdles dans gp et & coefficlents dans gp , telle que

lin IF(X)Ip = © ’

X| -0

est C-e. r. (mod 1) .

B«3. = A tout x € gp est associée une racine (p - 1)-idme de 1 , soit Cy s

telle que ¢ x el + pgp s rappelons (ef. [2]) qu'alors la fonction

x ~> log gxlxip x]xlp ,

définie sur Q; , fournit un prolongement continu du logarithme sur Q% ;5 c'est

cette fonction prolongée qui sera notée log dans ce qui suit.

Soit
P(x) = 2 o xk, ol ozkeg)_p pour k=0, ... ,n, avec an;éo, nell ,
Ogksn
et posons
F(x) = P(x) log x pour tout x e gg 3

F est définie et continue sur l'ouvert 4 = gg de gp , Volsinage du pcint 2
1'infini.

Montrons d'abord que F est homométrique sur Bk S kp"t + p-t+l Z_ quand

’
t -, quel que soit k=1, «ve , p =1 . On sait (cf. [2]) que X ~> xXexpx
est une isométrie de pgp ; on a donec, pour x € g% y X € gg et pour tout
helZ:
h h h h h h
v(log X, exp log X, - log x, exp log x2) = v(log X, - log X2)

s



dlol

h n ]
v(log x, exp log x - log x, exp log x2) = v(log x, = log xg) .

Prenons x, , X, dans Bk £ 3 le ler membre vaut alors
- ’
h h h h
e, palnlplen m ey g Bl e )
X% P 1% P

h_h ht h _h ht ' h h
:v(Qixlp logx, =() ¥,P 1ogxé)=v(xllogx1-XQlogXQ)+ht s

et le 2e membre vaut

X * ) ]
v(log-ig) = v(§5-- 1) = v(:x1 -x,) +t
1

on a donc, pour X, € Bk,t s Xy € Bk,t s X £ X, quel que soit h € 7 ¢

xh log x, - xh log
V(= et S L PO

X, - %,
Formons
h h
F(Xi) - F(xz) 7 X log x - %X, log x,
—_— a L ]
% 1<hen B 7R
Puisque

h h
X log X, =% log X,
X

G ) = v(ah) - -1t ,

1~ %
il existe tl tel que, pour t > tl s la valuation du dernier terme soit stricte-

ment inférieure & celles des termes précédents, donc tel qu'on ait

F(x,) - F(x,)
e X'?'):v(ozn)—(n-l)t

5%

quels que soient X € Bk,t s X, € Bk,t s X £ X, 5 ainsi F  est homométrique

sur Bk g Ppour t> tl s quel que soit k=1 ,2, oo , p =1,
4

I1 en résulte que la condition (4') est applicable & F , avec ici m =0 . Or

lBk,tlp IF R Bk,t!p = lanlp pnt - quand t - , pulisque n> 1 ; on a donc

THEOREME 6. - S1i P est une fonction polynomiale non constante & coefficients

dans Q_ , alors la fonction F définie sur gg par F(x) = P(x) log x est OC-

e. re (mod 1) .
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8.4, - C-dquirépartition (mod 1) de certaines fonctions entiéres.

On ve démontrer le théoréme suivant :

THEOREME 7. - Soit F 1la fonction définie sur §, par

a,
n kn+h
Z’ kn + h X

0

F(X) =
nwn

ou nyel, k entier >2, h entier >1 -kny, ane% pour n zn, ,

avec lim |a l-l .

n'p =z 3 si l'lonag, pour n=2n
o0

0 H

Bl %n %ns2
V(a)¢k§) V(“T—)Zl )

n a,

alors yF , ou vy € ~Q%) , est C-e. r. (mod 1) .

F est définie et continue sur Qp » Prenons X o, X dans

-t . p—t+2 7

B j p ""p y

2t

i

v

)

oh teZ, 1=1,2, «.,plp~1), et formons, pour x # x, !

kn+h kn+h
F(xl) - F(x2) ) a, ) - %, " s,
X, - X - kn + h X, - X s S0 n
2 nzn, 1 2 nzng

On a (cf. 8.1)
V(An) = v(an) -(kn+h -1t ,

d'ol les différences premiére et seconde

) -kt

Ay V(An) = V(An+l) - V(An) = v(azzll

1]

A 8 Bny2
) =i v(An) = V() .

V(An+l 1

A2 V(An) A1

a
n+l

Puisque 4, V(An) 2 1 , on voit d'abord que, t étant fixé, Ly V(An) est stric-

tement croissant en n pour n znj ; d'autre part on a A, V(An) £ kZ , ce qui

0
entraine Ay V(An) #0 pour n 70y s quel que soit t € Z . Ainsi, quel que soit
te 2z, la suite (4, v(4)) est une suite strictement croissante de Z¥ , et

il existe ng Z 1, tel que by V(An ) soit son premier terme > O ; on & alors :
t



v(h. ) < v(A ) < v(& ) < eee si n =n
nt nt+1 nt+2 t 0
v(h_ ) > v(A ) > eee > v(A ) > vi(a ) <v(A ) < eos sl >n,
1, no+1 nt-l ng nt 1 Dy 0

ce qui entraine

V(F(Xl) - F(xz)):

X

V(An

- t) S (Ano) = v(ano) - (kny + b = 1)%

1
quels que soient X € Bz,t y X5 € Bz,t y X # X5 s et F est homométrique sur

By, POUr teZ, £ =1,2, eee yplp~-1) .
I1 en résulte que la condition (4!') est applicable & F , avec ici m =1 . Or.

£ + (kno+h)t

F = A = - d t-ow
1By, 415 1758, ¢ly=p lAntlp >0 | nolp lanolpp quan ,
puisque kno +h3z1 3 dnec F est C-e. r. (mod 1) , et i1 en est de méme de
vF , ol vy € g; , car les conditions imposées & F sont invariantes par homothé-

tie de rapport non nul sur les a, -

Exemples.
r

(a) Prenant k =24 , od £ € N,et a = o , OU « € pgg , vio) eV -1,

relN+1,ona

v(an) r-1 an+1 r r
=n  vl(y) o quand n- o , v(a ) = ((n+1) -=n) vie) £22 ,
n
%0 %n42 r r r r T+l 2 .3
V(——z——-——)z(n +(n+2) =2(n+1)" ) vie) = 14+3 =2 >14+37=-2"=2 .
a,
n+1

Done, si 1l'on pose sur Q
T

n
R = 2o S
nzn,

o ny, 4teN, helN-2un,, v(el -1, relN+1, alors yF, ob

Y € 9; , est C-e. r. (mod 1) .
o0
(b) Prenant k =24 , ot 4 e N, et a = ,o00 ae pgg , viw) e -1,

on a

V(an) nel ) n+l n
=n V(Ol)—voo quand n - « s V( a ) = ((n+ l) i -n ) V(a)&lZZ,
n
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a_ a
v(--n—z—n-tz—) = (0" + (n+ 2)n+2 -2(n + 1)n+l) viw) > 1 + 33 - .'23 =20 .

a
n+1

Donec, si l'on pose sur Qp

oi ny,4eN, hel-2ny, v(e) € 2 =1, alors F , ou yegjg,est C-

ee ro (mod 1) .

r
Po
(c) Prenant k = ipg » ou %ell, p, premier, et an:ozn , ol czepg"g 5
polv(a), rel, ona
r
v(a ) Pl
o0 v - quand n-o ,

n

puis par application répétée de Fermat.

r xr

W2 2 (e D)0 0 0) vle)
n

n

v(a) (mod pO) ’

a

de sorte que v(ar”l) £ pg 2, enfin v(-a—n—a-/«-—niz—) > 2 comme dans 1'exemple (2).
®n - an+l

Donc, si 1l'on pose sur Qp

r
_ nPO kpgn+h
F(X) = 2. —E—-—c-{—?ﬂ—:—-ﬁ X .
1r12nO Po

ol p, premier, ny, 4, rel, hel -ipyn, a6p§§ , pO/rv(oz) , elors
vF , ol vy eg'i; , est C-e. r. (mod 1) .
r
(d) Prenent v(h) =0, k=2ip, o fel,et a = o (24pn + h) , ob
= pﬁZjE , vl@)e 2 -1, rel + 1, toutes les conditions du théoreme 7 sont
satisfaites, comme dans 1'exemple (a), puisque v(24pn + h) = 0 . Donc, si 1l'on
pose sur -Q-‘p
r
F(x) = 2 o X2,€,pn+h
nzn

’

0

A

ol nO,,Q,EE, he}\[-%pno, pfh, v(oz)e2§1-l, relN+ 1, alors

vF , ol vy e Qﬁ}g , est C-e. r. (mod 1) .

28+l
o

(e) Soit « e pég , et posons Pl , x) = Tl (1 + x) , produit infini

s30
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2
convergent sur gp . De la relation fonctionnelle Py , x) = (I + ox) Ple , ¢” %),

on déduit aisément

T 2s+l 5 ozn2 X"
1+« x) =1 + - s
0 w3l (1 =) (1 = aP)eea(l =P

d'ol encore, en y remplacant x par ozzso X , Ou 8o € _Z__+ s

n(n+2-so)

Il (l+og2S+l x) =1+ 2 o X - .
2 4 2n
528, >l (L =) (1 = D)eea(l =)

Dés lors, posons sur Qg

F(x) = X-h I« a28+1 XZJZP) ,
528,
ol soe§+,£e§1,v(a)e2§-1, lghg2p~-1, pfh, de sorte que
N n(n+250) _24pn-h N
F(x) = x + 2 2 soit X+ G(x) .

ozl (1 -012)(1 -a4)...(l _0121’1) ’

Pour la fonction G , avec ici n, =1 k = 24p , compte tenu de v(24pneh) =0,

O - )
on a
v(an)
= (n + 230) via) » @ quand n-o ,
Snsl %042
v( —) = ((n+ 1)(n+1+2s,) =n(n+ 2s5)) v () ¢ 27, V(") =2v(a) 22 ;
n+l
donc G , o vy e g*g , est C-e. r. (mod 1) . Mais
-h |
Flx) - vG(x = X -+ 0 uand X, - ®
VFG) = veG |, = Iyl [l q 3 ,

puisque h > 1 ; il en résulte, d'aprés 4.2, que vF , ou v € g’; , est C-e. r.
(mod 1)

B8e5. =~ Utilisant le prolongement du logarithme sur g’g introduit dans 8.3, on
obtient de méme :

THEOREME 8. - Sous toutes les conditions énoncées dans le théoréme 7 , 81 F dé-

signe maintenant la fonction définie sur % par
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F(x) = 2 2, an+h log x ,
n>,.no

alors yF , ol ye g; , est C-e. r. (mod 1) .

F est définie et continue sur Qg , et il est clair qu'on peut répéter ici la

démonstration du théorsme 7, car, en prenant cette fois x, , x, dans

~t . p-1:+1 7

B %y

Lp

1l

Lyt
ou teZ, i=1,2, «.e ,p=-1, et en formant, pour X # X, 8

kn+l kn+h
xo log X =X * log X,

2 a L soit 2 A,
) n. O =% ’ n3ng n

F(x) - F(x,)

on a encore (cf. 8.3)
v(An) = v(an) - (kn +h -1)t .

ExemEle. - Posons sur g;

F(x) = (log x) Ti (1 +

ou Sy € gf s, Lel, vin)e 2N -1 . On voit comme plus haut que la fonction
v(F - log) , o vy e g , est C-e. r. (mod 1) ; comme v(y log x) >0 si
v(y) > -1, il en résulte que F , ol vy € p_l g; , est C-e. r. (mod 1) .
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