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2-01

C-ÉQUIRÈPARTITION MODULO 1 EN p-ADIQUE

par Jean CHAUVINEAU

Séminaire DELANGE-PISOT-POITOU
(Théorie des nombres)
7e année, 1965/66, n° 2 22 novembre 1965

1. Notations .

N ~ Z , Q , R , C sont les ensembles numériques couramment désignés par ces

lettres ( 0 ~ ~ , Z+ = N u {4~ ) g T désigne le cercle unité. p est un nombre

premier. 
. où h ~ N . désigne l’ensemble des rationnels de )0 , 1 ( qui,

après réduction, ont pour dénominateur p ; on pose

qp , Zp , Up désignent respectivement le corps des nombres p-adiques, l’anneau

des entiers de Qp , le groupe des unités de Qp , et  désigne la mesure de

Haar sur Qp normalisée sur Z . ,Si 0 e E , on pose
4’ -P

Si x ~ Q*p , sa valuation p-adique est notée v(x) , où l’indice p es t 

entendu. 03C8E est la fonction caractéristique de E ( E ~ C ou E ~ Qp ). Enfin
Isom(E , F) désigne la classe des applications isométriques de E ~ Qp dans

F c Qp .
r est un système de représentants du groupe additif Qp/Zp des p-adiques

modulo 1 . Tout x ~ Q admet une décomposition unique
Mp

[x] , (x) sont dits respectivement partie entière, partie principale de x . On
~- i" ’

a~ pour y dans Q :

et x ~~> (xy) ~ où y e Q ~ est un homomorphisme continu, du groupe additif CL
dans le groupe additif T = R/Z des réels module 1 ; de plus



On pose, pour tout 

e(x) = exp 2i03C0x ,

et, pour tout x E :
e 
p 
(x~ _ exp 

P 
,

de sorte que e p(x) = e(x) pour tout x E r + Z .

2. Définition o

Soit D une partie de M telle que (0394) > 0 , et soit F une

applica..tion -mesurable de 0394 dans Qp , de sorte que l’ensemble

est ;~mesurable quels que soient ~ ~ Q , k E Z . Pour tout T E Z , on pose

et, pour tout couple réel (a, b) tel que 0 ~ a  b $ 1 :

La fonction F est dite C-équirépartie (moâ 1 ) [ C-e. r. o (mod 1) ] si et seu-

lement si, pour tout couple réel (a, b) tel que 0 $ a  b  1 , on a

Cette définition n’ est effective que si p (à) = co . En effet, si 0  (0394)  cJ ,
alors (1 ) exige que l’on ait, pour tout x e r et pou-r tout cv e )0 , 1 - r) t-P

où m(r) désigne la masse de répartition (mod 1 ) de F au point r ~ en con-

tradiction avec 1 m(r) = > 0 .
r=r

Si 0394 = Qp , d’où 0394T =p-T Zp , l’indice supérieur Qp sera sous-entendu dans



la notation (T , a , b)p ~ et la définition (l) s’écrira

Rappelons que tout ouvert à de Q , c’est-à-dire toute réunion, finie ou in-
-P

finie, de boul es ouvertes de Q , est -mesurable, avec pà (à) > O , et que tor,-te
-P

fonction F continue sur un ouvert 0394 de Q est -mesurable sur 0394 . La défi-

nition (1 ) intéresse donc notamment toute fonction F continue sur un ouvert 0394

de £~ .

3 . Critères de C-équirépartition (raod 1 ) .

3 .1 . - Soit C(T , c) la classe d,es fonctions à valeurs complexes continues sur

T .

..

THEOREME 1 . - Pour que F , -mesurable sur une partie -mesurable à de Qp
telle que p (ù) > 0 , soit (mod 1 ) , il faut ft il suffit qu.£, pour toute
î e C(T , G) , on e,iÉ- - ~ 

q

Dans les conditions précisées, l’intégrale de Haar qui figure au premier membre

existe ; en effet, d’une part ~T est borné et ~,-.mesurable9 d’autre part l’ap-

plication f 0 (F) de Arp dans C est bornée sur puisque f est

bornée su.r T , et elle est aussi -mesurable sur 0394T , car, si a E f(rp) et si

l’on pose f" (03B1) = {r ~ r J f(r) = 03B1} , on a 
- 

Le procédé de Lebesgue fournit alors l’intégrale de Haar.
Il suffit d’établir le théorème pour les f ~ R) .

Nécessité. - Partageons le en n intervalles égaux (a, ~ 
k=1 , 2 , ... , n , soit M. [resp. la borne supérieure [resp. infé-

rieure] de f sur (a, ~ On a, pour tout x e Am ~



Divisons par et intégrons sur en remarquant que

Quand T -~ co , le 1 er et le 3e membre tendent respectivement vers ~ m, (b- -a- )" "

et ~ M. (b. - a. ) ~ et ces sommes~ quand n -~ tendent l’une et l’autre

l~n " 
" "

vers 10 f(t) dt ; il en résulte qu’on a (2).

Suffisance. - Soit 0  a  b  1 ; il existe deux suites de fonctions lk , L,
de C(T . R) qui encadrent 03C8[a,b[ sur T et dont les intégrales sur T ten-

dent l’une et l’autre vers 10 03C8[a,b[(t) dt = b - a quand k ~ ~ . On a, pour

Am :

Divisons par et intégrons sur 0394T ; il vient : 1

.1
Quand T -~ 00 ~ le 1er et le 3e membre tendent respectivement vers ~(t) dt et

ces intégrales, quand k - ~ , tendent l’une et l’autre vers

b - a ~ il en résulte qu’on a (l).

3.2. - On en déduit un critère de Weyl :

THÉORÈME 2. - Pour que F , -mesurable sur une partie -mesurable A de Q
telle > 0 ~ soit C-e. r. (mod l) ~ il faut et il suffit que, pour tout

h e N ~ on ait

Nécessité. - Prenant f(t) = e(ht) , où h E Z~ , la condition (2) donne (3),
puisque



Suffisance. - ~(T , C) est un espace vectoriel sur le corps C , que nous mu-

nissons de la norme de la convergence uniforme sup f (t) ~ . Soit 
tET 

"~

l’ espace vectoriel des polynômes trigonométriques, c’est-à-dire des combinaisons

linéaires à coefficients complexe s de s fonctions t~ e (ht ) , où On suit

que est un sous-espace de C) partout dense dans ~(T , Ç) .
Soit f E C(T , C) ; il existe une suite de fonctions f~ E ~(T) 9 soit

qui converge uniformément vers f sur T quand k -~ co . On a

de sorte que fk vérifie la condition (2) .
Soit E > 0 j il existe un entier K tel que, pour k > K , on ait

E E

Divisant et intégrant sur il vient

Quand T -~ co ~ le 1 er membre et le 3e membre tendent respectivement vers

et ces quantités, quand k -~ tendent respectivement vers

puisque e > 0 est arbitrairement petit, il en résulte que f vérifie la condi-

tion (2). Dès lors, la suffisance de (2) entraîne celle de (3).
Si 0394 = Qp , la condition (3) s’écrit

On remarquera que, si  oo ~ on sait que la condition



n’est vérifiée par aucune fonction F .

Pour l’application du critère de on posera dans tout ce qui suit

Ce critère est applicable en particulier à toute fonction F continue sur un

ouvert A de Q .

4. Quelques propriété s élémentaire s.

4.1. - Il est immédiat que si F ~ ~-mesurable sur une partie ~-mesurable A

de Qp , est C-e. r. (mod 1) , alors F + 03B1 , où 03B1 ~ Qp , est C-e. r. (modl).

4.2. - Si G , ~-mesurable sur une partie ~-mesurable A _de C-e. r.

(mod 1) et si 1 , où quand jxj ~ ~ ,

alors F est C-e. r. (modl) .

G , définie sur 0394 , est C-e. r. (mod 1) , ce qui exige d’abord (0394) - oo .
D’après 4.1~ il suffit la propriété pour a = 0 . Il existe T.. tel

ait G(x)j ~ 1 . Dès lors, on a~ pour T > 

h e N :. 
"

Comme 03C30394T(G , h) ~ 0 et 
2 (0394T0) (0394T) 

0 quand T - ~ , on voit que

h) =0 pour tout heN .

5. Intégrales remarquables sur Z et sur U o

5.1. - Rappelons deux résultats de F. BERTRANDIAS [l] ;



(a) Soit I(y) e (yx) dx , où v(y) =- k , a alors,
-P ’

DOnC! Sl  E Q. - Zp , alors I(y) = 0.
M ~ 11 11~

b Soit I ~ - Sz e d~ où ~ - k , k >, 1 , et ,;~ ~Y Z p 
Y, ~ p

de sorte qu’il existe r ~ rp tel que 03C6 soit une application isométrique de Zp
sur la boule r + Z 9 donc de chacune des boules B (h , k) de Z sur chacune

Mp 
des boules B(r + l , k) de r + Z , avec 03C6(h) = r + a , où 03B1l E B(l , k) s
On a alors

Donc, si y é Q - Z et cp e lsom(Z , Q ) , alors I (y) = 0 .
- -P -P - -P © ~ Ô

(b) Soit J (y) = ~ où v(y) ~- 2 Q) .Soit
03C6* un prolongement de (p sur Z tel que Qp) ; alors
x 2014> 03C6*(px) est une application isométrique de Z dans Q . On a, d’a,près

p -p -p
5.1 (b) :

Donc, si y ~ Qp - p Zp et 03C6 ~ Isom(Up , Qp) , alors J (y) =0 .
20142014’ -~~) ~~j ’ r" i- 

- T



6. Exemples.

6.1. -Posons où a pour tout on a, pour h 

_~ ~ 
~ " 

"~

en posant x ~ p ~ y :

et cette intégrale est nulle si v(hOE) - T ,$ - 1 , c’est-à-dire si T + 1 ;

il en résulte que lim h) = G pour tout h e N . On voit finalement que la.

T-m 
’~~

fonction x --> OEi x + OEo , Où OEi é Q§l , OEo é est G-e. r. ..iod- 1 > .

6.2. - Soit f une application -mesurable de Z dans Q ,et posons
--.. " ..- 

-- -P - -P

Si ~ _ 0 , la fonction F~ n’est pas C-e.r. en effet, en posant

T 
Z

on a (T , a , b) - p (â , pour 0 ~ a ~ b ~ 1 , T >, 0 9 si F ~ définieF 0 f

sur , était C-e. r. (mod 1 ) ? alors f , définie sur Z , le serait elle
~ p

aussi, et est impossible, puisque (Zp) = 1 0

p
Si 03B1 E Z*p , formons, pour h E iMT , Î >, o :

d’où , en posant x = r + y :

Ce dernier 03A3 , qui s’écrit 03A3 e est égal, si à

e M -1 1 ~P~ " 

~ 
..

2014B20142014~201420142014=0 ~ de sorte que h) =0 pour T>v(ha) ; donc
1 ~ ~

h) =0 pour tout Ainsi, la fonction F03B1 , où a ~ Z*p , est
Ci ~’ 20142014~20142014201420142014(~ p

r. (modl) .
En particulier~ la fonction x 2014> c~(x) +a~ . où a. eZ~ ~ a~ ~~L ~ est

’!’!’"!’!" .~...N.....h.. 
’* P ~ 

’"*""" i ~~p L/ ’~P 2014201420142014201420142014201420142014
C-e. r. (modl) .



6.3 . - Connue et co~c H. - 2E où a e Q~ . continues en x sur
" x ~ x 2014p’

l’ouvert Q - Z de Q, tendent vers 0 quand )xj ~ ~ , il résulte de

4.2 que les fonctions x 2014> 

’°-’° 

cotg03B1 x , x 2014> coséc 03B1 x , où 
P 

sont C-

e. r. (mod 1 ) .

On notera que x 2014> cotg 03B1 x , x 2014> coséc 03B1 x , où sont deux appli-
cations homométriques de Q - Z sur Qp - Zp .

6.4.. -Soit E = (ke 1 (k , p) = (k , p - 1) =1) . Si tout

x e U admet une seule racine n-ième dans U , donc tout x e V (n) = U p U
"P "P P 

admet une seule racine n-ième dans Q ~ notée x 
-

Soit alors E+p = Ep n N , et posons F(x) où n ~ E+p , pour
tout x ~ V (n) ; la fonction F est continue sur l’ouvert 0394 = V (n) de 0 .

Posons y , de sorte que y décrit U quand x décrit p U . Cal-
culons, pour h 

Comme x --> e st une i sométrie de U ( c i . [ 2 ] ) , on sait, d’après 5 .2 (b ) ,
-P 

"

que cette dernière intégrale est nulle si v(hOE) - t j - 2 , c’est-à-dire si

t z v(hOE) + 2 . Posant t1 = v(hOE) + i , on voit que It = 0 pou,r t > ti .
Cela étant, pour T + 1 ) , h ~ ’Î , on é~ JÉ(F , h) * ÀT + B, , en posant

T,ti
D’après ce qui précède, on a B - 0 j d’ autre part ) qui tend vers
0 quand T - ~ , car = c* . Finalement donc lim h) = 0 , et cela

pour tout h e N , d’où : 

THÉORÈME 3 . - La fonction F , définie sur V (n) par F(x) = où ci eQ’" ,
n é E , ~ est C-e. r o (mod 1 ) . 

P -°-°°- - ’~~P

P -- 

%.5. - Posons F(x) = ~ , où cv EU, pour tout x é on sait que F n’est
X -P -P

pas G-e. r. (mod 1 ) . Soit m(r) la masse de répartition (mod 1 ) de F au-

point r é r ..
-P



Pour que 03B1 x E Z , il faut et il suffit que x EU; donc m(0) = (Up) = p - 1 p.
Soit r ~ 0 ; pour que 03B1 x E r + Z , il faut et il suffit que v(x) = - et

que 03B1 E rx + p-v(r) Zp, c’est-a-dire que x E - + pZ; donc = p2v(r) .
~p r ~p

Finalement, on obtient

et on vérifie aussitôt que

7. Condition suffisante de C-équirépartition (mod 1) .

7.1. - Soit F une application de 0 dans Q , et soit B une boule ouverte

de Q . La fonction F est dite homométrique sur B si et seulement si

est constant quels que soient x. e B , x2 e B , x1 ~ x2 ; cette constante, dite

rapport d’homométrie de F sur B y est notée BJ . Si 0 ~ B , tous les
points de B ont une même valeur absolue p-adique > 0 y notée JBJ..

Soit une partition de Q*p en boules ouvertes B , et soit F une

fonction -mesurable sur une partie -mesurable 0394 de Q telle que B ~ A

quand |B|p ~ ~ ; si F est homométrique sur B quand |B|p ~ ~ et si

alors F est C-e. r. (modl) .

Il existe t. tel que, pour t > t1 , la fonction F soit homométrique sur
toute boule B de la couronne Up ; or cette couronne, étant fermée, contient

un nombre fini de boules B (on le voit aussitôt par l’absurde), disons K. bou-

les

où k - 1 , ... , avec et ~;k 9 t  t - 1 pour k = ~ , ... , 

On po se



de sorte que y décrit Z quand x décrit Bk,t . Po sons d’ autre part

et soit 03C6 l’application de Z dans Qp définie par" M M

Prenant y2 ~ Zp , auxquels correspondent x1 E Bk t , on a

ce qui montre que c~ est une application isométrique de Z dans .Mp M

Dés lors, calculons, pour t > h E N :

On sait, d’après 5.1 (b), que cette dernière intégrale est nulle si

Gomme pa.r hypothèse lim (03BBk,t + g t) = co quel que soit k = 1 , ... , on
k,

voit que, h étant fixé, il existe t2 % t1 tel que, pour t > t2 , cette condi-

tion soit vérifiée, et alors = 0 pour t > t2 , k = 1 , . o o , Kt .
,

Gela étant, pour T > t2 , h é N , on a h) = AT + en posant

1 
" ° 

t2
D’après Ce qui Précède, on a BT = ° ; d’autre Part, ’ÀT’ . p (0394T) qui tend vers

0 quand T - ~ . Finalement donc lim h) = 0 , et cela pour tout h é N ,
ce qui établit le théorème 4. 



Soit m entier  0 ; si la partition envisagée de Q*p est la réunion des par-

titions de toutes les couronnes p" U en K. = (p - l)p boules égales B..
(en particulier, la réunion de toutes les boules maximales de Q*p ), alors

p,(B)==p = p-m-1 JBJ 1 , et la condition (4) s’écrit

~ .2 , .~ Soit F une application de g~ dans ~ .7 et so it x E ~ . Si F est
M Mp ’ M

strictement dérivable et régulière au point x [4]), c’ est-à-dire si

alors il existe une boule ouverte telle que, pour x1 e ~(x) ~ x~ E B(x) ,

xl = x~ 9 on ait

c’est-à-dire que F est homométrique au voisinage de x . Soit B0(x) la boule

maximale d ’homométrie de F au_ voisinage de x é # qui ne contient pas 0 j son

rayon sera noté 03C1F(x) , de sorte que p-1 )x) P . Dès lors, on a i
COROLLAIRE 1 . = Soit F une fonction -mesurable sur une partie -mesurable

L de Qp telle que x é ù quand )x) - ~ ; si F est strictement dérivable et

régulière quand |x ) TI - aJ et si

alors F est C-e. r. (modl) .

En effet, pour jxj > pt1 , l’ensemble des boules B0(x) di stincte s co nstitue

une partition de Q - p ’"l Zp en boules ouvertes ; F est homométrique sur

B..(x) quand jxj -~oo ~ et l’on a

La condition (4) donne alors (5).

Soit si 
p 

quand )x) 
p 

~ ~ , la condition (5) est véri-

fiée des qu’on a



ce qui fournit un analogue p-adique d’un théorème de Lo KUIPERS ~3~.

Le théorème 4 et le corollaire 1 sont applicables en particulier à toute fonc-

tion F continue sur un voisinage ouvert A du point à l’infini de Q .

8. Applications.

801. - C-équirépartition (mod 1 ) des polynômes P(x) non constants.

où 03B1k ~ Qp pour k = 0 , 1 , ... , n , avec 03B1n ~ 0 , n ~ N , pour tout x ~ 3p ’ ;
la fonction P est continue sur Qpo

Montrons d’abord que Pest homométrique sur Bk, t = 03BDk p-t + p-t+2 Zp qUand
t - cJ ; ou 03BDk désigne le k-ième entier naturel non divisible par p , avec

k = 1 , 2 , ... , P(P - i) . Prenons xi , x2 dans Bk, t , 
et posons

,

On a alors, quel que soit 

De (~) = ~ ~) r on déduit v((p) ~ v(m) - v(h)  v(m) - h + 1 pour 

Dès lors, on a, pour 1  h  m ;

Comme 0 , on voit que (h - 1 ) (1 + v(y)) ~ 1 pour h ~ 2 , de sorte que



Il en résulte a~ pour x. ~ B.. ~ B.. ~ x. ~ x~ ~ quel que soit
m e 

il existe tl tel que, pour t > t~ , la valuation du dernier terme soit stricte-
ment inférieure à celles des termes précédents, donc tel qu’on ait

quels W~ ~k,t ’ ~2 ~ ~k,t ’ ~l ~ ~2 ~ ainsi 
sur Bk t pour t > ti , quel que soit k = l 9 2 9 ° ° ° , p(p - l ) °

,

Il en résulte que la, condition (4’ ) est applicable à P , avec ici m = 1 . 0r

|Bk,t|p |P , Bk,t|p = |n03B1n|p pnt ~ ~ quand t ~ " ’ on a donc :

THÉORÈME 5 0 - Toute fonction polynomiale non constante définie sur Qp et à

coefficients dans Q est G-e . ro (mod 1 ) ~

-P - ~

8.2. - C-équirépartition (mod 1 ) des fractions rationnelles F(x) telles que

lim IF(x)1 =00.

iit Fx> = irréductible, où Ax> = i ~y~ Bx> = i e~ x~ ,
0$k$n 

03B1k , 03B2h é # Pour k = 0 , ... , n et h = O , o . « , m , avec 03B1n ~ 0 , C ,
n > m &#x26; 0 j F est définie et continue sur l’ouvert 0394 = (x e % ) 1 B(x) / 0) de

Q , et p(Q - ù) = 0 .
’~~P -P

Si m = 0 , alors F , définie sur Q , est G-e o r. (mod 1 ) (théorème 5) o
~P

Si m # 1 , la division euclidienne de À(x) par B(x) donne, pour x e Qp :



Pour x E , assez grand, on a

qui tend vers 0 quand |x|p ~ ~ , de sorte que ?’(x) - Q(x)|p  1 pour x e ù ,

|x|p ~ ~ . Gomme deg Q = n - m % 1 , la fonction Q définie sur Qp , donc aussi

sa restriction à ù , sont G-e. ro (mod 1) j dès lors, d’a,près 4.2, on obtient:

COROLLAIRE 2 . - Toute fonction fraction rationnelle irréductible F définie sar

% sauf en ses pôles dans Q et à coefficients dans Q , telle ue
- -P -P

est C-e. r. (mod 1) .

8.3. - A tout x ~ U est associée une racine (p - l)-ième de 1 ~ soit ~ ~
-p x

telle que 03B6y x e 1 + pZ ; rappelons (cf. [2]) qu’alors la fonction
x -p

définie sur fournit un prolongement continu du logarithme sur ’, 9 c’est
cette fonction prolongée qui sera notée log dans ce qui suit.

F est définie et continue sur l’ouvert il = Q*p de Q , voisinage du point à

l’infini.

Montrons d’abord que F est homométrique sur Bk, t = + Z quand

quel que soit k = 1 , o.., p - 1 . On sait (cf. [2]) que x ~> xexpx

est une isométrie de pZ ; on a donc. pour Xl E Q*p , x2 E Q*p et pour tout

h E Z :



Prenons x1 , x2 dans le 1er membre vaut alors

et le 2e membre vaut

on a donc, pour xi e x2 e x1 ~ x2 , quel que soit h 
, ,

il existe t1 tel que, pour t > t , la valuation du dernier terme soit stricte
ment inférieure à celles des termes précédents, donc tel qu’on ait

quels que soient x1 e Bk,t , x2 e Bk,t , x1 ~ x2 ; ainsi F est homométrique
sur B~~ pour t>t~ , quelque soit k =1 , 2 , ... , p-1 .

Il en résulte que la condition (4’) est applicable à F , avec ici m =: 0 . Or

| Bk,t|p |F , Bk,t|p = |03B1n|p pnt ~ ~ quand t ~ ~ , puisque n  1 ; on a donc :

THÉORÈME 6. - Si P est une fonction polynomiale non constante à coefficients
dans Qp , alors la fonction F définie sur Q*p par F(x) = P(x) log x est C-

e. r. (modl) .



8 . 4 . - C-équirépartition (mod 1 ) de certaines fonctions entières.

On ve, dé-montrer le théorème suivant 1

, , 
,

THÉORÈME 7. - Soit F la fonction définie sur Q par
- -D -

~ n~ ~ k entier  2 ~ h entier  1 - a e Q~ pour n ~ n~ ~
avec lim la si l’on a, pour 
T)2014~m ’"

alors yF, où y e est G-e o r. (mod 1 ) .
~ ~~- ~P - ~

F es-t définie et continue sur Q . Prenons x1 , x2 dans

où t é Z , °1° = 1 , 2 , . ° ° , P(P - 1 ) , et formons, pour x~ t

d’où les différences première et seconde

Puisque Ap 1 ~ on voit d’abord que, t étant fixé, ~. est stria-

tement croissant en n pour n :~n.. ~ d’autre part on a A. v(A ) ~ kZ y ce qui
entraîne A. 0 pour n  n0 , quel que soit t e Z . Ainsi, quel que soit
t e Z , la suite (A. v(A )) est une suite strictement croissante de et

il existe n0 tel que A. soit son premier terme > 0 ; on a alors:



quels que soient x. E B; ~L~t , x ~ E B ~~t g x ~ 1 x 9 et F est homométrique sur

pour t E ~ 9 ~ = 1 , 2 , ... ~ p(p - 1) .

Il en résulte que la condition (4’) est applicable à F, avec ici m = 1 e Or.

puisque kn0 + r > 1 ; donc F est C-e. r. (mod 1) , et il en est de même de

yF , où 03B3 E car l es conditions imposées à F sont invariantes par homothé-

tie de rapport non nul sur les a .

Exemples.
r

(a~ Prenant k = Z~ , où £ et a = où c~ E E ?1~1 A 1 ,
- n - -

rE111+1 , ona

Donc. si l’on pose sur Q
Mp

où E h E E 1 ~ r E N + 1 9 alors où

~ E ~’~’ ~ est C-e. r. (mod 1 ) .
M~

n

(b ) Prenant k - 2l , où l ~ N , et a ! 03B1n , où 03B1 E v (03B1) E 2N - 1 ,-. n -p --

on a

v(a ) 
_ 

a

_...n.. = v a ) ~ m quand n ~ ~ v - 1- _ ( n + 1 nn v(03B1) J z Z
n



Donc, si l’on pose sur Q~

où n0 , l =N, v(a) ~ 2N - 1 , alors 03B3F , où y ~ Q*p , est C-

e. r. (modl) . 

(c) Prenant k = lp0 , où l ~ N , p0 premier, et an = 03B1n , où 03B1 ~ pZ*p,

PQ/v(a) , r eN, on a

puis par application répétée de Fermat.

de sorte que v( ) ~ enfin v(--S~-~2014) ~ 2 comme dans l’exemple (a).
~ ~ " 

a~i

Donc, si l’on pose sur Qp

où Po Premier, 2 , r E N , h n0 , 03B1 E Po v(03B1) , alors
yF, où y E ~~‘ , est C-eo r ~ (mod 1 ) o

p r

(d) Prenant v(h) = 0 k = 2lp , où l ~ N , et a 
n 

= 03B1n (2lpn + h) , où
03B1 E pZ*p , v(03B1) E 2u - 1, r E hT + 1 , toutes les conditions du théorème 7 sont

. p... ,
satisfaites, comme dans l’exemple (a), puisque + h) = 0 . Donc, si l’on

pose sur Qp

où n0 , £ EN, h ~ N - 2lpn0 , P / h , V(OE) é 2N - l , " é N + 1 , alors

yF , où y e est G-e , ro (mod 1 ) ..
~’~P

(e) Soit cv e pZ*p , et posons P(OE , x) = fi (1 + x) , produit infini
’~~P s#0



convergent sur Q . De la relation fonctionnelle x) = (l + P(03B1 , c/" x) ,
on déduit aisément

~

d’où encore, en y remplaçant x par 03B12s0 x , où 

Dès lors, posons sur

où s~~JZ ~ ~ ~~"~- ? l~h~2~p -1 ~ de sorte que

Pour la fonction G, avec ici n = 1, k = 2lp , compte tenu de v(2lpn-h) = 0 ,
on a

donc est C-e. r. (mod 1 ) . Mais
p

puisque h ) 1 g il en résulte, d’après 4.2, que yF, où y e è" , est G-e. r.

(mod 1 ) . 

8 . 5 . - Utilisant le prolongement du logarithme sur Q*t intro duit dans 8 .3 , on
’°~P

obtient de même:

THÉORÈME 8 . - Sous toutes les conditions énoncées da,ns le théorème 7, si F dé-

signe maintenant la fonction définie mr g# par
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alors yF , où ye Q*p , est C-e. r. 

F est définie et continue et il est clair qu’on peut répéter ici la

démonstration du théorème 7, car, en prenant cette fois xl ’ x2 dans

où t l = 1 , 2 , ... , p - 1 , et en formant, pour x1 ~ x2 :

où s.. e ~ ~ N ~ v(a) ~ 2N - 1 .On voit comme plus haut que la fonction
où ye Q~ ~ est C-e. r. (modl) ; comme v(y log x)  0 si

v(03B3)  - 1 , il en résulte que 03B3F , où Z*p , est C-e. r. (modl) .
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